
Les Problèmes 
de l'APMEP 

Cette rubrique propose des problèm es choisis pour L'orig inalité de leur 
caraclère : esthétique. subril, ingénieux, voire récréatif, dont la solution nécessite ini­
tiatives, déllUlrche il/venIive, recherche, effort jfl(e llectue l. 

Elle accueille Lous ceux: qui aimem il/venfer, chercher de «  beaux problèmes ».. 

si possible. IrOuver des solulions, et les invite à dOT/fler libre cours à leur invention 
créatrice. 

L 'énoncé 260 ci-dessous, particulièrement copieux, va permellre d 'expérimenter 
un IIOl/Veau type de complémentarité en/re le SC!1icur de l 'APMEP et Le présent bulle­
fin: nous ne publions ici qu'un rapide résumé des centaines de pages de nOies que 
j'ai collec/ées sur ce problème. El pour Ile pas trop accroître le délai entre énoncés et 
so lutions, nous sommes aussi amenés à ne publier que delV: nouveaux énoncés dans 
ce nwnéro. 

Les auleurs soni priés de joindre les solutions allx propositions d'énoncés. Énon­
cés el soLutions sonl à envoyer à l'adresse suivame (réponses à des problèmes diffé­
renrs sur des feuiUes séparées SVP, sans oublier votre nom Sl/r chaque feuille) : 

François LO J ACOMO 
42 quai de la Loire 

75019 PARIS 

ÉNONCÉ 279 (Françoise PÉCAUT, 84  ­ Avignon) 

Démontrer  qu'un  quadri latère  plan  articulé  de  côtés  a, b, c,  d donnés 
atte int son max imum d'aÎre quand il  est inscriptible dans un cercle. 

ÉNONCÉ 280 (Dominique ROUX, 87  ­ LIMOGES) 

Soit S  l'ensemble des  entiers k ~ 2  tel s  qu ' il  existe k entiers consécutifs, 
(n+ 1), (1l+2),  (n+k) , Il;''  0  dont  la  somme  des  carrés  soil  un  carré 
parfait  : 

(n + 1)'  + (n + 2)' +.. .+(n + k) ' = m' . 

a) Montrer que  l'ensemble S est infini, et qu ' il  existe une infinité d 'entiers 
qui  n'appartjennent pas à S. 

b) Montrer qu'il existe des enliers  k ES  tels que  J' équation : 
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(11+ 1)' + (11 +2)' +  .. +(n+ k)' = m' 
admette une  infinité de couples solutions  (n ,m), et qu ' il  existe d' autres entiers 
k E S lels que cette même équation n' admette qu ' un nombre fini de solutions. 

ÉNO  CÉ260  
(François LO JACOMO, Paris, et Jacqnes BOUTELOUP, Rouen)  

Soient  M  un  point  du  plan  d' un  triangle  AB C,  P, Q,  R  les  intersections 
(AM,BC). (BM,CA),  (CM,AB), P', Q', R' les conjugués respectifs de  P, Q,  R 
par rapport  à (B,C),  (C,A),  (A,B).  L'application des  théorèmes  de  Ménélaüs 
el de  Céva  mont.re  que  P',  Q', R'  sont.  alignés  sur  une  droite  D(M),  appelée 
polnire trilinéaire de M . Étudier  l'ensemble des  points M  tels  que D(M) soit 
perpendiculaire  à  (OM),  0  étant  le  centre  du  cerc le  circonscrit  à  ABC.  En 
appe lant  cr)  cet  ensemble,  on  s' inté ressera  notamment  aux  points  remar-
quables  appartenant à  <r)  : comment  se  répartissent ces  points  remarquables 
sur les différentes  branches de la courbe  ? 

SOLUTION 

C'est  peut­être  la plus  bel1e  cu bique  définÎe géométrjquement  à  partir 
d ' un  triangle,  car  non  seulement c'est vraisemblablement la  seule  (cela reste 
à prouver) qui coupe en seulement  17 points  (au  lieu de 66)  les 22 droites  les 
plus  remarquables  du  triangle  (les  trois  côtés,  les  six  bissectrices,  les  trois 
médianes,  les  rrois  hauteurs,  les  trois  médiatrices ,  les  trois  symédianes  et  la 
droit.e  d'Euler)  ­ 17  points  remarquables  les  tro is  sommets  A,  B,  C.  les 
centres  l , lA'  lB '  le des cercles  inscrit et exinscrits , le  centre  de  gravité G,  les 
milieux  A' , B', C' des  côt és  [BC] , [CA],  [AB],  le centre du  cercl e circonscrit 
0,  l'orthocentre  H ,  les  milieux  des  hauteurs , que  nous  appellerons  0A'  OB' 
Oc' el le  pOÎnt de  Lemoine  K,  intersection  des  sy médianes  ­ , mais, en outre, 
elle  définit  sur  cet  ensemble  une  structure  rendant  évidentes  certaines  re la-
ti ons  de  concourance  e t  de  positionnement,  comme  le  fa it  que  les  quatre 
droites  (IK),  (IAN), (lsB') et (leC) sont concourantes  ou que 1 est  nécessai -
rement  intérieur au  triangle GOK . 

J'ai  reçu  des  réponses  de  Jacques  DA UTREVAUX  (06  ­ St  André) , 
Edgard  DELPLANCHE  (94  ­ Créteil) ,  Ren é  MANZONI  (76  ­ Le  Havre), 
Marguerite  PONCHAUX (59 ­ Lille),  Pierre  RENFER  (67  ­ Ostwald) e t sur-
tout.  J acques  BOUTELOUP (76  ­ Rouen)  dont  les  connaissances  sur  les 
cubiques m' ont  été précieuses e l Philippe DELEHAM (97  ­ Mayotte) qui  est 
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revenu de nombreuses fois  sur  l' étude de cette cubique: plusieurs dizaines de 
lettres o nt  été échangées  entre  Jacques  BOUTELOUP,  Philippe  DELEHAM 
et  moi­même  à  ce  suj e t.  Je  remerc ie  é gal ement  Michel  GUILLEMOT 
(31  ­ Toulouse) et Robert  FERRÉOL  (75  ­ Paris)  pour  les  photocopies  d'ar­
ticles qu'il s m' ont fait parvenir. Cette courbe es t e n effet c ilée comme 
cubique des 17 points dans l 'ouvrage Courbes géométriques remarquables, 
de H,  Brocard et T Lemoy ne (tome III, p, 129 : Paris, Albert Blanchard, 
1970), et a été étudiée plusieurs fois il y a un peu plus d'un siècle (Philippe 
DELEHAM pense qu' elle a é té trou vée entre 1875 et 1885 par Lemoine ou 
Gohiene de Longchamps. On en parle dans le Journal de mathématiques spé· 
ciales , 1886 (M , Koehler) ; 18 89, p, 85 (Émile Vicarié) ; 18 89, p. 265 
(Auguste Boutin) ; au Congrès d 'Oran, 1888 (M. Lemoine» . Mais, pour ne 
pas accaparer trop de place dans le Bulletin, par décisi on du Com ité de 
Rédaction , je me limüerai à énumérer ici sans démonstration quelques-unes 
des princ ipales propriétés de la cuhique cr ),  en prévision d ' une étude plus 
complète sur le serveur de l' APM. 

L'ensemble cherché est donc un e cubique d 'équation barycentrique (en 
posant a =BC, b = CA, c =AB) : 

a'yz(y- z} +b'zx(z - x)+ c'xy(x - y} =O. 
Elle passe par les 17 points énumérés ci-dessus, sous réserve que la propriété 
géométrique définitoire n'a pas de sens pour A, B, C, 0 et G, qui doivent 
logiquement ê tre exclus de J' ensemble solut ion (Marguerite PONCHA UX). 
H a pour polaire trilinéaire l'axe orthique du triangle, soit l'ax e rad ical du 
cercle circonscrit et du cercle d 'Euler , qui est donc perpendiculaire à la droite 
d 'Euler. La polaire trilinéaire de l , droite joignant les pieds des bissectr ices 
extérieures, donc axe orthique de IAIBIc' es t perpend iculaire à (OI) ; A', B ~ et 
C'  admettent les côtés pour polaire trilinéaire et K est le seul point du plan 
ayanl pour polaire uilinéai re sa polaire par rapport au cercle circonscrit. 

Toutes les cubiques passant. par A, B,  C, A', B' , C' , G et 0 passent par K, 
mais (f) est. la seule cubique distincte de l' ensemble (BC, CA, AB), passant 
par A, B, C, A' , B', C' et invar iante par isogonalilé. Les tangentes en l , lA' [B' 

le sont (IG), (IAG), (IBG), (lcG), les tangentes en A, B, C, G sont (AK), 
(BK) , (CK). (GK), les tange ntes en A', B', C', K sont (OA'), (OB'), (OC), 
(OK). En appelant. tangentiel du point M d ' une cubique Je point où la tangen­
te en M recoupe la cubique, les points 0, 0 A' OB' Oc ont pour tangenti el 
commun le point 0' de coordonnées barycentriques : 

8 ulleâll A PMEP 11 
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cosC  '1 
cosê­cosÂ·cosB j' 

Le point H et  ses  « équitangenûels  )j HA'  Hg,  He,  isogonaux  de  0", OB'  Oc 

(  HA  = (AO) n  (GO A) = (BOe) n  (COB)  ayant  pOUf  coordonnées  baryeen­

triques {ŒcosB cosé:,b· c'cos ) ont pour tangentiel commun le 

point Hf de coordonnées barycentriques: 

(Sîn2Â,sir~f~,sjnê-2COsB'Cosê 
\  co::­;  cos' 

(r) est l'ensemble des points ~i alignés avec- G et leur isogonal M', ce qui 
r inclut da:>s la famille des cubiq ues ct" :\euberg ( 1922 J924), n,isogana!es 
(liE:u des points alignés avec n et leur isogonal) Ou n~ isororniques (lieu des 
points alignés avec- Q et leur üotomique), qu'Auguste Boutin étudiait en 
1889 sous ie nom «cubique des inverses on cubique des réciproques, relative 
au point Q  '),  Toute cubique passant par A, B, 1, rA'  Jn) le est n-isogonale, 
Q  étant le point de concours des tangentes en I, l,J,' lB' lC' Celles dont le poi;Jt 
n  est sur la droite d'Euler passent en outre ;Jar 0 et H parmi elles. la 
c,ubîque de Darboux (Q symétrique de H par rapport il 0), qui admet 0  pour 
centre de symétrie (et donc pour point d'inflexion) et ;es trOiS médiatrices 
(OA'), (OB'),  (OC)  pour asymptotes. Cette cubtque de Darboux (lieu des 
PO]!lts NI dont les projections ortbogonales M" M2' M, SUI (BC), (CA), (AB) 
sont telles que (AMI)'  (B:'v1), (CM)) SOIent concourantes) est associée à  la 
cubique de Lucas (lieu des intersections de {A)\{l)' (BM2) et (CIvI3), signalée 
par Gréer dès 1865) par une fonction f étudiée longuemenl dans Quadrature 
nOs 9 10 ~ Il (feuilleton Pail1ettes, ( Deux cubiques du plan d'un 
triangle, .. )', d'après F. Lang). La cubique de Lucas est d'ailleurs la transfor­
mée de notre cubique (1') par j'homothétie de centre G et de rapport ·2 (Ph; .. 
lippe DELEHAM), et elIe est D-i,otomique, avec pour point n  de K 
par ceUe homothétie. 

tr) peut également être définie comme l'ensemble des points M tels qUç 

M,C'  0 
+  +  ' 

M)'vl 
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(en orientant de mani ère cohérente  les côtés et les perpendiculaires aux côtés, 
MI '  M2 et M) étant  toujours  les  projectious  orthogonales  de  M sur  les  cô tés 
du  triangle ABC) ou bien comme  l'ensemble des  points M tel s que,  si (MA'), 

(MB') et (MC) coupe nt  en  M; ,  M;,  M,  les  parallèles par  [ à (BC) , (CA), 

(AB), les droites  (A  M; ), (8 · M;  ),  (C M,) soient  concourantes:  le  lieu des 

intersections es t alors  une cubique n­isotomique avec,  pour  point a, l'isoto­
mique de I. Ceci se généralise, par exemple, en remplaçant l par TA' lB ou le 

La cubique (r) ad met tro is asymptotes qui, en gé né ral. ne sont pas 
concourantes: elles coupent la cubiq ue en trois points alignés sÎtués tous trois 
enlre G et K. (r ) n'admet donc pas de centre de symétrie , Dans le cas, toute­
fois, où le triangle est isocèle, elle est décomposée en l' axe du tri angle et une 
hyperbole, el en les trois axes du triangle si celui-ci est équilatéral. Parmi ses 
trois points d'inflexion (alignés) , J'un est situé entre G et l , et si le triangle es t 
rectangle, ° =  A' est. l' un des deux autres. Sur la branche princ ipale (qui 
admet. une seule direction asymptotique) se trouvent deux familles de point s: 
0, G, l, K, H d ' une part et , si Â est le plus grand des trois angles du t.ri angle, 
l A'  A', 0 A'  A d'autre part, alors que les branches hyperboliques contiennent 
l' une l B'  B' , Oc' C, l' autre Ic ' C', 0B ' B. C'es t d ' ailleurs en cherchant à prou­
ver que 0 et H appartiennent toujours à la branche principale (par J'ét ude des 
tan gentes issues de A) que je suis tom bé sur l'inégali té qui a fa it l' objet de 
l'énoncé 255 . 

La loi de composition interne classique qui , ici , associe à deux points M 
et N l'isogonal P' = M + N de la troisième intersection P de la d roite (MN) 
avec la cubique, définit sur (f ) une structure de groupe com mutatif d'élé­
ment neutre G. {G, A, B, CI  est un so us-groupe (que j 'appellerai n iso­
morphe au groupe de Klein , et in téressant eu égard à  l' avis de recherche 
nO 6 1 de Robert FERRÉOL (cf Bulletin nO 407, décembre 1996, p. 738) : les 
tro is points A, B, C n'ont pas vraiment des statuts symétriques dans la mes u­
re où un seul d'entre e ux appartient à la branche principale de la <.:ub ique, 
sauf si l'on fa it abstraction de cette cubique ou si l' on suppose le triangle 
équ ilatéra l. 

Deux points ont même tangen tiel si et seulement si leur différence appar­
tient à y. La branche principale de la cubi que constitue un sous-groupe iso­
morphe au groupe quotient (f)/y, bien que ce groupe quotient soit représenté 
par deux points de ladite branche principale (deux points ayant même tangen­
tiel, Jes deux autres points étant sur les branches hyperboliques, éventuell e-
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ment  sur  la  même  puisque  les  points  à  l' infini  n' ont  pas  même  tangenti el)  : 
ce groupe quoti ent  es t en  faiL  isomorphe à RIZ. En d 'autres  termes,  tout point 
peut  êlre paramétré  par un réel t (modulo une période  2 ~ ) el un élément q E  Y 
de sorte que les  paramètres de la somme soient la somme des paramètres: 

( I" q, )+(t" q, ) =(1, + 12(mod 2 r) ,q, +q, ) . 

En  attribuant  à  1 les  paramètres  (1 ,G) , et e n appelant  t · 1, 1· 1+ A, 1· 1 + B, 
/· 1 + C  les poinls de  paramètres (I ,G ), (l,A), (I,B) , (t,C) , on voit  q ue: 

0 =­2· ],  0 A =­2· [ + A ,  0B =­2· I + B ,  Oe = ­ 2· I +C , 

G=O ,  A = A ,  B=B  C = C , 

1 =  l ,  l A = I + A,  l B =I + B ,  l e = I +C , 

K = 2 · ]'  A' =2 · I +A ,  B' = 2· I+B ,  C'=2· I+ C 

et  H = 4 ·1. 

L' isogonal de  t· 1 + q es t (2 ­ t). 1 +  q ; donc  si M  et M'  sont  isogonaux,  jl 
en va de même de M  + A  et M' + A , M  + B et M ' + B , M  + C el M ' + C.  Le 
ta ngent iel  de  f ·l + q es t  (2-2t)·1 + q et  surtout  trois  points  I l .1 + q !' 
[ 2· r+ q2 et [3. 1 + q) sont alignés si et seulement si 

"  +'2 +  /3  = 2 (mod 2~) 

et 

q, + q2 + q3 = °(= G) , 

ce  qui  fourn it  une  multitude de  relations  d ' alignement  : deux  points  ont des 
paramètres  opposés  s ' ils  sont  alignés  avec  K  (s i  les  coordonnés  barycen­
triqu es de j ' un sant (x ,y,z) , l ' aulre a pour coordo nn ées (x( - x+ y+ z), 
y(x-y+z),z(x+y- z» car ils so nt isa ' omiques par rapport au ui angle A'BT  ' , 
propriété de la cubique de Lucas); si quatre points ont même tangentiel T, 
leurs isogonaux ont même tangentie l r ', e l T, r ', K étant alignés, e tc . . . 

Quant au positionnement, si MI =  II · I , M2 :::: I2 ·1 e t M =  /· 1 appart ie nne nt 
au même in tervalle lu, l ,v· l) ne co ntenant pas de point à l'infi ni (ce qui est le 
cas de [­2·1,4 ·1]  T est toujo urs stric teme nt supérieur à 3). el si la droite 
(M[ M 2) re co upe la c ubi q ue e n un po int M 3 = 13 . 1 a vec u:S: l 3 :S;: v 

(! , =2-t , - 12 mod . 2~ ) , alors la position de M par rapport à la droile (M ,M2) 

es t c aracté risée par le s ig ne de (l - lj )(l - 12) (t - l ). On vO Ît a ins i, par 
exemple, que G e t 1 sont du même CÔlé de (OK), ° el 1 du même côté de 
(GK),  1 el K  du même côlé de (GO), de smIc q ue, q uel que soit le Iriangle 
ABC, 1 es t intérieur au triangle OOK. 
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Par  ailleurs,  le  point  A  coïncide  avec  le  point  't ­l,  sous  réserve  que  la 
valeur de  't dépende d u triangle. Lorsqu 'elle est irrationnelle, le  sous­ groupe 
engend ré  par  l  est  infini  (d'où  une  infinité de  points  sinon  remarq uables,  du 
moins  susceptibles  d'être  remarqués),  mais  si  le  triangle es! rectangle,  'T ::; 4 

(donc  A = H, °=A' , K = 0A), Si  cosÂ = cos È· cosê, t= 6 (donc  H = 0A' 

H ei 0  ont même tangentiel A),  etc. _ 

Panni ces nouveaux  points  multi ples  de 1 ne  figurant pas  dans  norre  liste 
initiale, deux sont  véritablement remarquables, el ont  été  longuement étudiés 
par Philippe DELEHAM : U  = ­ 1 et V  = 3 ·1, de coordonnées  barycentriques 
(en nolant classiquement p le  demi­périmètre,  TA' TB ' TC les rayons des cercles 

exinscrits):  U  (a(p-a) ,b(p-b) ,c(p - c») et V  (arA,brR ,erc). U,  G, 1, K 

et V sont  les seuls  multiples  de  l  qui  soient  toujours  intérieurs au  triangle, 0 
et  H étant  les seuls autres  multiples de  l qui  ne soient jamais à l'infini . U es t, 
d'après  ce  qui  précède,  l'intersection  de  (IK)  avec  (IAN),  (I.B') et  (leC) : 
c'es t donc  le point de Lemoine du  triangle  lAI Ble Les parallélogrammes for­
més en menant par U des parallèles aux côtés du triangl e ABC ont même 

périmè tre. U a pour ta ng e nti e l H , ses é quit ange ntiel s UA:;;; U+ A 

= (IAK) n (lA') = (IBC) n (IcB'), UR et Ue ayant pour coordonnées UA 

(ap ,b(p - cl, c(p - b»), etc .. 

\ 
\ 
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1\ 
Ai 

V  est  l ' isogonal de  U  (et V 1\' YB> Yc  les  isogonaux  de  UA>  D13'  Uc ): les 
droi tes  (01),  (OAIA)'  (OBIB)'  (Ocl c) sont  donc concouran'es  en V.  La droite 
(UV)  passe  par G , mais  e ll e  passe  également  par  le  point  de  Gergonn e 1 du 
triangle  ABC. Rappelons que, si  l'on appelle I l' 12, J3 1es poims de contact du 
cercle  inscrit  avec  les côtés  (BC),  (CA), (AB) d u  triangle, 1 est l' intersec,i on 
des  trois  droites  (Ali),  (Bl:ù,  (Cl ). U  est  J'image  de  J  par  l' homothétie  de 

centre  G  et  de  rapport  ­ 1/2  qui  transforme  la  cubiqu e  de  Lucas  en  notre 
cubi que  (r  )  (résultat  généra li sable  aux  autres  points  de  Gergonne,  l'image 
des points de Nagel par cette même homothétie é tant  l , lA'  lB'  le) ' mais U est 
auss i  l' image de J par  l'homothétie de centre V  e l  de  rapport 2RJr qui  trans­
fonne le trian gle 111,13 en IAIBle : 1 est donc le point de Lemoine de J IJ,J3. 

U est le cen tre de la conique tangente en A, B, C aux bissectrices exté­

rieures, ainsi que de celle tangente aux côtés en "J;,  .1 2, 1; (symétriques de 

JI ' J2, J3 par rapport à AI , B.f. CI respectivement), cette dernière passant par le 
point de Feuerbach. Les projections orthogonales de U et V sur les côtés du 
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triangle ABC sont sur un même cercle passant par le point de Feuerbach, e l U 
appartient à l'hyperbole de Feuerbach (qui contient en outre H, l, J et le point 
de Nagel).  U est  également  le  sixième point  d ' intersection  de  la cubique  (r) 
avec l'hyperbole éq uilatère d'équation barycentrique: 

' x 2bc(b ­ c) + y'ca (c ­ a) + z2ab(a ­ bl = 0 

(obten ue en échangeanl  (a, b, cl et (x, y, zl dans  l'équatio n de  la cubique (r) 
qui  est tangente en 1 à (IG), donc à (r), et passe par l A'  lB  et le : cetle dernière 
hyperbole est l'image par l 'in vers ion triangulaire relativement au triangle 
IAIBle de  la  droi te d'Euler (01) de  IAIBle  et, lorsq ue  a > b > c,  son centre  w, 
de coordonnées  barycentriques  (a (a ­ b) (a - c),b (b ­ c) (b - a),c (c - a)(c - b)) 
eSlle seul point du cerc le circonscrit à ABC qui vérifie ; 

wB = wA+ 0/::.. 

Le cas particulier du trian gle isocèle mérite d'être approfondi. La cubique 
dégénère alors en  l'axe  du  triangle et une hyperbole.  Si  a =  b > c, l ' hyperbole 
coupe  l'axe  (GC)  en  deux  points  doubles  D,  e t  D2  :  la  cubique  n' a  p lus  de 
branche principale, mais quatre segments [D1D2] passant l'un par G (segment 
de  droite,  que  j'appellerai  "G)'  les  autres  (que  j 'appellera i "A'  "B '  "e) 
respectivement par A , B , C, et le po int à l'infini corresponda nt. Tous les 
points r I sont sur ~G' tous les points rI + A sur ~A ' / . 1+ B sur LlB, t· l + C sur 

Llc' donc T est infini. Plus précisément, si l'on pose r = 1+ ~ 1 ­ 4 cos 2 Â . 

r;­ f " f 2  '  ~ r' 1 ­ ,, 1 ­ 4 coS­ Ar' = 1­ " 1­ 4 cos  A  e t  ex =  ­ =  "  les  points  doubles 
r 2cosA 

(éléments absorbants de notre lo i de composition) ont pour coordonnées 
barycentriques  (l ,l,r) el  ( J , I ,r'),  et  le s  po ints  t· l,  t·1 +  A ,  t · I +  B, 
r· 1 + C respectivement 

(d + l ,ct + l ,rd +r'), 
frai -r' ra + r' ,î 

,  , rr l , 
[ ex' ­1  ex' + 1  ) 

raf + r' rai - r' , ) 
­­;­­,­­ ,  , rr 

[  ex' + 1  ex'  ­I 

et 
(ct -I ,d -I ,rct - I'). 

Si, maintenant, le triangle devient équilatéral, les deux points doubles se 
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réuni ssent  au  centre  du  triangle  et  tous  les  poinrs  t· l  sont  confondus  eo  ce 
centre,  les  points  l · l +  A,  1· 1 + B,  t· 1 + C  ayant  pour  coordonnées  barycen­
triques respec ti vement (1- 2,t,(), (t, t - 2 ,t) et (t,l,t - 2). Si, au contraire, le tri ­
angle cesse d 'être isocèle, sui vant que l'on a a > b > cou b > a > C, ce seront 
dans le premier cas les segments ÊlA et Êla  (dans le second cas, les segments 
ÊlB  et Êla)  qui resteront collés pour former la branche principale Cr  ne sera 
plus infini ), les deux autres segments restant collés pour former les branches 
hyperboliques. Cela fait comprendre pourquoi chacune des branches hyper­
boliques contient des points [·1  + B  et des points t· l + C lorsque a > b > C 

(voir figures). 
D' autre part, si a > b = C, l ' hyperbole ne coupe pas l' axe (GA) et, en 

posant cos2u:= ~ _ · l, t · 1 +  A, l ~A , les coordonnées barycentriques de t
2 cos B 

rI + B, t· l + C sont respectivement : 

(2 cos B · cos(t ­ 2)u, cos Ill , cos tu ) , 

(2 cos Ê· sin (t - 2)u,sin l U, sin tu ) , 

(sin tu · cos lu,sin Cl - 2)u · COS tu ,sin lU' COS Cl - 2 )u ) , 

(si h tu · COS tu ,sin tu· cos(t - 2)u,sÎn Ct - 2 )u · COS tu ) . 

R  ' lI
Dans ce cas particulier, on a r :::;: - , soit 2 cos B · cos - :::;: 1 , mais le calcul 

2u l' 

de r dans le cas général doit faire appel aux fo nctions elliptiques, je n'ai pas 
eu le temps d 'approfondir. On trouve lOutefois des conditions pour que r soit 
entier : par exemple, r:::;: 5 si U = HA OU  UA = H, donc si 

p - a = (p - b)cosê = (p - c)cos B = p cos Â , 

r= 8 si H' :::;: A', soit 
2 ~ ... A  A  A 

sin A· sin B . sin C :::;: 2 cos B . cos C . 

Je n'ai plus ni la place, ni le temps d' en dire davantage ici , mais un texte 
démontrant les résnltats ci-dessus et répondant peut-être à des questions non 
encore résolues devrait ê tre acces sib le proc hainement s ur le serveur de 
l'A .P.M . J' espère que vous serez nombreux à le consulter. Ce texte ne sera 
d'ailleurs pas fi gé, ce qui penne ttra d 'enrÎchir ce problème de to utes les 
remarques e t com pléments que vo us pourrez proposer. .. et dont je vous 
remercie à j'avance , 

Blil le/in APM EP ne 420 ­ Janvier·Février 1999 
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