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Curiosités mathématiques

Commentaires sur 1999

Maurice Carmagnole

Ces délires numérigues, proposés dans le Bulletin de Novembre-Décembre,
n'étaient destings gqu'a susciter la surprise chez nos éléves. Chaque collegue v aura
rouveé la pitance convenant a son troupean. Les commentaires ci-dessous donnent
quelques idées, des références, parfois une lueur explicative pour ceux dont la forma-
tion a été lacunaire dans le domaine numérique...

Les numéros correspondent a cewx précédesament employés.

1. Le millieme nombre wmpair ! [1 fallait le remarquer, et il faut que les
collégiens cherchent a le pronver.

¥ 4 IaF3 1
Fuis, les plus jeunes s’élonneront devant ceci: —=—, — =,
P 1 32 3 &7 3
LEFES 2L wio, Bl wu Tysd Jorera la suite arithmétique d
—— =— etc. Mais au lycée, on explorera la suite arithmétique des
749+11 3 X # %

nombres impairs avec des moyens plus puissants, et on pourra aboutir a

1434 5+..+2n-1) 1 n’
(2n+1)+...+(4n-1) 3 SOl - Sin=300, on a le spectacle proposé

pour 1999,

2. Quand on rencontre des nombres premiers tels que p et p+ 2, on les dit
jumeaux. Nul ne peut dire s on peut en rencontrer une infinit€ ; probléme
cuvert depuis plus de deux millénaires.

Quant au nombre 666, c’est lo trés fameux « nombre de la Béte » dont
parle I'apdtre JEAN dans son APOCALYPSE (chapitre XIII, verset 11).

Il n’y a évidemment aucune formule qui puisse permettre de déterminer
la décomposition d'un nombre donné en somme de nombres premiers consé-
cutifs : il faut donc stocker le crible d’Eratosthéne, et programmer une explo-
ration adéquate. Les lycéens devraient s'y intéresser ef, bien entendu « stoc-

Builatin APMEP n° 420 - Janvier-Février 1 999
76



Bulletin de TAPMEP n°420 - Janv/Fev 1999

ker le crible » ne signifie pas cntrer en mémoire les nombres premiers 1'un
apres "autre !

3. 10007 — 999, c’est & priori succulent pour 1999, Les plus jeunes se
laisseront séduire. Il faut inquiéter ces débutants et conduire les plus évelués
d’entre eux a remarquer que tout # permet d*écrire :

(107)" = (10" =1)" =2.10" -1,

On recherchera alors si ¢a marche avec un autre nombre que 10 ... ou
avec des puissances supérieures a 2, elc.

4, Un palindrome , c’est comme LAVAL on NOYON, invariable dans
les deux sens de leciure, Beaucoup de nombres sont des palindromes. mais
entre 100 et 1000, 10% de nombres premiers le sont | 1999 en a « ramassé »
trois, ¢’est une chance !

5. Dire que mil neuf cent quatre vingl dix-neuf s*écrit 13131 en base six,
c'est prétendre que le polyndme #* + 33 + &2 4 3x — 1998 est divisible par
r— 6. 1l faudra que les lycéens s'en assurent ¢t voient clairement comment on
passe de I'une a "autre de ces remarques.

El puis, méme au collége, en se répartissant le travail, on peut aussi
rechercher s'il existe d'autres bases de numération ot mil neuf cent quatre
vingl dix- neuf est encore un palindrome... (en base TRENTE-SEPT, par
exemple).

| GOa 1998
3

6. 3 ne cache pas longiemps ses diviseurs | 1, S P il S
32 Oa sépare aisément ceux d'exposant pair, dont la forme est 4n + 1, de
ceux d'exposant impair, dont la forme est dn + 3.

Dans les deux cas, on voit que les exposants forment une suite arithrog-
ague connue, dont on peut, dés |'adolescence, calculer le nombre de termes :
1000.

I faur pousser les lycéens & sc demander ce qui se passe quand on rem-
place 1999 par un autre nombre... ou 3 par un autre nombre, ctc.

7. Ct. n® 2, supra, en ce qui concerne 666. L'exploration des congruences
est pleine de découvertes. Méme avec Jes adolescents, la pratique du schéma
euclidien @ = bg + r, r< b permet le passage sans douleur a a = r (modulo h),
énonceé «a congru a r, modulo b »,

On a ou on n'a pas le temps, en ¢lasse, de laisser découvrir ce qui se

passe selon que b est premier ou non, en examinant ['ensemble des résidus
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(r) pour un /> donné.

L'érude des résidus quadratiques modulo un nombre premier p est le
fondement d un domaine important de la théorie des nombres, dont il n'est.
pas question de donner une idée ici. Pour un p premier, on éludie 'ensemble
des 7 tels que x% = » (modulo p), pour tout x inférieur & p.

On trouvera une initiation intéressante dans « Les nombres premiers »,
« Anthmétique et théorie des nombres » de la collection « Que sais-je 7 »,
aux P.U.F.

&, Tout nombre premier impair ' écrit soit 4k + 1, soit 4k -+ 3. Les enfants
exploreront le crible d'Eratosthéne pour s'en rendre compte, et ils devront
aussi constater que ces deux formes révelent aussi des nombres qui ne sont
pas premiers.

I's exhiberont une foule de nombres premiers qui sont sommes de deux
carrés, (potamment 5 = 17+ 2%, 13 = 274+ 3%, ), constateront qu'ils sont
tous de la forme 4k + 1. el se rendront compte que lorsqu’ils exhibent p = a?
+ b%, personne n'est capable d'exhiber p +2 = @’ + b*. Surtout pas le prof.
Lire les ouvrages cités aun® 7.

9. Premier ou non, aucun nombre de la forme 8a + 7 ne peut s'écrire sous
forme d’une somme de trois carrés. Les €léves en auront conscience, saus
preuve, €n exhibant beavcoup de sommes de trois carrés, notamment en fai
sant tourner un programme trés simple & concevoir sur un ordinateur a quatre
sous : ils pourront seulement constater qu'auocune de ces sommes ne peul
s’écrire 8n + 7 (ef. BOREVITCH et CHAFAREVITCH : Théorie des
nombres).

10. Tout A peut s'éerire sous forme de quatre carrés : théoréme de
LAGRANGE (1770). Voir les références indiquées aun’ 7.

11. RAMANUJAN (1887 - 1920), né dans la région de Madras, découvrit
une foule de résultats ¢tonnants, alors qu'il n'avait recu aucune formation
universitaire de haut niveau. Les ayant adressés 4 G.H HARDY, professeur a
Cambridge. celui-ci eut a cceur de le faire venir en Angleterre, impressionné
par son génie, et ne le quitta plus, I'aidant a parvenir au rang des plus grands.
Mais RAMANUJAN mourut jeune, sans s’ épanouir réellement.

Sa formule

n(n+2)= nﬂn%— I)\}IJ +(n+2)(n+4)

gtait issue d'un calcul de série convergeant vers 2 / 1. Les lycéens en vérifie-
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ront I'exactitude et aboutiront & la propriété énoncée pour 1999 en prenant
n=1997.
Sic’est trop facile, proposez-leur une autre trouvaille de RAMANUIAN :

87320 19 =373 -3273,

par exemple.

12. Pierre FERMAT (1601 - 1663), jurniste de profession, occupait ses loi-
sirs en mathématicien génial. Son ceuvre en arithmélique, géométrie, analyse,
probabilités est remarquable, mais 1] n'en publia rien : tout est disséminé en
papiers divers, et correspondance avec les mathématiciens de 1'époque ;
PASCAL, MERSENNE, ROBERVAL... Lire « Précis des ceuvres mathéma-
tiques de Pierre FERMAT », par E. BRASSINE, chez GABAY.

1602 chiffres... Ne Jes comptez pas un par un. Une calculette de collégien
vous dira gu'en multipliant par 1996 le logarithme décimal de 2, elle trouve
601,45... Pour le collégien susdit, c¢’est obscur, mais ce sera lumineux au
lycée,

Quant au nombre de divisecurs de 2" revoir le commentaire du n® 6
pour un raisonnement tiré du méme tonneau.

On peut aussi faire exploiter, aprés I'avoir fait établir, la propriété suivau-
te ' sias'éeritn=p® g* - v .. (p, g, rpremiers), alors, le nombre des divi-
seurs de ns'éeritdin)=(a+ 1) (b + 1){c+1)....

14. Dans la Russie pre-révolulionnaire vivait un Professeur d’université
nommeé RATCHINSKI. 11 quitta un jour cette fonction, et préféra devenir
maitre d'école dans un village. Son enseignement préféré était le calcul men-
tal. Un tableau de 1895 le représente parmi les tout-jeunes enfants de sa clas-
s¢ qui creusent leurs méninges en vue de calculer |

10 +11% 4122 +13% +14°
365 3

Le maitre avait-il dit, ou les enfants avaient-ils trouvé que 10+ 117+ 127
=137+ 1429

Tout le monde avaitl dd voir que 100 + 121 + 144 = 365, et {inalement
trouver 2 au quotient €tait un... jeu d’enfant.

Les éleves de RATCHINSKI é&taient trop jeunes pour vouloir générali-
ser, en recherchant 7 nombres consécutifs dont la somme des carrés soit égale
a la somme des (n — 1) carrés suivants, comme (10,11,12) et (13,14) ci-des-
sus, ou comme les omes célébres (3.4.5) ! Mais aussi (21.22,23,24), (25.26,27)
ou encore (36,37,38,39,40), (41,4243)... etc. Il y en a une intinité d'od a été

Budletin APMEP n” 420 - lanvier-Février 1999
79



Bulletin de 'TAPMEP n°420 - Janv/Fev 1999

extraite la remarque sur les 1999 carrés conséeutifs équivalents aux 1998 sui-
vants. Lancez vos grands €léves 4 la découverte de la formule !

15. Cente propriété est une conséquence d'un théoreme d'ERDOS et
SURANYTI :
« Tout entier n peut s exprimer par # =+ 14224373 i,
STERPINSKT en donne une démonstration dans son livre « 230 problémes
de theorie €lémentaire des nombres » (p.159 dans I'édition de J, GABAY),

16. Longtemps avant notre ére, les mathématiciens s’inléresserent aux
« nombres ligorés » et a leurs nombreuses propriétés, notamment de récur-

rence, Volici un nombre trianguiaire dont la base est quatre ;
#*

-
ok

o

On le désigne par T, = 10. Il est banal, au lycée, de faire érablir :

+]
T, =—n(n+1),
y=gnln+1)

Bien entendu, on construira aussi des nombres carrés, des nombres pen-
tagonuaux... Les €léves s’y intéressent, et les plus motivés admireront le lien
entre les nombres figurés et le iriangle arithmétique de PASCAL.

17, Libre & vous de calculer ce quotient, qui s'éerit avec plus de 5700
chiffres. Le petit théoreme de FERMAT nous dit : « Si p est premier, alors
pour tout entier n, la différence #” — n est divisible par p. »

Une conséquence en est le théoréme de WILSON : « Si p est premier,
alors (p — 1)! + 1 est divisible par p, »

Avec p=1999, on obtient la merveille annoncée.

18. Cette astuce sur le produit 7 fois 9 reléve du canular, mais les éléves
auront a calculer la fraction confinue ¢t |'occasion est trop belle pour rappe-
ler la passionnante brochure A P.M.EP « Quadrature du cercle, fractions
conltinues et autres contes », de Michel SERFATI (n® 86).

19. Quant 4 cette intégrale, bien siir, ¢’est une vérité de La Palice. . sauf
pour ceux de nos potaches dont la calculette ne sait pas intégrer,
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