
Dans nos classes 
Liaison Troisième-Seconde 

Figures et Contraintes 
Marie LaHuati 

Ayanl  la chance ct' enseigner à  la fois en Collège et en Lycée,  nous obser­
vons chaque année les difficultés que rencontren t nos élèves lors de la transi­
tion Troisième-Seconde. 

Convaincue de la nécessité de respec ter les programmes, sans anticiper 
sur celui de l'année suivante, mai s aussi de l'importance d'u ne préparation 
des élèves aux exigences de travail et aux mathématiques de la classe de 
Seconde, nouS avons particulièrement travaillé , cette année, sur l'enseigne­
ment par « acti vités » , dans le but de faire acquérir à nos élèves de Troisième, 
un peu plus d ' autonomie, de méthodes de recherche et des idées dans l'an de 
se poser ( les bonnes ques tions » mathématiques.. ce que nous essayons 
tous de réaliser dans nos classes! 

Dans l'article gui suit, nous voulons montrer comment nous avons enri­
c hi , av ec un minimum de temp s et d ' imagin a t io n , des exerc ic es 
« class iques » de géométrie extraits de nos manuels scolaires pour les trans­
fonDer en activités. 

En rapprochant les exerci ces de constructi ons géométriques de ceux de 
calculs de grandeurs (longueurs, aires, angles, ... ), nous avon s voulu entraî­
ner nos élèves à travailler dans différents cadres (géométriques, numériques 
et graphiques) et nous espérons ainsi : 
- leur avoir fa it prendre conscience de la comp lémentarité de trois aspects de 
l 'activité mathématique en géom.étrie .' démo nstrations, constructions el cal­
cuLs de grandeurs, 
- leur avoir montré l'intérêt et l ' efficacité des nouveaux outils de calculs mis 
à leur disposition (trigonométrie, propriété de Thalès, .) mais aussi leurs 
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insuffisances  à  résoudre  tous  les  problèmes  de  caJculs  de  grandeurs  géomé- 
triques,  
­ les  avoir préparés, insensiblement,  aux  notions d' invariants et de lieux géo- 
métriques ,  
­ leur  avoir mieux  fait  comprendre que  le  tracé  matériel  d'une figure mathé- 
matique  ne  représente jamais  que  la  réalisation  approximative  de  la  figure  
théorique et conceptuelle.  

Construire une figure mathématique, c'est imaginer une succession d ' opé-
raüons théoriques qui  permettent, avec les seuls instruments aUlorisés, de réa-
liser  ensuite  un  tracé  matériel.  Chaque  étape  théorique  doit  être justifiée el 
l'élève travaille  alors dans  le monde mathématique. Le  tracé de  la figure, lui , 
est  exécuté  dans  le  monde matériel et  approxime  la  figure  théorique.  De  ce 
fait , lOute mesure effectuée sur  le tracé d ' une figure est approchée et seuls  les 
démonstrations et les  calculs mathématiques pennettent de donner  les  valeurs 
exactes des  grandeurs  de  la  figure  théorique.  Bien  entendu , les  mesures  du 
tracé  de  la  figure  sont  des  approximations  des  valeurs  exactes  et  servent  de 
contrôle aux calculs des grandeurs mathématiques . 

Les  trois  exercices  que  nous  présentons  ont  été  testés  dans  nos  classes. 
Les  réponses  proposées sont  celles de nos  élèves qui , par  leurs  interventions, 
ont souvent infléchi et enrichi  le déroulement prévu de  J'activité. 

Exercice 1 (Pythagore 3ème)  D 3 em  A 
Énoncé de l'exercice : 
Les données sont indiquées sur la "0." 

0
figure. Calculer AC et BC 
(Pour  rendre  cet  exercice plus  facile , on  Sem 
peut  commencer  par demander  de  mon­

C L--____----'"trer que -ACE = OAD- ). B 
L'exercice dema nde,  par exemple, 

d ' utili ser  l' égalité  des  angles  alternes­internes  formés  par  deux  parallèles, 
puis d 'écrire que deux  angles  aigus égaux ont des  sinus égaux.  Le  théorème 
de Pythagore pennet alors  de calculer Be. 

Transformons  maintenant  cet  exercice en  un  exercice  de  construction . 
Deux questions se  posent à  l'enseignanl : 
10  Est­il possible de réaliser cette figure ? 
2° Les  données  à respecter mènent­elJes à  une  unique  figure,  à  une  isométrie 
près ? 

Autrement  dit,  le  nombre  de contraintes  imposées  à  la  figure  (les  hypo­
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thèses)  fige­t­il  la  figure  ? Les  répon ses  dema ndées  aux  élèves  sont­elles 
uniques? 

On peUl remarquer que celle unicité des réponses est sous-entendue dans 
chacun des exercices de géométrie où l'élève doit calculer des grandeurs 
(longueurs, aires ou angles). L'auteur de l'exercice choisit, en général, le 
nombre de contraintes exactes pour fiser la fig ure. 

Il  est  possib le  d' utili ser  la  configu rati on  de  cet  exercice  pour 
~( l'enrichi r » en  proposan t d 'abord  aux élèves de construi re 1 cette figure avec 
la  règle graduée, l' équerre (pour gagner du  temps) et le  compas. 

Un élève de  Troisième sait  commencer la construction: D, A, [AB] et  la 
droite (Be). 

La  deuxième  phase  de  la  consfruclion  est aussi  assez  simple  pour  tes 
élèves: elle  nécessite de  savoir 
que  t' ensembl e  des  sommel.s 
des  trjangles  AOD rectangles 
en  0  est  le  cercle  de  diamètre 
[AD ), ce qui  rev ient  à  savoir 
construire  les  tangentes  issues 
du  point  A  au  ce rcle  de  di a­
mètre  [AD ). Le  cerc le  de  dia-
mètre  (AD)  e t  le  ce rcl e  de 
centre  D et de  rayon  2 cm  ont  C~ ..L_ ---- --" -;B '- ---- ---" -;"C'  

deux  points  d' intersection  0  et  
0'. La figure donnée mon tre que 0 e  [AC],  les élèves excluent donc nature l­ 
Jernenl 0' el donc C'.  

La figure mathématique est réaJisable, elle est unique et, dans cet exerci­
ce, toute s les grandeurs sont calcu.lables : angles, longueurs et aires. On peul 
donc, dans un deuxième  temps. demander, en  panicul ier,  les calculs de AC et 
deBC. 

Si on  enlève  la  contrainte 0  E [AC],  alors  il  existe deux dispositions  dif-
férentes  de  la  fi gure  qui  vérifient  les  conditions , mais  les  triangles  ABC et 
ABC' d' une part. AOD et AO'O d 'autre part sont  isométriques. 

1 Classiquemem, une constructÎon s'effectue à la  règ le et  au  compas, mais,  dans cette 
classe de Troisième,  la const ructiou  de  la  perpendiculaire  à une droite passant par un 
point  étanl  acquise,  nous  avons  souven t  autori sé  l'usage de  J' équerre  pour que  la 
construction  sail  plus  rapide  à effectuer et  à justifier.  Par aiJleurs,  l ' utili sation  de  la 
règle  graduée  pour  réaliser  les  tracés  est  indispensable et  ue  consütue  qu' une  petite 
entorse aux conditions habituelles de constructions, puisque dans ces exercices  toutes 

les longueurs données sont des nombres « constnlctibles » puisque rationnels. 

Bu lletin APMEP nO 420 ­ Janvier·Février 1999 

17 

Bulletin de l'APMEP n°420 - Janv/Fev 1999



Conclusion.  En  demandant  d 'effectuer  la  construction  (justifications  et 
tracé) d'une figure mathématique,  l'enseignant  : 
­ obJi ge  les élèves à an aly ser la figure, 
­ s' aperçoit que, po ur  rédiger cet exercice, sans donner un  tracé de  la figure,  il 
ne  faudrail  pas  oublier  de  donner  la  con tr ainte  0  E [AC)  pour  que  tous  les 
élèves réalisent  le même  tracé, 
­ peul  utiliser  l'unicité  de  la  fi gure  théorique  pour  aider  les  élèves  à  entrer 
dans  le  monde  de  l'abstraction  mathématique  il  n'existe  qu 'une réponse 
exacte  à  chaque  grandeur  calculée sur  la  figure  mathématique  (même  si  les 
méthodes  sont  souvent  multiples),  alors  que  les  mesures effec tuées  sur  les 
tracés  peu vent  être  différe ntes puisq u' elles  ne  SOnt  que  des  réali satio ns 
appro xi matives des  valeurs exactes de la figure mathématique. 

Exercice 2 (Brevet.  Bordeaux  199 1) 
Enoncé de l'exercice: 
On dO/me la figu re ci-contre. On ne deman - A 

de pas de la reproduire . 
1° Montrer que (MN)//(BC). 
2° Calculer MN 

Cet exercice,  décliné avec d ' autres  valeurs  numériques,  est un  grand  clas­
sique de la classe de Troisième; Jes démonstra tions demandées utilisent à la 
foi s la réciproque de la propriété de Thalès el la propriété directe : 

2,4 2 MN 2 
-=- . pUl S -- = - donc MN= 1,32 

6 5 3,3 5 
Ni le parallélisme, ni la valeur de MN ne se prêt.ent à une bonne vérifica­

tion sur la figure . . 

Analysons maintenant cette figure sous )' angle de sa consLruction : 
Avec une règle graduée et un compas , la construction est réa li sable dès la 

cl asse de Cinquième. 
Les élèves peuvenrconstruire le tri angle ACB pu is placer N et M. 
La figure est constructi ble, elle es t unique : tous les élèves doivent trouver 

les mêmes réponses aux deux ques tions posées. Les don.néesfigent lafigure. 
Cependant, à leur niveau, les élèves ne peuvent calculer aucun des angles 

de la figure. 
Cet exercice peut donc être, pour les élèves , une approche du fait qu 'i ls 

savent réaliser la construction, mais qu' ils ne savent pas encore calculer les 
grandeurs non don nées de la fi gure. 

Comme souvent, la réali salion de la construction va précéder, dans les 
compétences des élèves, le calcu l des grandeurs. 
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La  présence  d 'angles  droits  est  souvent, en Troisième,  l'information  qui 
pennet d' effectuer  les calculs des  longueurs  des  côtés ou des angles d 'un  tri-
angle (propriété de Pythagore e t trigonométrie). 

cExercice 3 (Brevet.  Poitiers Juin  1990) 
Enoncé de l'exercice :  J 
Sur lajigure ci-contre, on sait que: 

AAl = S, lB = 7, JC = 9. 1, (IJ) Il (BC). 
Calculer AJ.  7 
(Indication possible: poser Al ;  x) . 8 

Cet  exerc ice  est  une  s ituati on  classique  d'utilisation  de  la  propriété  de 
Thalès. La résolution numérique donne x::< 6,5. 

Analyso ns maintenant ceue figure en nous posant trois questions . 
1. Cette tïgure eSl­elle constructible ? 
2. Est­elle  unique ? 
3. Tous les élèves doive nt­ils  trouver  la même réponse ponr Al ? 

Dans  un  exercice de Brevet,  il est  souhaitable de  pou voir  répondre affir-
mativement aux questions  1 et 3  ! 

Nous savons  bien (mais  les élèves  ne  le savent pas  !) que, dans cet exerci-
ce.  il existe une  infinit é de  figures  remplissant  les  contrain tes  imposées,  mais 
que,  pour  tou te  solution, on  aura  la  même valeur  de AJ  (en fait , en  utilisant 
par exemple des  homothéties, on  démontre que les points C sont  placés  sur  le 

cercle de  centre A et de rayon  1;  x 9,1  el.  les points J sur  le  cercle de cenne 

S
A et de rayon  ­ X 9. 1 ). 

7 
Avam  de  demander  aux  élèves  de  calculer  Al , nous  leur  avons  proposé 

d ' imaginer  une  construction  de  la  figure.  Ils  pouvaient  uri liser  la  règ le  gra-
duée et  le compas. 

Il  a  fallu  beaucoup  de  réfl e.xion  et  de  discussion  en  classe  pour  éliminer 
les constructions fau sses et obt.enir une réponse exacte. 

Voici  la proposition d'un e élève de Troisième: 
Pl acer A.  B et  L 
Consu'uire le cercle de centre  l et de  rayon 9,1.  
Prendre un  point  K sur ce  cercle.  
Tracer la parallèle à (IK) passant par A.   B 

Celte parallèle coupe (BK) en C. 

La  validité de  cette  construcrion  a été  discutée et les  élèves  ont  alors  pris 
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conscience que  la  figure  n'é tait  pas  figée  par  les données, mais qu ' il  lui  res· 
tait « un  peu » de liberté.  Il  est sûr que,  si  Je calcul  de  Al précède la construc· 
tion de  la figure,  la classe voit beaucoup  plus rapidement qu 'i l reste une li ber­
té à la figure. 

Nous avons alors cherché comment figer la figure. 

Les élèves ont proposé de fixer BAr ou AU ou IJ ou BC et nous avo ns 

essayé de cons truire la figure dans chacun de ces cas , sans ut.iliser la valeur 
deAJ. 

1° On donne -BAl ::= Q . La conslruc· c 
tian est réalisable: on place A, 1, B puis z 

la demi·droite [Az) [elle que -lA z ::= Q . A K y
a 

On trace la parallèle [ly) à [Az) en 1. K est 9,t 

le point de [Iy) tel que IK = 9, 1. On peut 
Balors telminer la co nstruc tion . 

2° On donne AU =b. On justifie que.Ai3C =b. La construction est 

réalisable. On place A, l, B et [Bx) te lle 

xque .AB:;" -= b. On con struit le triangle 
9, 1 

IBK K é tant le point d' intersection de 
b

[Bx) avec le cercle de cen tre 1 et de rayon 
9,1. Le rayon 9,1 est plu s grand que IJ , B 

donc, quelle que soit la valeur de b, le 
poi nt K existe el est unique .. . II est alors facile de tenniner la construction en 
traça nt par A la parallèl e à (lK) qui coupe (BK) en C. J est alors à 

l ' intersection de (AC) et de la parallèle à (BC) passant par 1. 
Dans ces deux cas, la donnée d ' un angle a permis de fixer une demi-droi ­

Le, ce qui a rendu la construction possible. 
3° On donne IJ oU BC. Nos élèves n'ont pas pu réaliser la construction . 

Les élèves apprennent ainsi qu ' il est parfois nécessaire d 'avoir recours aux 
calculs pour constru ire une figure, même si on sait que les hypothèses figent 
la figure. Ici, c ' est le calcul de A l , par exemple, qui va permettre de réaliser 
la construction. 

Nous avons teImîné ceHe activité en résumant ce qu'il était possible de 
démontrer sur taules les figures solutions : 
10 AJ = 6,5. 
2° Si on pose BC == y el IJ = x, alors y = 2,4 X . . . et cette ac tivité débouche sur 
une application linéaire. 
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Dans  une classe  de  Seconde,  il  est possible de prolonger cette acti vi té en 
utilisant  la  notion  d: homothétie.  On  suppose  placés  les  points  A,  ]  ct  B.  Le 
point  K se  déplace  sur  le  cercle  de  centre]  et.  de  rayon  9,]  (mais  son  lieu 
n'est pas  ce  cercle  entier  puisqu 'i l  faut  éhminer  les  deux cas  où  A, B  et  K 
seraient  alignés).  Or,  l'homothétie de centre B et de  rapport  12/7  transforme 
Ken C .. . d ' où  le  lieu de C.  Mais l'homothétie de centre A et de rappo"  5/12 
transfonne C en  J ... d'où  le  lieu de J. On  pourrai t même  trouver la  tran sfor~ 
mation qui  transforme K en J directement. . 

Pour  terminer  l' analyse  de  ce t  exercice ,  B 
nous vous proposons  une variante de cette acti­
vité, in téressante en Troisième el en Seconde. A  

A" donn e (U) Il (BC), AI = 5. AJ = 6,5 et  
BC= 8. 

Peut-on construire cette figu re? y-a-I-il 
cplusieurs solutions ? 

La première construction ex:acte qui a été proposée en classe de Troisième 
est la suivante: on choisit IJ ;;;;: 4 et alors (lJ) est une droite des milieux du tri­
angle ABC, ce qu i permet de terminer une construction remplissant les condi­
tions. (Les élèves Ont beaucoup de bonnes idées !). 

Nous travaillon s alors à la recherche 
d'aut res solutions ... Il apparaît donc qu'il y 
a trois longueurs non données dans cet exer­
cice : Il ;;;;: y, AB ;;;;: x ct AC :;: z, mais que la A 
connaissance de l'une d 'entre elles conduil 
à la connaissance des deux aut.res. nous 
arrivons à l'idée de fonction : c 

40 52 
z = 1,3 x; Y = - ; y = -

x Z 

el nous disposons ainsi d 'une droite et de deux hyperboles . 
Si nous imposons à une fi gure trop de contrai mes ou des contraintes 

contradicloires, elle devienl irréalisable. La plupart des exercices de géomé­
tri e proposés aux élèves comporte un nombre de contraintes qui permet 
d 'avoir une réponse unique aux calculs de grandeurs demandés. On peut 
cependant proposer aussi des exercices où il reste un degré de liberté à  la 
figure. Cette idée nous semble tout-à-fait. accessible aux élèves de Troisième. 
Lorsqu'une propriété reste vraie dans l'ensemble des figures libres obtenues, 
~lIe prend alors le statut d 'i nvariant de cel ensemble de figures. La position 
du centre de gravité sur chaque médiane est un exemple de propriété inva-
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riante dans  tOut  triangle,  totalement  libre.  La position du  centre du  cercle cir­
conscrit es t une propriété des trjangles rectangles, qui ne sont plus des tri­
angles complètement libres. 

Conclusion 
Les exercJces que nous avons présentés ne sont ni exceptionnels ni exem­

plaires. Au contraire, nous les avons choisis sa ns rechercher l'originalité, 
pour montrer qu'il était possible d'entreprendre ce [ravail à partir de n' impor­
te quel exercice de géométrie comportant des questions de calculs de gran ­
deurs. 

Dans cet article, nous avons essayé de défendre plusieurs idées, qui, rai­
sonnablement distillées aux élèves de Troisième, pourraient participer à une 
bonn e préparation de nos élèves de Troisième à la géométrie du lycée , à 
savoir: 
IOLe choix du nombre correct de contraintes est essentiel pour fixer une 
figure . 

Les notions d ' existence. d ' unici té ou d ' uni versalité sont fondamentales en 
mathématiques. Nous pouvons fac ilement les dégager d ' ac ti vi tés géomé­
triques de constructions el de calculs. 
3° Lorsqu 'une figure est fixée, on devrait, théoriquement, pouvoir en calculer 
toutes les grandeurs. Cependant, dans l' organisation des programmes du col­
lège, il arrive souvent que les élèves sachent réaliser une con struction sans 
pos:;;éder les techniques pour calculer les grandeurs. La trigon omét.rie en Troi­
sième ou la propriété de Thalès apparaissent alors comme de bons outil s pour 
avancer dans les possibilirés de calculs de graudeurs. 
4° Lorsqu ' une fi g ure est fi xée, o n devrait , théoriqueme nt. pouvo ir la 
construire, mais ce n'esl pas toujours le cas el le recours à des ca lculs préli ­
minaires peul s' avérer indispensable. 
5° Lorsqu'on enlève une contrain te à une fIgure fixée , on lui rend un degré de 
liberté. On crée alors une famille de figures, ce qui amène naturellement à des 
études d ' invariants, de lieux géométriques el de fonctions. 
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