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Dans nos classes
Liaison Troisieme-Seconde

Figures et Contraintes
Marie Lattuati

Ayent la chance d'enseigner a la fois en Collége et en Lycée, nous obser-
vons chague année les difficultés que rencontrent nos éléves lors de la transi-
tion Trossieme-Seconde,

Convaincue de la néeessité de respecter les programmes, sans anticiper
sur celui de Vannée suivante, mais aussi de 'importance d'une préparation
des éléves aux exigences de travail et aux mathématiques de la classe de
Secounde, nous avons particuligrement travaillé, cette année, sur ['enseigne-
ment par « activités », dans le but de faire acquérir a nos éleéves de Troisigme,
un peu plus d*autonomie, de méthodes de recherche et des idées dans |'art de
se poser « les bonnes questions » mathématiques... ce que nous essayons
tous de réaliser dans nos classes |

Dans larticle qui suit, nous voulons montrer comment nous avons enri-
chi, avec un mintmum de temps ¢t d'imagination, des exercices
« classiques » de géométrie extrails de nos manuels scolaires pour les trans-
former en activités.

En rapprochant les exercices de constructions géométriques de ceux de
caleuls de grandeurs (longueurs, aires, angles, ...), nous avons voulu entrai-
ner nos €leéves a travailler dans différents cadres (géométriques, numériques
el graphiques) et nous espérons ainsi ;

leur avolr fait prendre conscience de la complémentarité de rrois aspects de
l'acnivité mathématique en géomérrie : démpnsirations, constructions ef cal-
culs de grandeurs,
- leur avorr montré |'intérét et 'efficacité des nouveaux outils de calculs mis
a leur disposition (lrigonométrie, propriété de Thalés, ...) mais auss) leurs
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insuffisances a résoudre tous les problémes de calculs de grandeurs géomé-
trigues,

- les avoir préparés. insensiblement, aux notions d'invariants et de lieux géo-
metriques,

- leur avoir mieux fait comprendre gque le acé matériel d'une figure mathé-
matique ne représente jamais que la réalisation approximative de la figure
théorique et conceptuelle.

Construire une figure mathématique, ¢'est imaginer une succession d’opé-
rations théorigues gui permettent. avec les seuls instruments autorisés, de réa-
liser ensuite un tracé matériel. Chaque étape théarique doit Etre justifiée et
I'éleve travaille alors dans le monde mathématigre. Le tracé de la figure, lui,
est exécuté dans le monde matériel et approxime la figure théorique. De ce
fait, toute mesure effectuee sur le tracé d'une figure est approchée et seuls les
démanstrations et les calculs marhématiques permettent de donner les valeurs
exactes des grandeurs de la figure théorique. Bien entendu, les mesures du
tracé de la figure sont des approximations des valeurs exactes et servent de
contrdle aux calculs des grandeurs mathématigues.

Les trois exercices que nous présentons ont été testés dans nos classes.
Les réponses proposées sont celles de nos €léves qui, par leurs interventions,
onl souvent infléchi et enrichi le déroulement prévu de 1'activité.

Exercice 1 (Pythagore 3&¢me) B 3% K

Enoncé de I'exercice :

Les données sont indiguées sur la
figure. Calculer AC et BC.
(Pour rendre cet exercice plus facile, on
peul commencer par demander de mon-

—— —
trer que ACB = QAD).

L'exercice demande, par exemple,
d'utiliser I"égalité des angles alternes-internes formés par deux paralléles,
puis d'écrire que deux angles aigus égaux ont des sinus égaux. Le théoreme
de Pythagore permet alors de calculer BC.

Transformons maintenant cel exercice en un exercice de construction.
Deux guestions se posent a I'enseignant :

1% Est-il possible de réaliser cette figure ?
2° Les données a respecter ménent-elles & une unique figure, & une isométrie
prés ?

Autrement dit, le nombre de contraintes imposées a la figure (les hypo-

£
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theéses) fige-t-il la figure ? Les réponses demandées aux éleves sont-elles
unigques ?

On peut remarquer gue ceite unicté des réponses est sous-entendue dans
chacun des exercices de geomérrie on {'éléve doit caleuler des grandeurs
(longueurs, aires ou angles). L'auteur de exercice choisit, en général, le
nombre de contraintes exactes pour figer la figure.

1! est possible d'utiliser la configuration de cet exercice pour
« 'enrichir » en proposant d’abord aux éléves de construire! cette figure avee
la régle graduée, |'équerre (pour gagner du temps) et le compas.

Un €leve de Troisigme sail commencer la construction ; D, A, [AB] et la
droite (BC).

La deuxieme phase de la construction est aussi assez simple pour les
¢leves ; elle necessite de savoir o
que 'ensemble des sommels
des triangles AOD rectangles
en O est le cercle de diamétre
[AID]. ce gui revient & savoir
construire les tangentes 1ssues
du point A au cercle de dia-
métre [AD]. Le cercle de dia-
metre [AD] et le cercle de

2K
centre D et de rayon 2 cm ont & B fad
deux points d'intersection O et
0" La figure donnée montre que O & [AC], les éléves excluent donc naturel-
lement O et done C°.

La figure mathématigue est réalisable, elle est unique ei, dans cet exerci-
ce, routes les grandewrs sont calcilables : angles, longueurs er aires. On peut
done, dans un deuxi2gme lemps. demander, en particulier, les calculs de AC et
de BC.

St on enléve la contrainte O e [AC], alors 1l existe deux dispositions dif-

férentes de la figure qui vérifient les conditions, mais les iriangles ABC et
ABC d'une part. AOD et AOQ’D d'autre part sont isométriques.
! Classiquement, une construction s'effectue & la regle et au compas, mais, dans cette
classe de Trowsieme, la constructioun de la perpendiculaire & une droite passant par un
point étanl acquise, nous avons souvent autorisé 'usage de I'équerre pour que la
construction soit plus rapide a effectuer et a justifier. Par ailleurs, I'utilisaton de la
regle gradude pour réaliser les iracés est indispensable et ue constitue qu'une petite
enlorse aux conditions habinielles de constructions, puwisque dans ces exercices toules
les Jongueurs données sont des nombres « constructibles » puisque rationnels,
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Conclusion. En demandant d'effectuer la construction (justificaiions et
tracé) d'une figure mathématique. 1'enseignant :
- oblige les éleves a analyser la figure,
- s'apergoit que, pour rédiger cet exercice, sans donner un tracé de la figure, il
ne faudrail pas oublier de donner la contrainte O € [AC] pour gue tous les
gléves réahisent le méme tracé,
- peut utiliser U'unicité€ de la figure théorique pour aider les éléves 4 entrer
dans le monde de I'abstraction mathématique : il n'existe qu'une réponse
exacle a chaque grandeur calcuiée sur la figure mathématique (méme si les
méthodes sont souvent multiples), alors que les mesures effectuées sur les
tracés peuvent étre différentes puisqu’elles ne sont que des réalisations
approximatives des valeurs exactes de la figure mathématque. ..

Exercice 2 (Brevet, Bordeaux 1991)

Enoncé de I'exercice :

On donne la figure ci-contre. On ne deman-
de pas de la reproduire.

1% Montrer que (MN)} /7 (BC).
2° Calculer MN.

Cet exercice, déclingé avec d'autres valeurs numeriques, est un grand clas-
sique de la classe de Troisieme : les démonstrations demandées utilisent a la
fois la réciprogue de la proprié¢ié de Thales et la propriété directe

ﬁ:._,pujs el -—'%,donc MN =1 3Z.
& 5 33 5

Ni le parallélisme, ni la valeur de MN ne se prétent 2 une bonne vérifica-

tion sur la figure ..

Analysons maintenant cette figure sous I'angle de sa construction :

Avec une regie graduée el un compas, la construction est réalisable dés la
classe de Cinguigme.

Les éléves peuvenr construire le wiangle ACB puis placer N et M.

La figure est constructible, elle est unique : tous les éléves doivent rouver
les mé&mes réponses aux deux questions posées. Les données figent la figure.

Cependant, & leur niveau, les éleves ne peuvent calculer aucun des angles
de la figure.

Cet exercice peut donc Etre, pour les éleves, une approche du fait qu’ils
savent réaliser la construction, mais qu'ils ne savent pas encore calculer les
grandeurs non données de la figure,

Comme souvent, la réalisation de la construction va précéder, dans les
compétences des éleves, le calcul des grandeurs.
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La présence d'angles droits est souvent, en Troisiéme, |'information qui
permet d'effectuer les calculs des longueurs des cdtés ou des angles d'un tri-
angle (propriété de Pythagore el trigonométrie),

Exercice 3 (Brevet. Poitiers Juin 1990)

Enoncé de 'exercice : J

Surla figure ci-conire, on sai gue |
Al=51B=71C=9.1,(0)/ (BO). A
Calculer Al S 5
(Indication possible ; poser Al = x). B

Cet exercice esl une situation classique d atilisation de la propniété de
Thalgs. La résolution numeérique donne x = 6,5

Analysons maintenant cette figure en nous posant (1015 questions.

1. Cette figure est-elle consfructble 7
2. Est-elle unigue ?
3. Tous les ¢leves dolvent-ils trouver la méme réponse ponr AJ 7

Dans un exercice de Brevet, 1l est souhaitable de pouvoir répondre affir-
mativement aux questions | et 3 !

Nous savons bien {mais les éleves ne le savent pas !) que, dans cet exerci-
ce, 1] existe une infimté de figures remplhissant les contraintes imposées, mais
que, pour toute solution, on aura la méme valeur de AJ (en fail, en utilisant
par exemple des homothéties, on démontre que les points C sont placés sur le

Q4

%
cercle de centre A et de rayon ]—_?'-'—x 9,1 et les points T sur le cercle de cenue

A et de rayon 3 ®9,]1)
7

Avani de demander aux €leves de calculer AJ, nous leur avons proposé
d’imaginer une construction de la figure. Ils pouvaient unliser la régle gra-
duée et le compas.

Il a fallu beaucoup de réllexion et de discussion en classe pour éliminer
les constructions fausses et obtenir une réponse exacte.

Vaoici la proposition d'une éleve de Troisieme

Placer A, B et L, ,./'\

Construire Je cercle de centre | et de rayon 9.1, /

; A £
Prendre un point K sur ¢e cercle, A= i
Tracer la parallgle & (1K) passant par A. \V % ’ B/f
Celte paralléle coupe (BK) en C, \_/

La validité de cette construcrion a é1é disculée et les éléves ont alors pris
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conscience que la figure n'étail pas figée par les données, mais qu’il lui res-
tait « un peu » de liberté. 1l est sar que. si le calcul de AT précede la construe-
tion de la figure, la classe vott beaucoup plus rapidement qu'il reste une liber-
té 4 la figure.

Nous avons alors cherché comment figer la figare,

lisr = — ——

Les éleves ont proposé de fixer BAJ ou AIJl ou Il ou BC et nous avons
essayé de construire la figure dans chacan de ces cas, sans utiliser la valeur
de Al

——
[ On donne BAJ] = a. La construc-

tion est réalisable : on place A, I, B pus

la demi-droite [Az) telle que m = a.
On trace la parallele [Ty) a4 [Az) en 1. K est
le point de {ly) tel que IK = 9,1, On peut
alors terminer a construction,

2° On donne ALl = b. On justific que ABC = b, La construction est
réalisable, On place A, 1, B et [Bx) telle

——

que ABx = b. On construit le triangle
IBK : K étant le point d'intersection de
[Bx) avee le cercle de centre 1 et de rayon
9.1. Le rayon 9.1 est plus grand que 1),
donc, quelle que soit la valeur de &, le
point K existe et est unique... Il est alors facile de terminer la construction en
tracanl par A la parallele a (IK) gui coupe (BK) en C. I est alors a
I'intersection de (AC) et de la parallele a (BC) passant par .

Dans ces deux cas, la donnée d'un angle a permis de fixer une demi-droi-
Le, ce qui a rendu la construction possible,

3° On donne IJ on BC. Nos éléves n'ant pas pu réaliser la construction,
Les ¢leves apprennent ainsi qu'il est parfois nécessaire d'avoir recours aux
calculs pour construire une figure, méme si on sait que les hypothéses figent
la figure. Tci, ¢’est [e calcul de A, par exemple, qui va permetire de réaliser
la construction.

Nous avons terminé cette activité en résumant ce qu'il éait possible de
démontrer sur toutes les figures solutions ;
1 Al =6,5,
2% Sion pose BC=yet U =x, alors y = 24 x... el cette activité débouche sur
une application lincaire.
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Dans une classe de Seconde, il est possible de prolonger cette activité en
utilisant la notion d'homothétie. On suppose placés les points A, Tet B. Le
point K se déplace sur le cercle de centre I et de rayvon 9.1 (mais son licu
n'est pas ce cercle entier puisqu’il faur €liminer les deux cas ou A, B e1 K
seraient alignés), Or, I"homothétie de centre B et de rapport 12/7 transforme
KenC... d'oile licu de C. Mais I'homothétie de centre A et de rapport 5/12
transforme Cen J... d'ou le lieu de J. On powrait méme trouver la transfor-
mation qui transforme K en J directement...

Pour lerminer ['analyse de cel exercice,
nous vous proposons une variante de cette acti-
vité. intéressante en Troisieme et en Seconde.

On donne (11) /1 (BC), Al =5, AT=6,5 et
BE=%

Peur-on construire cette figure ? y-a-t-il
plusieuvrs solutions ? c

La premiére construction exacte qui a €1€ proposée en classe de Troisigme
esl 1a suivante : on choisit IT = 4 et alors (17) est une droite des milieux du tri-
angle ABC, ce qui permet de terminer une construction remplissant les condi-
tions. (Les éléves ont beaucoup de bonnes idées ).

Nous travaillons alors 4 la recherche B AB=x
d’autres solutions. ., 1) apparait donc qu'il y AC =z
a trois langueurs non données dans cet exer 2 U=y
cice: U=y AB = x et AC =z, mais que la
connaissance de 1'une d’entre elles conduit
4 la connaissance des deux autres... nous

arrivons a I'idée de fonetion : C
40 52

g=13x; p=—n y=—o
% z

et nous disposons ainsi d'une dreite et de deux hyperboles. ..

Si nous imposons 4 une figure wop de contraintes ou des contraintes
contradictoires, elle devient nréalisable. La plupart des exercices de géomé-
trie proposés aux éléves comporte un nombre de contraintes qui permet
d'avoir une réponse unique aux calculs de grandeurs demandés, On peut
cependant proposer aussi des exercices ol il reste un degré de liberté & la
tfigure. Celte idée nous semble tout-a-fait accessible aux éléves de Troisigine.
Lorsqu'une propriété reste vraie dans |'ensemble des figures libres obtenues,
glle prend alors le statut d’invariant de cet ensemble de [igures. La position
du centre de gravité sur chaque médiane est un exemple de propriété inva-

Bulletin APMEP n® 420 - lanvier-Février 1999
21



Bulletin de 'TAPMEP n°420 - Janv/Fev 1999

riante dans tout triangle, totalement libre. La position du centre du cercle cir-
conscrit esl une propriété des triangles rectangles, qui ne sont plus des tri-
angles complétement libres. ..

Conclusion

Les exercices que nous avons présentés ne sont ni exceptionnels ni exem-
plaires. Au contraire, nous les avons choisis sans rechercher 1'originalité,
pour montrer qu'il erait possible d’entreprendre ce travail a partir de n'impor-
te quel exercice de géomélrie comportant des questions de calculs de gran-
deurs.

Dans cet article, nous avons essayé de défendre plusieurs idées, qui, rai-
sonnablement distillées aux éleves de Troisieme, pourraient participer a une
honne préparation de nos éleves de Troisiéme a la géométrie du lycée, a
Savolr
1“ Le choix du nombre correct de contraintes est essentiel pour fixer une
figure.

27 Les notions d’existence. d unicité ou d'universalité sont fondamentales en
mathématiques. Nous pouvons facilement les dégager d’aclivirés géomé-
triques de constructions el de calculs.

3% Lorsqu'une figure est fixde, on devrait, théoriquement, pouvoir en calculer
toutes les grandeurs. Cependant, dans 1'organisation des programmes du col-
lege, il arrive souvent que Jes €leves sachent réaliser une construction sans
posséder les techniques pour calculer les grandeurs. La trigonométrie en Troi-
sieme ou la propriéié de Thaleés apparaissent alors comme de bons outils pour
avancer dans les possibilités de calculs de graudeurs.

4® Lorsqu'une figure est fixée, on devrail, théoriquement, pouvoir la
construire, mais ce n’est pas toujours le cas et le recours a des calculs préli-
minaires peul s'avérer indispensable,

5% Lorsqu’on enléve une contrainte & une figure fixée, on lui rend un degré de
hberté. On crée alors une famille de figures, ce qui améne naturellement & des
ctudes d'invarjants, de heux géométriques et de fonctions,
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