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Etfudes

Les polynomes d’Ehrhart

Philippe CLAUSS

(suite du n° 418)

V.- Polynomes d’Ehrhart et Informatique Parallele

Nous nous intéressons plus particulierement au domaine de la parallélisa-
tion automatique de programmes séquentiels en informatique parallele. Son
objectif est de déterminer des méthodes efficaces permettant de détecter et
d’exploiter le parallélisme inhérent a une séquence d’opérations d’un pro-
gramme séquentiel «classique». Afin d’introduire 1’idée générale de ces
méthodes, prenons un exemple évident d’une suite d’additions :

X := A + B ;
Y := C + D ;
Z =X +Y ;

Sur un ordinateur possédant un seul processeur, 1’ordre de calcul sera
d’abord le calcul de X, puis le calcul de Y, et finalement le calcul de Z. Mais
pour accélérer le calcul, on peut remarquer que le calcul de Y peut s’effectuer
indépendamment du calcul de X. Par conséquent, sur un ordinateur possédant
au moins deux processeurs, X et Y peuvent étre calculés simultanément sur
deux processeurs différents. Par contre, le calcul de Z ne peut évidemment
pas s’effectuer avant ceux de X ou de Y. Par conséquent, Z doit étre calculé
apres X et Y sur n’importe quel processeur.

La parallélisation automatique possede son plus large champ d’applica-
tions dans les programmes séquentiels de types scientifiques : calculs numé-
riques, simulations physiques... Ces programmes, écrits le plus souvent dans
le langage de programmation Fortran, ont un parallélisme inhérent situé a 80
% dans des structures de contrdle appelées communément boucles. Ces
boucles permettent d’exprimer la répétition d’une suite d’opérations relative-
ment a une variation de valeurs d’indices. Elles peuvent étre schématisées de
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la maniere suivante :

Pour 1 de inf (i) a sup(i) faire
Pour j de inf(j) a sup(j) faire
operation 1 ;
operation 2 ;

Fin Pour
Fin Pour

Ainsi, I’indice de la boucle la plus interne, c’est a dire la plus proche de la
suite d’opérations est incrémenté de 1 apres 1’exécution de 1’operation n, puis
la suite d’opérations est ré-éxécutée. Sa valeur initiale est donnée par la valeur
de inf(..) et sa valeur maximum par sup(..). Dés que sa valeur maximum est
atteinte, la suite d’opérations est exécutée une derniere fois puis ’indice de la
boucle de niveau juste supérieur est incrémenté. Si sa valeur maximum n’est
pas atteinte, la boucle la plus interne est a nouveau exécutée pour toutes les
valeurs de son indice. Par exemple, un programme permettant d’afficher tous
les éléments d’une matrice A de taille N x N pourrait étre le suivant :

Pour 1 de 1 a N faire
Pour j de 1 a N faire
Afficher[A(i,])]
Fin Pour
Fin Pour

Un ensemble de structures de boucle de ce type, incluses les unes dans les
autres, est appelé communément un nid de boucles.

De plus, les bornes d’indices inf{(..) et sup(..) sont en général des fonctions
affines des indices des boucles de niveaux supérieurs, et les opérations por-
tent souvent sur des éléments de tableaux, ou de matrices, dont les indices
sont eux-mémes exprimés par des fonctions affines des indices de boucles.

Un exemple simple et bien connu est le produit matriciel. Tout mathéma-
ticien connait la formule ¢; = X", auby, exprimant le produit de deux matrices
carrées A et B de tailles N x N en une matrice C. Ce calcul peut étre program-
mé en un nid de boucles :

Pour 1 de 1 a N faire
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Pour j de 1 a N faire
Pour k de 1 a N faire
cli,j] := cli,j] + ali, k]l * blk,]]
Fin Pour
Fin Pour
Fin Pour

ou le calcul d’un élément c(i,j) est effectué en N pas par cumul dans c(i,j).

Nos méthodes de parallélisation automatique passent par une modélisa-
tion géométrique d’un tel nid de boucles. Chaque pas de calcul de tous les
éléments c(i,j) est représenté dans 1’espace par un point de coordonnées
entieres (7,7,k). Ainsi, le produit matriciel est représenté par un cube défini par
les bornes inférieures et supérieures de tous les indices de boucles i, j et k,
dans lequel seuls les points a coordonnées entieres sont significatifs : ce sont
les solutions entieres du systeme défini par :

1<i <N
1<j <N
1<%k <N

Dans ce cas, leur nombre, ou le polyndme d’Ehrhart du cube, est facile a
déterminer, mais permet de verifier la méthode : pe(n) = N°. Ce nombre nous
permet dans ce cas d’exprimer le nombre de calculs élémentaires effectués
par notre programme. Cette information est utile notamment pour évaluer le
temps d’exécution du programme, ou pour réaliser I’équilibrage de charge
entre les processeurs, c’est a dire allouer les calculs élémentaires en nombre
égal pour chaque processeur de I’ordinateur.

Voyons maintenant quelques applications particulieres des polynomes
d’Ehrhart a I’analyse et a la transformation de programmes paralleles.

Le parallélisme potentiel

La parallélisation d’un programme consiste non seulement en une alloca-
tion des calculs élémentaires a des processeurs mais également en un ordon-
nancement dans le temps de ces calculs. Une méthode aujourd’hui bien
connue définit une fonction linéaire d’allocation des calculs de la forme :

AN

alloc: X — D.X

ou X est un point a coordonnées entieres associé a un calcul, et D est une
matrice de taille (n-1) x n. Cette fonction revient a projeter le polyedre
convexe défini par les points de calculs, que ’on appelle le domaine de
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calcul, selon un vecteur 7. La matrice D est donc telle que la matrice
(%)
définit une base de Z". Ainsi, alloc(X) nous donne les coordonnées du proces-
seur effectuant le calcul X.
L’ordonnancement temporel des calculs s’exprime également par une
fonction linéaire, exprimant une modélisation discrete du temps, et considé-

rant que tous les calculs élémentaires prennent une méme durée, c’est a dire
1:

VAR SVA

pas: X = T.X+c

Les vecteurs 7 et P doivent vérifier la relation 7 - 7 # 0, exprimant que
deux calculs X et Y de mémes instants de calculs, c’est a dire tels que
pas(X) = pas(Y), ne peuvent pas étre effectués par le méme processeur. De
plus, lorsque le calcul d’un élément utilise un autre élément calculé par le
programme, ce calcul ne peut se faire qu’apres le calcul de 1’élément utilisé.
On parle alors de dépendances entre les calculs, modélisées par des vecteurs
de dépendances @ entre les points entiers du domaine de calcul. Le respect de
ces dépendances est réalisé si et seulement si d.7>0 pour tous vecteurs d

Pour notre exemple du produit matriciel, un ordonnancement temporel et
une allocation valides sont définis respectivement par pas(i,jk) =i +j+ k-2
et alloc(i.j,k) = (i,j). Ces choix correspondent a un programme parallele pou-
vant étre représenté par un réseau carré de taille N x N de processeurs inter-
connectés et d’exécution rythmée par une horloge globale, ot chaque proces-
seur de coordonnées (i,j) est dédié au calcul d’un élément c¢; de la matrice C.
De plus, les connections entre les processeurs servent a la circulation des élé-
ments des matrices A et B dans un ordre et une direction bien définis, corres-
pondant aux besoins en données de chaque processeur pour son calcul. Un tel
réseau est représenté ci-dessous pour N = 4.

Les calculs simultanés d’un instant donné #, tels que pas(X) = o, sont par
conséquent définis géométriquement par les points entiers appartenant a 1’in-
tersection entre un hyperplan orthogonal au vecteur 7et le domaine de calcul.
Leur nombre définit le nombre de calculs simultanés a I’instant z, ou parallé-
lisme potentiel a fo.

Pour notre exemple du produit matriciel avec pas(i,j,k) =i + j + k - 2, ces
calculs simultanés a 7o sont définis par :
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B
Yy Yy Yy Y
™ Cii C124> Ci13 Ci4
Yy y vy Y
> C21 > Cc2 > C23 > C24

9
Al Yy v vy v
— C31 C32 C33 C34
Y Y Y Y

L C41 6‘424> C13 C44

1 £i £N

1 <j <N

1 <k £N

i+j+k-2=t

Le nombre de points entiers du polytope paramétrique Pw, ainsi défini
correspond donc au parallélisme potentiel de I’instant #. Le calcul du polynd-
me d’Ehrhart de Pw,, donne le résultat suivant :
fo

. 1 1
Sil1<H<N, pe(N,to)=7l02+7

SiIN<n<2N-1, pe(N,to)=-%1\p-t02+3Nto-tu

. 1 1
SIN-1S0S3N-2, pe(N,#)=- 5 N+ 5 12-3Nn- 5 N+ 5 o

Il est intéressant de maximiser ces polynomes, afin d’obtenir le nombre
maximum symbolique de calculs simultanés, maxpar(N), atteint lors de 1’exé-
cution du programme parallele. Cette information peut étre nécessaire pour
déterminer le nombre maximum de processeurs simultanément actifs, et donc
le nombre minimum de processeurs utiles a 1’exécution de ce programme.
Cette maximisation ne posant pas de probleme mathématique particulier,
nous en donnons juste le résultat final :

N(N+1)

SiN<7, maxpar(N)= 3
. 3 3 1
SiN>7, maxpar(N):TAp-jN+ T’O
Ces quantités peuvent étre comparées au nombre de processeurs, np,
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résultant de la fonction d’allocation alloc, afin de déterminer le taux d’utilisa-
tion du réseau de processeurs. Dans notre exemple, np est facile a déterminer
(np(N) = N*). Mais dans le cas plus général d’une fonction alloc quelconque,
la détermination de np nécessite 1’utilisation de la méthode présentée au para-
graphe 4.

maxpar(N)

np(N)
3/4 des processeurs au maximum sont utilisés simultanément pour N grand.

Pour I’exemple, le calcul du ratio nous informe qu’environ

La taille des mémoires caches

Nous utilisons ici I’extension des polyndémes d’Ehrhart aux projections
affines de polytopes décrite au paragraphe 4.
Considérons le programme suivant :

Pour 1 de 1 a 8 faire
Pour j de 1 a 5 faire
a(6i+9j-7) := a(6i+9j-7) + 5
Fin Pour
Fin Pour

Un objectif classique en analyse de programmes est de déterminer le
nombre de données différentes accédées lors de I’exécution. Ce nombre sert
notamment a évaluer la taille mémoire nécessaire au stockage des données
utiles au programme. Si celui-ci est exécuté sur un seul processeur d’une
machine parallele a mémoire distribuée, c’est-a-dire ot chaque processeur
possede une mémoire locale (ou cache), cette taille concernera uniquement la
mémoire de ce processeur.

Dans notre exemple, les données accédées sont des éléments d’un tableau
a une dimension a. Ces éléments sont référencés par une combinaison affine
des indices de boucle du programme, a(6i + 9j - 7). Déterminer le nombre de
données accédées par le programme revient a déterminer le nombre de
valeurs différentes de 67 + 9j - 7 atteintes pour 1 <i<8et 1 <j<5. Ce pro-
bleme revient donc a dénombrer les points entiers résultant de 1’application
de la projection affine définie par Proj_Aff(i,j) = 6i + 9j - 7, aux points entiers
du polytope défini par P = {(ij) € Z*1. 1 <i< 8,1 <j <5},

Ce probleme releve bien de la méthode du paragraphe 4. Le polytope
paramétré, caractérisant les points de P qui résultent en une méme valeur y =
6i 4+ 9j - 7, est défini par Py = {(ij) € Z* . 1 <i<8, 1 <j<5,y=6i+9j-7}.
On calcule les polyndmes d’Ehrhart de P.. Le résultat consiste en 3 domaines
adjacents Di, D: et D; de valeurs de y, chacun étant associé a un polyndme

d’Ehrhart pei(y), pex(y) et pes(y) :
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e Di={ye ZI8<y<d4},

pe) =10, 7,01y +10, -5, 0,0, > 00,2 L

75+ 0:0 50,0, -72.0.0. 5. 0.0, 5.0]
« Di={ye Z144<y<50},

rey)=1[0,3,0,0,2,0]

e Di={ye Z150<y<86]},

1 46 95 49 83 52 89
pexy) =0, - IR 0]y +10, 3,0,0, E’O’O’ ?,0,0, E’O’O’ ?,0,0, 13

Par exemple, I’élément de tableau a(41) est référencé 2 fois par le pro-
gramme : puisque 41 modulo 3 =2 (la 2° valeur du 1= coefficient périodique
est prise en compte) et 41 modulo 18 =5 (la 5¢ valeur du 2¢ coefficient pério-

dique est prise en compte), on obtient pei(41) = % i

0]

Les domaines de valeurs de y sont transformés en domaines disjoints :
Di={yeZ|8<y<44} D:={ye Z144<y<50}etD:;={ye Z150<y<
86}. Sur chaque domaine D, et pour tout polyndme pe.(y) extrait de peq(y), tel
qu’il n’est pas égal a zéro pour toute valeur de y, on définit un polytope pour
lequel les points entiers doivent étre dénombrés. On obtient les polytopes sui-
vants :

{8<y<44, ymodulo 18 =2}
{8 <y <44, y modulo 18 =5}
{8 <y <44, y modulo 18 = 8}

Diy (8 <y<44.y modulo 18 = 11}
{8 <y <44, ymodulo 18 = 14}
{8 <y <44, ymodulo 18 =17}
{44 <y <50, y modulo 6 =2}
D2 (44 <3 <50, y modulo 6 = 5)
{50 <y <86,y modulo 18 =2}
{50 <y <86, ymodulo 18 =5}
Dy {50 <y <86, ymodulo 18 =8}

{50 <y <86, ymodulo 18 =11}
{50 <y <86, ymodulo 18 = 14}
{50 <y <86,y modulo 18 =17}

L’application de la transformation décrite dans la proposition 4 donne les
polytopes suivants :
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(1<z<2)
[1<z<2)
[0<z<2) [(7<z<8)
Dy jo<z<1) DZ{ (7<2<7)
[0<z<1)
[0<z<1)
{3<z<4)
{3<z<4}
{3<z<4}
Dy 3<,<4y
[2<z<4)
[2<z<3)

Le dénombrement des points entiers de ces polytopes est facile et résulte
en2+2+34+2+2+240+1+2+2+2+2+3+2=27.

Pour tous les polyndmes pe.(y) non toujours nuls, on calcule leurs racines
afin de déterminer N.. Par exemple, on a les polyndmes pe.(y) suivants sur le
domaine D: : 1
Si'y modulo 18 =2, pexy) = 8-

9
. 1 5
Si y modulo 18 =5, pes(y) = 3713
. 1 5
Si y modulo 18 =8, pes(y) = 0t
D , 111
Siymodulo 18 =11,  peun(y) = %7 13

1 2
Siymodulo 18 =14,  peu(y) = {gv- 5

1 1
Siy modulo 18 =17, pen(y) = 1g¥+ 1g

Le calcul de leurs racines résulte en une seule racine valide 11. Pour les
autres domaines, on détermine une seule autre racine valide sur Ds qui est 83.
Par conséquent, I’on doit soustraire 2 au décompte précédent.

En conclusion, le nombre de données différentes accédées par le program-
me, ou la taille mémoire nécessaire au programme, est de 25.

VI.- Conclusion

Les extensions et applications des polyndmes d’Ehrhart nous ont amenés
a des publications dans des conférences et revues d’audience internationales
spécialisées en informatique [1, 2, 3, 4], et bien d’autres sont a prévoir. Ces
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résultats sont aujourd’hui reconnus et utilisés dans d’autres travaux [14, 15,
18, 16]. Beaucoup d’autres utilisations auraient pu étre présentées ici, et peu-
vent étre espérées moyennant une modélisation opportune des problemes
posés. L’analyse symbolique permise par les travaux d’Eugene Ehrhart, est
non seulement intéressante pour résoudre des problemes de nature paramé-
trée, mais I’est aussi pour tout autre type de problemes gr\*ace a des modéli-
sations constructives. Pour les lecteurs ayant acces a internet, une page régu-
lierement mise a jour, et donnant toutes les informations et références de nos
travaux sur le sujet est accessible a 1’adresse suivante : http://icps.u-
strasbg.fr/Ehrhart/Ehrhart.html

Les polyndmes d’Ehrhart n’intéressent pas uniquement 1’informatique. Les
mathématiques s’y intéressent également beaucoup aujourd’hui, se posant des
questions telles que le sens géométrique des coefficients de ces polyndmes.

Rappelons qu’E. Ehrhart a obtenu deux prix de 1’Académie des Sciences
pour ses travaux arithmo-géométriques.
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