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I - Introduction

Dans l’étude des coniques comme lieux géométriques, les élèves ont de
réelles difficultés à imaginer la trace d’un point soumis à certaines contraintes
mathématiques.

À la suite de l’enseignement des coniques, généralement proposé, les
élèves ne semblent retenir que la forme des courbes étudiées et oublient les
propriétés géométriques et analytiques qui les définissent. L’une des raisons
de ce fait est la disparition de la notion de lieu géométrique dans les manuels
scolaires brésiliens. Son étude se fait de façon implicite sans mise en relation
avec ses différents registres de représentation.

Ces constats nous ont conduit à construire et à expérimenter quelques
situations de lieu géométrique (parabole, hyperbole et ellipse) pour des élèves
du 2e degré (niveau lycée) et des étudiants de 3e degré (niveau lre année Deug).
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L’outil principal de I’expérimentation est le logiciel Cabri-Géomètre.

II - Une brève étude historique et épistémologique à propos

des coniques

On situe l’apparition de l’étude des coniques en Grèce vers l’an 350 avant
J.C. On attribue à Ménechme, disciple d'Eudoxe, la découverte de ces nou-
veaux objets mathématiques. Ménechme définit les coniques comme l’inter-
section d’un cône et d’un plan perpendiculaire à sa génératrice. L’ellipse, la
parabole et l’hyperbole sont obtenues comme les sections de trois types de
cône circulaire droit, suivant que l’angle au sommet du cône est aigu, droit ou
obtus.

Apollonius définit les coniques comme l’intersection d’un cône et d’un
plan qui intercepte la génératrice, sans nécessairement être les sections per-
pendiculaires à la génératrice du cône. Il obtient ainsi à partir d’un cône
unique les trois coniques en faisant varier l’inclinaison du plan de la section.
Il démontre finalement que le cône choisi peut être quelconque.

Vers 320 après JC, Pappus, dans le livre « La collection » (cf.bibliogra-
phie [15] et [16]), énonce les propriétés du foyer et de la directrice des trois
coniques. Il caractérise une conique de la façon suivante (en formalisme
actuel) : « Soient d une droite et F un point n’appartenant pas à cette droite.
On considère dans le plan (d,F) le point P et les segments PF et PA où A est

le projeté orthogonal de P sur la droite d. Si le quotient est constant, le

point P décrit une conique. De plus, si cette constante est supérieure à 1, alors
la conique est une hyperbole, si elle est égale 1, nous avons une parabole et si
elle est inférieure à 1, la conique est une ellipse ».

Au 9e siècle, Mohammed, fils de Moussa Ibn Shakir, étudie l’ellipse à
partir de ses propriétés focales.

Guidobaldo del Monte, en 1579, définit l’ellipse comme le lieu géomé-
trique des points d’un plan dont la somme des distances aux foyers est
constante.

Jan De Witt (1629-1672) présente des définitions cinématiques pour les
sections des cônes. Entre ces définitions, l’auteur présente celles s’appuyant
sur les notions de foyer et de directrice.

Fermat (1601-1665) définit les coniques à partir de trois équations, que
nous pouvons écrire de nos jours sous la forme suivante : x2 = ay, k2 - x2 = ay2

et k2 + x2 = ay2

PF

PA
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Philippe de La Hire (1640-1718) définit l’ellipse et l’hyperbole en termes
de somme et de différence par rapport aux foyers, et la parabole comme l’en-
semble des points qui sont à égale distance du foyer et de la directrice. Ces
trois coniques sont définies comme trois courbes distinctes et leur étude est
faite en fonction des propriétés particulières de chacune.

Euler (1707-1783) définit la conique comme la courbe d’équation carté-
sienne Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = 0 .

Leconte Th., en 1935 (dans son œuvre « l’Enseignement scientifique »,
n° 76, pages 162-176), propose une nouvelle définition des coniques. L’ellip-
se est le lieu géométrique des centres des cercles qui passent par un point fixe
et sont tangents intérieurement à un cercle donné. L’hyperbole est le lieu géo-
métrique des centres des cercles qui passent par un point fixe et qui sont tan-
gents extérieurement à un cercle donné. Une parabole est le lieu géométrique
des centres des cercles qui passent par un point fixe et qui sont tangents à une
droite donnée. Si nous considérons la droite comme un cercle de rayon infini,
on peut donner une seule définition aux trois coniques : « C’est le lieu géo-
métrique des centres des cercles qui passent par un point fixe et qui sont tan-
gents à un cercle donné ».

Cette brève étude historique et épistémologique met en évidence les diffé-
rentes approches mises en œuvre pour étudier les coniques. Les différents
points de vue mettent en jeu soit le cadre géométrique, soit le cadre de la géo-
métrie analytique. Mais, l’enseignement au Brésil, en général, ne prend pas
en compte les différentes conceptions sur les coniques que véhiculent ces dif-
férentes approches.

III - Hypothèses théoriques et choix didactiques

En général, les coniques sont enseignées au Brésil en terminale de lycée
(élève de 17 ans). Mais ces notions ne sont abordées, en particulier, que dans
les lycées privés. Dans la majorité des manuels brésiliens analysés, l’ellipse
et l’hyperbole sont étudiées à partir de la définition bifocale, et la parabole à
partir de la directrice et du foyer. Ainsi les coniques sont, en général, présen-
tées comme lieu géométrique. Mais cette présentation est statique et, par
conséquent, ne permet pas aux élèves de percevoir que la courbe représentati-
ve d’une conique est la trajectoire d’un point respectant certaintes propriétés
géométriques.

Le travail développé sur les coniques ne permet pas aux élèves de mettre
en relation leurs différents registres de représentation et les différents points
de vue mis en œuvre.
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Or une caractéritique importante de Cabri-Géomètre est de permettre la
modification de façon dynamique des objets de base d’une figure. Ceci est
très important dans la mesure où il est ainsi permis un accès rapide et continu
à tous les cas de figures, ce qui fait du logiciel un outil riche de validation
expérimentale des faits géométriques. Cabri permet également de visualiser
la trajectoire d’un point soumis à certaines propriétés géométriques. Cette
dernière caractéristique est fondamentale pour une meilleure appréhension de
la notion de lieu géométrique.

Nous pensons que l’étude des coniques dans différents cadres, registres de
représentation et sous différents points de vue permettra aux élèves une
meilleure compréhension des objets mathématiques étudiés et l’accès et la
mise en oeuvre d’outils et de techniques de résolution de problèmes mettant
en jeux ces objets mathématiques.

Dans le travail proposé aux élèves, nous commençons par une activité qui
met en œuvre la définition bifocale de La Hire, et nous poursuivons par une
situation mettant en jeu la définition de Leconte. Nous proposons ensuite
l’obtention des coniques en utilisant les équations de Fermat et, finalement,
nous terminons l’étude en nous appuyant sur la définition monofocale de
Pappus.

Pour une meilleure efficacité de l’utilisation de Cabri-Géométre pour
l’enseignement-apprentissage des coniques, nous proposons aux élèves des
situations mettant en jeu des phases de construction et d’exploration des
figures et des phases de réflexion, de démonstration et de formulation des
propriétés des objets mathématiques étudiés.

Les phases de construction et d’exploration sont développées dans l’envi-
ronnement Cabri-Géomètre.

Les phases de démonstration et de formulation se font hors de l’environ-
nement Cabri-Géomètre (mais en interaction avec les phases exécutées dans
cet environnement). Notre objectif est d’amener les élèves à aller (tant que
cela est possible) au delà de la construction et de la visualisation des proprié-
tés géométriques, en les obligeant ainsi à passer d’une intuition ou présomp-
tion (avec Cabri-Géomètre) à la démonstration mathématique. Car, par
exemple, ayant mesuré dans différentes positions certains éléments de sa
figure, I’élève peut penser que les régularités observées à partir des résultats
de ses mesures le dispensent d’une démonstration mathématique.

Nous pensons que c’est la coordination de ces différentes phases qui va
permettre aux élèves une meilleure compréhension et conceptualisation des
objets mathématiques en jeu. Ceci permettrait également de minimiser les
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éventuels effets négatifs des éléments parasites de l’ordinateur sur les appren-
tissages envisagés.

IV - Quelques éléments d’analyse de la séquence didactique

Nous avons organisé et réalisé une pré-expérimentation avec 14 élèves du
2e degré (lycée) en 8 sessions de 12 heures. L’objectif principal des sessions
est de familiariser les élèves à l’utilisation du logiciel Cabri-Géomètre. Les
résultats de l’analyse de ces sessions ont servi également la construction des
situations-problèmes sur les coniques

La séquence didactique que nous avons ensuite élaborée a été testée avec
4 des 14 élèves de la phase pré-expérimentale, en présence de trois observa-
teurs. Ces élèves ont travaillé en binôme.

Trois séquences didactiques ont été présentées aux élèves. Elles ont pour
objectif de faire comprendre, à travers diverses situations, les concepts d’el-
lipse, d’hyperbole et de parabole. Pour l’introduction des trois coniques, nous
avons respectivement monté 6, puis 5 et 4 situations.

Dans ce texte, nous présentons quelques résultats obtenus à partir de
l’analyse des séquences d’activités élaborées pour l’étude de la définition et
des propriétés de l’ellipse et de l’hyperbole. Compte tenu des exigences
d’édition, nous n’entrerons pas en détail dans l’analyse des aspects didac-
tiques liés aux comportements des élèves, mais surtout nous évoquerons les
aspects mathématiques origines des difficultés des élèves dans la résolution
des problèmes. Dans l’analyse qui suit, nous présentons quelques exemples
caractéristiques.

1) L’ellipse

Une des activités proposées a pour objectif de caractériser l’ellipse
comme lieu géométrique des points du plan dont la somme des distances à
deux points fixes est constante.

Activité proposée :

a) Crée un segment [F1F2] sur une droite r. Soit 2c sa longueur.
b) Crée un segment [AB] d’une droite s parallèle à la droite r. Soit 2a la lon-

gueur de ce segment avec 2a>2c.
c) Soit C ∈ [AB]. Détermine la valeur de AC + CB.
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d) Construis un triangle XF1F2 tel que XF1 = AC et XF2 = CB.
e) Quelle propriété géométrique caractérise le point X ?
f) Quel est l‘ensemble des points X quand le point C se déplace sur le seg-

ment [AB] ?
g) Propose une définition de l‘objet mathématique obtenu à la question f).

À la suite de cette activité, les élèves perçoivent que le lieu géométrique
des points P vérifiant la relation XF1 + XF2 = constante, est une courbe ovale.
À la phase d’institutionnalisation, cette courbe est appelée « ellipse » et l’ac-
cent est mis sur sa propriété géométrique qui permet de la définir, à savoir:
« tout point P d’une ellipse de foyers F1 et F2 est tel que PF1 + PF2 =
constante ».

Les élèves découvrent à partir d’une deuxième activité que le lieu géomé-
trique des centres des cercles qui passent par un point fixe et qui sont tan-
gents intérieurement à un cercle, est aussi une ellipse.

Nous proposons également une activité traitant le concept d’ellipse dans

le cadre algébrique à partir de la courbe d’équation y = avec x ≤ 2 .

Activité proposée :

a) Construis un repère cartésien orthogonal d’origine O. Construis un point
A (x,0) et un point E (0,1). Construis ensuite sur l’axe des abscisses un
segment de longueur égale à x2.

b) Construis sur l’axe des ordonnées un segment [OB] de longueur x2.
c) Construis sur l’axe des ordonnées le segment [OC] de longueur x2 /4.

d) Construis sur l’axe des y le segment [OD] de longueur .1 −
x2

4

1−
x2

4
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e) Construis sur l’axe des y le segment [OF] de longueur (on peut

utiliser la moyenne géométrique entre 1 et ),

f) Construis le point P de coordonnées .

g) Quel est le lieu géométrique des points P quand le point A se déplace sur
l’axe des x, avec -2 < x < -2 ?

h) Construis les points F1 (- √−3, 0) et F2 (√−3, 0).
i) À l’aide de Cabri-Géomètre, observe que PF1 + PF2 = constante quand le

point A se déplace sur l’axe des x. Que conclure ? Donne une justification
algébrique.

Cette activité permet aux élèves de voir le concept d’ellipse sous deux
points vue différents : une définition analytique et une définition géométrique
du même objet mathématique.

L’utilisation de l’option « lieu géométrique » de Cabri-Géomètre permet
d’obtenir que l’ensemble des points P est une ellipse. Les élèves construisent
ensuite les points F1 et F2 de coordonnées respectives (- √−3, 0) et (√−3, 0),
foyers de l’ellipse. Ils perçoivent et démontrent ensuite que la somme des dis-
tances d’un point quelconque de cette courbe aux foyers est une constante.

Nous travaillons également le concept général d’ellipse d’équation

. Pour atteindre cet objectif, nous utilisons un théorème intéres-

sant attribué à Proclus (400 après JC) : « Si les extrémités d’un segment de
droite de longueur fixe se déplacent sur deux droites concourantes, alors un
point quelconque de ce segment décrit une portion d’ellipse ».

Activité proposée :

a) Construis un repère cartésien d’origine O.
b) Crée un segment [AB] parallèle à l’axe des x.
c) Construis un segment [MN] de longueur égale à celle du segment [AB] et

tel que M soit sur l’axe des y et N sur l’axe des x.
d) Construis un point P sur le segment [MN].

x2

a2
+

y2

b2
= 1

x, 1 −
x2

4











1 −
x2

4

1−
x2

4
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e) Quel est le lieu géométrique des points P quand N se déplace sur l'axe des
x ?

f) Sachant que MP = a et PN = b avec a > b, construis les points F1 et F2 de

coordonnées et .

g) Construis un segment de longueur égale à PF1 + PF2.
h) Compare le segment de longueur PF1 +PF2 et 2a.

Il s’agit de construire un segment MN de longueur constante dont les
extrémités sont situées respectivement sur les axes Ox et Oy d’un repère car-
tésien xOy. Le lieu géométrique d’un point quelconque P du segment MN tel
que MP = a et NP = b (a ≠ b) est une courbe ovale. La construction des
points (dans un repère orthogonal) de coordonnées respectives F1

et F2 et 1’obtention du lieu géométrique du

point P permettent aux élèves de percevoir qu’il s’agit d’une ellipse dont les
foyers sont les points F1 et F2.

Pour reporter le segment AB, il suffit, par exemple, de choisir le point N
sur l’axe des x, de construire la droite d parallèle au segment BN, puis le
cercle de centre N de rayon NN′ = AB avec {N′} = d ∩ (Ox) .

Ce cercle coupe l’axe des ordonnées
au point M tel que MN = AB.

Pour construire un segment de lon-

gueur , les élèves construi-
sent un triangle rectangle d’hypoténuse
a et dont l’un des côtés a pour
longueur b.

a2 − b2

a2 − b2
, 0



− a2 − b2

, 0





a2 − b2
, 0



− a2 − b2

, 0





720 Bulletin APMEP n° 419 - Novembre-Décembre 1998

Figure 3
Figure 4

Le repère n’est pas nécessairement orthogonal

Figure 5
Les axes sont orthogonaux

Bulletin de l'APMEP n°419 - Nov/Dec 1998



Remarque

En fait le lieu géométrique des points P est une portion d’ellipse. Pour
visualiser l’ellipse entière, il suffit de construire le symétrique P′ du point P
par rapport à l’origine des axes, puis par l’option « lieu géométrique » de
Cabri-Géomètre, obtenir le lieu géométrique des deux points.

Lorsque les deux axes sont orthogonaux et que le point P est le milieu du
segment MN, le lieu géométrique des points P est un cercle.

Il est intéressant de demander aux élèves de calculer l’équation de l’ellip-
se dans le cas le plus simple où les axes sont orthogonaux. Il suffit dans ce
cas d’utiliser, par exemple, les relations trigonométriques dans un triangle.

En effet, dans le triangle MPS :

(1)

et, dans le triangle NPR,

(2).

De (1) et (2) vient l’égalité 

,

d'où nous tirons l'égalité

.

2) L’ hyperbole

Comme dans le cas de l’ellipse, nous présentons des situations qui met-
tent en jeu la définition bifocale de l’hyperbole et sa définition algébrique.
Les situations présentées pour l’étude de l’hyperbole mettent en jeu des
aspects similaires, tant au niveau conceptuel (définition bifocale) que des
stratégies des constructions géométriques. Nous présentons quelques-unes
des activités proposées aux élèves.

x2

a2
+

y2

b2
= 1

sin
2 α + cos

2 α =
y

b







2

+
x

a







2

sin α =
y

b

cosα =
x

a
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Une première activité :

a) Soient F1F2 un segment d'une droite r, 2c sa longueur.
b) Créer un segment AB d'une droite s parallèle à la droite r. Soit 2a sa lon-

gueur, avec 2a > 2c.
c) Soit P ∉ [AB]. Comparer |PA - PB| et 2a .
d) Construire un triangle XF1F2 avec XF1 = PA et XF2 = PB.
e) Quel est le lieu géométrique des points X quand le point P se déplace sur

la droite r tout en restant hors du segment AB ?
g) Proposer une définition de l‘objet mathématique obtenu en e).

L’objectif de de cette activité est de présenter l’hyperbole comme le lieu
géométrique des points M d’un plan vérifıant la propriété |MF1 -MF2| =
constante, où F1 et F2 sont deux points donnés.

Commme dans le cas de l’ellipse, nous traitons l’hyperbole dans le cadre

algébrique à partir de la fonction d’équation , le théorème de

Thalès (pour la construction de x2) et la moyenne géométrique (pour la

construction du segment de longueur ) sont les principaux outils

mathématiques utilisés. Il est aussi demandé aux élèves de construire les

points F1 et F2 qui sont en fait les foyers de l’hyperbole.

L’objectif est de caractériser l’hyperbole d’équation par sa

propriété géométrique liant ses foyers F1 et F2 et

un de ses points génériques.

La figure ci-contre est le lieu géométrique
des points du plan dont la différence des dis-
tances à deux points fixes de ce plan est une
constante: |XF1-XF2| = constante.

x2

4
− y2 = 1

− 5, 0( )5, 0( )

x2

4
− 1

x2

4
− y2 = 1
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Les élèves testés n’ont aucune difficulté à constater (avec Cabri- Géo-
mètre) et à démontrer (en calculant les distances PF1 et PF2) que |PF1 - PF2| =
constante. La mise en relation des conceptions véhiculées par les deux défini-
tions permet, semble-t-il, aux élèves d’avoir une vision plus globale du
concept d’hyperbole.

L’un des aspects les plus importants des activités sur l’hyperbole est la
vérification, puis la démonstration de la propriété |PF1 - PF2| = constante, et
que, quel que soit le cadre dans lequel l’hyperbole est étudiée, elle aura tou-
jours la même propriété géométrique identifiée à l’activité 1.

Remarques sur les constructions de l’ellipse et de l’hyperbole

1 - Dans les activités 1 sur 1’ellipse et l’hyperbole, la position du point C
(C ∈ [AB] ou C ∉ [AB], mais C est un point de la droite (AB)) est une
variable didactique permettant, suivant les cas, de définir soit l’ellipse, soit
l’hyperbole. En effet, si le point appartient à la droite s sans appartenir au
segment AB, alors |CB - CA| = 2a. Dans ce cas, le lieu géométrique des
points P, quand C se déplace sur la droite s, mais hors du segment AB, est
une hyperbole. Si le point C appartient au segment AB, alors CA + CB = 2a,
et le lieu géométrique des points P quand C se déplace sur le segment AB est
une ellipse.

2- Dans les activités mettant en jeu des équations particulières d’ellipse et
d’hyperbole, les résultats attendus dans l’une ou l’autre, dépendent des

valeurs de x. En effet, si -2 ≤ x ≤ 2, alors , dans ce cas le lieu géo-

métrique des points P est une ellipse. Si x ≤ - 2 ou x ≥ 2 alors

, et l’ensemble des points P est une hyperbole.

Suivant les stratégies adoptées pour la construction du segment de lon-

x,
x2

4
− 1









1 −

x2

4
≤ 0

x, 1 −
x2

4











1 −
x2

4
≥ 0
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gueur , l’option « lieu géométrique » de Cabri-Géomètre appliquée

au point P, peut donner comme résultat à la fois la courbe représentative de
l’ellipse et celle de l’hyperbole.

V - Conclusion

Le logiciel Cabri-Géomètre est un outil très efficace pour l’étude expéri-
mentale des courbes qui peuvent être définies par une propriété géométrique,
en particulier pour l’introduction du concept d’ellipse, d’hyperbole et de
parabole. En raison de son interactivité et de sa dynamique, Cabri-Géomètre
permet de construire des situations pouvant modifier radicalement la vision
que les élèves ont par rapport à la géométrie.

Les activités construites sur la parabole, I’ellipse et l’hyperbole ont per-
mis de travailler ces trois objets mathématiques dans divers cadres et de les
définir sous différents points de vue. Ce travail a permis, semble-t-il, contrai-
rement aux situations didactiques traditionnelles, de mettre en évidence l’in-
térêt, d’une part, de la pluralité des points de vue possibles sur un même objet
mathématique et de la différenciation des représentations et des modes de
traitement qui lui sont associés, et d’autre part, de l’étude des coniques
comme lieux géométriques.
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Curiosités mathématiques (suite de la page 712)

8. 1999 n’est pas une somme de deux carrés entiers. Alors, là, ne cherchez

pas. Car c’est un nombre premier de la forme .

9. 1999 n’est pas non plus somme de trois carrés, car il est premier de la

forme .

10. Oui, oui, allez-y, il est somme de quatre carrés un grand nombre de fois :

…

11. aurait dit Ramanujan.1999 = 1 + 1998 1 + 1999 × 2001

1999 = 2
2 + 5

2 + 11
2 + 43

2 = 7
2 + 14

2 + 23
2 + 35

2 = 6
2 + 9

2 + 19
2 + 39

2

8n + 7

4n + 3
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