
Les problèmes de l'A.P.M.E.P. 
Non! On ne peul pas parler ce. mois ~ ci dt! *' Problèmes de 

l'APMEP » mais d'exercices que beoltcoup d'eure vous connaissent 
car ils sont depuis peu dan s le domaine public : les ln'meés du 
QmCQUTS Généra/199B. 

En publiant des solutions autant que possible origi.naü~s th CèS 

cinq exercices, j'tsp~ r t répondr! à l 'O tlt IHe â,m certain nombre 
d'entre vous, mtl;s la question : le. Bulletin plul-i l j'tolfrir el la 
Rubrique el les Olympiades et le. Concours Gt.lléral est plus que 
jlJ1Tll1ÎS d 'calualilé, La Rubrique prend d .. relard, Je vous prie de //l 'en 
excII.Ser, et IOules les suggeslÏorts à ce sUjet pe"vt!JJJ être em'oyées à Ja 
nouvd/e rédaction d ~ Bulletin ellou il moi-mime, il ma nouvelle 
adresse : 

1 

AITENTION : 1 
Nouvelle AdresR ! i--..... ·~ 

François LO JACOMO 
42, quai de la Loire 

75019 PARIS 

Concours Général 1998 
Classe de Terminale S 

Exercice 1 
Un tétraèdre ABCD véri fie les conditions suivanles : 
a) Les arêteS AB, AC el AD sonl deux à deux orthogonales ; 

b) AB = 3 el CD = n . 
Détenniner la valeur minimale de 

BC' + BD' - AC'-AD' 

Solution 
BC' -AC' =(BC2 -AC2) « BC' -AC2)2 + 3BC' . AC') 

BD' - AD' = (BD2 -AD')« BD' - AD2J2 + 3BD' . AJ)2) 

les triangles ABC el ABD élanl reclangles, 
BC' - AC' = AB' = BD' - AD' 

or, AB = 3 par hypothèse, 
La somme étudiée vaut donc: 

S= BC' +BDLACLAD' = 9(81+8 1 + 3 (BCI.AC' + BD!. AD'» 

Or, BC'.A C' + BD' . AD' = (AC' + AB2)AC' + AD' + AB')All' 

= (AC' + AD'J2 - 2AC' .AD' + AB'(AC' + AD') 
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Comme AC'+AD'=CD'= 2 et A8'=9, 
S=9(8 1 + 81 +66-6AC'.AD2) 

et S est maximum lor;que AC'.AD' est minimum, donc lorsque AC' = AD' 
vu que AC' + AD' = 2 est CODstant. 

S = BC6 + BD6 -AC> - AD6 est maximum lorsque A C = AD = 1. et il vaut 
alors : 9 x 222 = 1995. 

Exercice n 
SOit (U,.)",. N une sule [éelle vérifiant, pour tout entier nalUrel n, la relaLion : 

U"+'2:;;:; 11411+ ,1 - UI'J ' 

Montrer qu'il e~iste un enùer p non nul tel que la relation un = Un + p ail lieu 
pour tout enlier naturel n. 

Solution 
La solution la plus élimentaire 11 mettre en œuvre, et qUI ne conduit pas à 

des calculs démesurés, consiste 11 envisager empiriquement el ystématique
ment tous le ClS possibles : par exemple. si ul\ ~ 0 et u" .. 1 ~ O. &Jors. 

",,+,= - ulI + 1 -un ~ 0, donc ulI +) == -2u,,+1 - Url ~ O. etc. 

On trouve ailsi p = 9. el il y a neuf cas à envisager : cette coïncidence 
n'est nullement un basard. 

Car pour mi,ux comprendre la logique de celte suue, on peut aussi faire 
les remarques Slivaoles : 

La relation 4éfini>sanlles suites, qui peUL s'écrire : \{n. Il, + ". + 2 = lu .. Il 
permet. 11 parti! de deux lermes consécutirs de la suite. de calculer non seule
ment le terme qui suit. mais auss i celui qui précède, et donc, de proche en 
proche. tOuS le.; lemtes de la suite. En paniculier, si 13 relation "./1 = fJ " ... pa 
lieu pour deUl valeurs consécutives de n. clle a lieu pour tout entier n. 

Par aillturs. u" + 14" ... 2 = lu", + al ;;:a: 0 pour tout n. On a même 

il" + 14" ... 1 + U" ... 2 ~ O. On a aussi il" + " 11+3 ~ 0, l'égalité étant v~rifiée si el 

seulement si (l" + 1 ~ 0, pour tout n . car 

(U,,+- "".2)+ (u" . 1 + "11 ... 3) ~lu .. +11 + 1"".2I;:!: " ..... 1 + " " ... 2 
et l'éga.lJté a heu si et seulement si 1'" ... 1 el UII + 2 sont tous deux positifs ou 
nuls: sur ql..atre tennes consécuûfs de la suite. l'un au moins est négatif ou 
nul, car si 1.:s deux du mileu sont positirs. les deux extrêmes sont opposés. 
Notons au fIlSsage que si les deux termes du nulieu sont négati fs ou nuls, les 
deux extrêrr.es sont égaux car : 

il" + ",,+ 1 +U .. +2 = 0 = " 11+ 1 + " .11+ 2 +U,,+l du fni t que u,,+ 1 ~ O e L u l'I +2 :$iO. 
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Entre Il] et "6' il existe au moins un u, ~ 0, ce qui entraîne : uJ + 1 ~ 0 et 

/41+3 ~ O. car U j + ";+2 ~ 0 et U; + U,'+ :! ~ O. 

Si Uj + 1 < O. on pose k = i + 1, sinon on pose k == i, de sone qu'entre " 3 et 

"1 il existe au moins un uA: ~ 0 tel que Ut + l , Ut + 2 et u ..... 3 soient tous trOis 

posiLifs ou nuls. !] en résulté : u,t + 141; +3 = 0 = 111+ ( + Ut+.l donc Ut ... ~ O. 
Cela Implique que ul_ ( + u. + 50 0;:: 0, car 

(ul_1 + lit + " .. 1) + (U"3 + "1+. + ">+5) ~ 0 

du seul fail que Ilj ~ 0 et Uk + 4 ~ 0, Or. "k + U. + 1= 0 = U ... J + III + 04 ' Mais 

cela implique également, puisque ".I:+4:S;: O. que U4"+6 ~ a el 111+7 ~ 0, donc 
que u,+s + 14 ,t +8 = 0_ On en dt!duit Ul_l = u4" +8 pour une vale.ur dekcompri 
se entre 3 el 7. 

Comme u. _ 1 + u! + S ::; 0, l'un des termes "i. _ , ou f4 .. + 5 est négatif ou nul . 

Si u! + 5 ~ 0, alors (lot + 1 et 14 .. + 8 sont positifs ou nuls, donc u .. + 6 + u .. + 9 = 0 
tout comme. pour la même raison UA: + u .. + y Or. UA: + .. el rlot + s étant négatifs 
ou nuls, Ut. + J = Uk + 6' d'où Uk = r4! +9' ce qui, dans ce premier cas, acbève 13. 
démonstration de la périodictlé de la suilo. Si, par contre, c'esi u, _ 1 qui est 

nc!gatif ou nul, 141-.1 + ill +4:;;0: 0 = Ul + 4 + Ut+1 vu que U.t:+2' Ut .. ), U,I:+:5 et 
Ul + 6 &Ont positifs. donc Uk + 1 = u} + 7 et Ut _ 2 = uJ: + 1 car tll _ 1 et 14,1: son t néga· 
tifs : cela acbève la démonstration dans ce second cas. La relation u" ;;;;; un + p' 

pour p ~ 9, a \jeu pour deux valeurs consécuuves de n (k - 1 el k dans le pre· 
mier cas, k - 1 et k - 2 dans le _and cas), ellc a donc lieu pour tout entier /1. 

En regardant de pr~s 1. démonslration ci-dessus, on voi t que sur une 
période de neuf tenneSt la sune prend six valeurs positives et trojs valeurs 
négatives. Les six valeurs positives sonl groupées Irois par Irais alors que les 
valeurs négatives sont altemativemenl isolées el par deux. Mis à part le cas 
lrivial "0 ~ " 1 = 0, la suile ne peut pas avoir de période plus pelite que 9. 

Appelons uq ~ -Q une valeur négative isolée (pour q > 4). ". + l ~ ". _ 3 ~ a. 

Uq _ 1 + Uli + I~q + 1 = 0, ce qui incite il poser Uq ... ( = Q + b ; Uq _ 1 ;; Q - b 
2 2 

avec Ib l ";;' aJ2 . ".+. ~-u. + 1 ~ -a/2 - b el "._4 = -0/2 + b. ".+2 = 3a12 + b 
elllq _2 ~ 3a12 - b. La suite", prend donc au plus 8 valeurs distincles, el 1",1 
prend au p lus 5 valeurs distincles. Les neuf cas mis en éVIdence par la tech
nique empirique mentionnée initialement correspondent à : q = n, q = n + l , 
... q = n t 8, modul o 9. La \'aleur moyenne de ". est 4a/9 alors que la 

moyenne de 1",1 vaul le double : 80/9. 
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Quelques emaine.!i avant le Concours G~n~ral. j'avais choisi comme 
énoncé 273 de la rubrique des Problèmes une proposition de Gilbert RE8EL 
(65 - Tarbes) avec plusieurs variations .utour de ce même thème. Je main
tiens cet ~noncé car li contient, outre le cas traité c i ~dcssus. plusieurs cas 
assez diffénenlS non dépourvus d'intérêt. Dans un IRêve d'absolu !I, Gilbert 
REsEL suggère même la formulation suivante : 
Démontrer 
V(a,b) E m, 
a= 1111 11 11 bl-a l - b I - Ibl+a l - I I bi - ai +b 1- 111 b 1- 0 1- bl+ 1 b 1 

-a i - i iii b I - al - bl -I b 1 +. 1 +11 bl-a l -bl - I l lilb I-al - bl 
-1 b 1 +a 1- 11 bl -al+ bl+1 11 bl-al-b I-Ib 1 +a l 
-ll l l ll b l-al- b I- l b 1 +al-llb 1- 01+ bi-II I b I-al-b 1 +1 b 1 
- 01+ 111 1 bl-al - bl - I bl+al-I I bi - ai + b 

~ Gilbert RElIE!. nous a quiUés le 27 mai 1998, emporté, Il 61 ans, par un 
cancer diagnostiqué en décembne demier. 

Exerciceill 
Pour tout réel x on note E(x) le plus grand entier relatif inférieur ou égal 

à x. Soit k un entier fUé, supérieur ou égal il 2. On considère la roncuon f de 
INdans lNdéfinie par: 

Déterminer l'ensemble des valeurs prises par la fonction f 
Solution La fonction f est manifes tement crois ante. Si elle ne prend pas 
une valeur m, c'est qu'il e>tiste un entier n tel que f(lI) met f(n + 1) > nt, 

donc un entier p = m - n > 0 tel que : 

!.In+r:: <p",W(n+ lI+ ~) (1) 

Or, si n '" pl _ p, V;; < p dO DC !.III + r:: < p. n doit donc être supérieur ou 

égal il pk - P pour que l'inégalité de droite de (1) soit vériliée. 

Inversement, si n ;;S pt - P + l, comme 
pL (p _ 1)' = pk- 1 + pk _2(p - 1) + .. . + p(p - 1)1 - 2 + (p - 1)1- 1 > P _ 1 

y;; ~ (V p' - p + 1) > p - 1 donc VII + v:; > pel n doil erre slrielç

ment inférieur Il pk - P + 1 pour que l'égalité de gauche de (1) soi, vériliée. 
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En dUinitive, l'inégalité (1) n'est vérifiée que si n = p. - p, auquel cas 
f(n) = pk - 1 et f (n + 1) = pk + l, c'est la valeur m ., pk qui n'est pas prise 
par la fonction f. 

La fonction f prend donc toutes les valeurs de IN sauf les puissances k
ièmes d'entiers (à commencer par l , car 0 = f(O )) , 

Exercice IV 
On considère deux droites D, et D, stcantes en 0 , et un polOt M n'appar

tenant à aucune de ces deux droites, On considère deux points variables A 
Sur D, et B sur D, tels que le point M appartienne au segment [AB J-

(Les questions J el 2 sont iruiépelllUmles.) 
1) MootTer qu'i l euste uoe position des poiots A et B pour laquelle l'aire 

du uiangl. OAB est minimale. ConstnJire le. points A et B ainsi détermin6. 
2) Montrer qu'i l existe une position des points A et B pour laquelle le 

périmètre du uiangle OAR est minimal et qu'on a alors l'égalité des péri
mètres des uiangles OAM et OBM ainsi que la relation : 

AM = _ B""M,=,,_ - -tan OAM 
2 

tan OBM 
2 

ConstnJire les points A et B ainsi détermin6. 
Solution 

1) L'aire du triangle OAR vaut l .OA .0B.sin ÂÔB , elle est donc mini-
2 

male lorsque le produit OA.OB est minimal. 

Menons par M des parallèles (D',) et (D', ) à (D, ) et (D, ) respective
ment, qui rencontrent (D,) et (Dt) respectivement et Q et P. D'après Thalès, 

MP =MA d.~=MB donc quels que soient A et B MP + MQ = 1. 
OB AB DA AB ' , 'OB OA 

Si la somme de deux nombres est constante, leur produi t esl maximum quand 
ces deux nombres <ont égaux: MP et MQ étant constants, DA.OB (donc l'ai -

re du triangle OAB) est minimum quand ~: . ~; est mallimum, donc 

quand ~: = ~; = t ' OPMQ étant un parallélogramme, les points A et B 

cherchés sont I~ symétriques de 0 par rappon à P 1 Q respectivement, le 
segment [ABj cst l'homothétique dc la diagonale IPQl dans l'homolhétie de 
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centre 0 et de rapport 2, qui envoie le centre du parallélogrumme en M . 

2) Considérons un triangle AOB, quelconque, J le centre du cercle e .. ins

Cnt dans l'angle 0 , et choisissons un point l' quelconque de la bissectrice 
[OJ) . Appelons K le pIed de ln bissectrice [OJ). 

Le cercle de entre J et de rayon r exinscrit au triangle OAB lOuche [AB], 
[OA) et [OB) e n D, E t F respectivement, et il est classique que: 

OE = OF = t (OA + AB + BO) vu que AD = AE et BD = BF. Appelons E ' 

et D' les projections orthogonales de l' sur [OA) et (AB) respectivement. Si 
l' n'oppartient pas u segment r OJ J. d'après Thalès, 

FE' = 1 + Jl' < 1 + JJ' = J'D' : comme JE = r = JD, J'E' < J 'D ', cc qu, 
JE OJ KJ JD 

entraîne que le cercle de 
centre l' et de rayon rE ', 
tangent 11 [OA) et [OB ), ne 
coupe pas ln drOIte (AB). 

Ce premier résultat 

assez évident nous condw[ _ ..... 6.~::::. -1~~;?~ -.::= ~ ~r tout droit à la solution : si 
le cercle de centre J' tan
gent à [OA) et [OB) coupe 
le segment [AB 1, alors J' 
appartien t au segment 
(01) et E' au segment 
[OE ], 

F (Dû 
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dODC OE' ,,;; OE = l(OA + AB + BOl. Considérons donc le plus g rand ctes 
2 

deux cercles passant par M et tangents à (DI) et (D 2 ), appelons-le (n, et 

appelons E et F ses point' de contac t avec (D, ) et (D 2 ) respcctivemenL 

Quels que soient le. points A e' B variables sur (D I) et (D l ) te ls que M 
appanienne à [AB J, le cer le (r) coupe le segment [AB 1 en M , donc 

OE = OF";; ~(OA + AB + BO) , l'égalité n'ayant lieu que si (AB) est tangen-

te au cercle, m ~tant alors le cercle exisncrit à OAB dans l'angle 0 . 

C'est donc lor.;que (AB) eSl tangente à cn, en M bien évidemmen~ que le 
périmètre du triangle OAR est nUnim.I, égal à 20E = 20F. Comme on a 
a1or.; AE = AM el BF = BM, les triangles OAM et OBM ont même périmètre 
OE + OM = OF + OMo En outre, si l'on appelle J le cenlnre de m, BJ étant -
bissectrice extérieure de 0iiM , BM = lM. tao O~M et pour 1. même rai-

-son, AM =lM.11J11 OAM , donc _ .<!A",M:::,-_ 

2 tan OAM 
2 

lM = _B",~===_ 

tan OHM 
2 

Construire les points A et B revient donc à construire cn et sa langente en 

M. Si l' eS! un point quelconque de 1. bisscctrice intérieure de A OB , le 
cercle (r') de centre J' tangenl à (D 1) el (D l ) coupe rOM ) en deux 

points: appelons M' le plus proche de O. Par l'homothétie transformant cr') 
connu en m inconnu, il est clair que la tangente cberchée (AB) est perpendi
culaire à (J'M '), ce qui achève 1. démonstration. 

l' 

~~~ O ~-------- --------~B~ ~ --~ ~-- (~) 
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Remarque 

Dirfüentes solutions ont été proposées pour et énoncé poumOl assez 
difficile. Pour la deuxi~me queslion, par exemple, ma première idée était que 
comme les triangles AMP et MBQ sont semblables, les nombres : 

AM-MP+PA = OA +AM-(MP+ MQ ) 
~ n+~ - ~=œ+n - ~p + ~) 

onl un produi t constant, égal à : 

MB (AM' -lMp-PA l')~MP . MQ (2 - 2cosAPM) 
AM 

donc leur somme est minimale quand ces deux nombres sont égaux. 

Mais Dominique RolJX (87 - Limoges) regrette que personne n'ait pensé à 
la justification physique de ceS résultats qui , à elle seul., conslitue une 
dêrnonstralion valable. 

Uoe buUe de savon (plane) à l'intérieur du triangle AOB déformer. ce 
dernier (en faisant pivoter AB autour de Ml jusqu'à ce que s. surface soit 
minimale. Les tensions qu'elle exercera sur MA et sur MB seront proportion
nelles aux longueurs MA et MB, et elles s'équilibreront (surface minimale) si 
et seulement si MA = MB. 

Un élastique faisant le tour du triangle OAB tendra, lui , à minimiser le 
périmètre de ce triangle. La résultante des forces de même intensité T qu'il 
exercera Sur A, en direction de 0 et de 8, sera une force d1intensité 

2 Tcos ~ ponée par la bissectrice intérieure de l'angle A . Ces forces 

induiroot des forces perpendiculaires aux barres OA et AB supportant l'élas

tique, forces de même résultante et donc d' intensité ...1I... . La barre AB, 
tJlnA 

2 
seule mobile. se stabilisera lorsque les moments des forces que l'tlastique 

exerce sur elle en A el B s'annuleront, donc lorsque .-d!iL = BM ,ce qui 

tJlnA tDOl 
2 2 

entnûne que les bissectrices extérieures des angles A et B du triangle OAB 
coupent la perpendiculaire en M à AB au même point J : M est donc le,point 
de contact du cercle ellÎru;crit, d'où l'égalitt des périmètres de OAM et OBM. 
(figure page suivaOle). 
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B 

Exercice 5 
Soil n un entier ,upérieur ou 6gal à 3, On considère lin ensemble A de n 

points du plan , cel enscmble ne conlenant pas trois points alignés, 

MODtn:r qu'il .. iste un ensemble S de 2n - 5 points du plan tel que pour 
loul triangle dool les sommets sont des points do A il exisle au moins un 
point de S qui lui ::ioit strictement intérieur. 

Solution 
Ce problème particulièremenl difficile (c'esl Johann YEBBOU qui m'a 

donné la solution, mais un candidat l'a trouvé dans le temps impart..i et un 
autre peu après) repose pourtant sur deux idées simples : d'une part, pour 
prouver l'existence d'un ensemble de points, le mieux esl généralemeol de 
construire cel ensemble. D'autre part, il esl plus fac ile de positionner des 
points sur des droiles que sur un plan, Sur quelles droites? Sur combien de 
droites? 

Considérons pour commencer une droi te (A) qui ne passe par aucun des 
poinls de A el ne soil orthogon31e à aucun des segments lia nI deux points de 
A . Les n points de A se projetlent donc orthogonalemenl Sur (A) en n points 
distincts, que l'on peUl numéroter dans l'ordre où ils se succèdent sur (A) : B" 
B2' '" B •. On en déduit une numérotation des n points de A : A, . Al' . , , An 

toile que quels que soienl i , j, le Ci < j < k ), A; el A, soienl situés de part et 

d'autre de la droite (A/lI ), que nous appellerons ("1) ' 
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If li Il, B, Il. 

Pour tout triangle AtljI. (i <j < kl, la droile (A)l coupe donc le segment 

[AtI.l en un point d.,. distinct de A j tcl que tout poinr de lA j d.., [ soit 

intérieur au triangle AtljI • . Pour un j fixé (2 "'i j "'i n - Il, envisageons tous 

les triangles AtljI. posSibles, donc tous les d. .• ainsi définis, et appelons d, 

la plus petite distance A J~. '. Soient M, et N) les points de (AI) ' de part et 

d'autre de A" tels que AIM, = AiN) = d/2. Quels que soient jet k, j <j < k, 

l'un des points M; ou NI appartient 11 lA) d.,. [, donc es t tntérieur au triangle 

A,4,At . 

Nous avons donc construit un ensemble F de points tel qu'à l'intérieur de 
tout triangle A,AjI. tl Y ait un point de F. Mais F n'est pas l'ensemble S cher

ché, car il contient 2n - 4 points, deux points par (4,l pour 2 ~ j " n - 1. Il 
raut donc remarquer en outre que si A/est un des sommets de l'en veloppe 

COD vexe de E, toUS les points de (Ai l intérieurs à l'eDveloppe convexe sont du 

même côté de A j' L'un des polOts Mj ou Nj eSt donc e"térieur à J'enveloppe 

convexe, donc extérieur à tout triangle AtI,A .. et on peut l'exclure de notre 

ensemble F sans perdre la propriété requise. Comme l'enveloppe convexe de 
E a au moins trois sommets, donc au moLOS un en plus de A 1 ct A If' on peUl 

exclure de F au moins un point. pour obtenir l'ensemble S cherché de 2n - 5 
points. 
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