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Echanges

Le carré de tout nombre
premier différent de 2 et
de 5 est somme
de 3 carrés non nuls'

J.P. Brevan
78150 Le Chesnay

Nota : Pour toute la suite, lorsqu'il est question de carrés, on autorise les car-
rés nuls, comme il est habituel en ce domaine, sauf précision contraire.

L'auteur du probléme avait bien entendu une solution élémentaire, sauf
pour le cas délicat ou p est du type 8k + 5, ot il faisait appel & un théoréme
de Jacosr (1828) sur le nombre de représentations sous forme de quatre car-
rés, qui appartient plutdt & la théorie transcendante des nombres. C'est donc
surtout pour ce cas que |'on cherchait des solutions élémentaires. F.
BERTRAND de Toulouse en a effectivement trouvé une, mais elle est assez
longue, comme on pouvait le craindre. E. DELPLANCHE de Créteil fournit une
solution qui utilise de bout en bout la représentation par des formes quadra-
tiqgues particulidres, citées par LEGENDRE dans sa Théorie des Nombres
(1798) ; cependant, la démonstration de ces formules fait appel a un difficile
Théoréme de LEGENDRE : “Toul entier non négatif qui n'est pas de la forme

! Réponse & I'avis de recherche n® 47 paru dans le Bulletin n® 403, page 203 et

envoyé par par J.P. Brevan. Ce texte est lu synthése des solutions reques et a été rédi-
gé par L.P. BREVAN.
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44 (8 + 7) est représentable en somme de trois carrés” et on vénfic avec
frayeur que dans sa démonstration, LEGENDRE fait appel au théoréme de la
progression arithmétique : *Toute progression anthmétique ak + b, ol a et b
sont premiers entre eux, contient une infinité de nombres premiers”, lequel
théoréme n'a é1é démontrté qu'en 1837 par LEJEUNE-DIRICHLET, et fait incon-
testablement partie de la théorie transcendante des nombres,

Si p n'est pas de la forme 8n + 5, on peut proposer les démonstrations
élémentaires suivantes ;

1 - Cas ot p est de la forme 4k + 3
On va méme prouver plus :

Sit> | est de la forme 4k + 3 (r n'cst pas nécessairement premier), (2 est la
somme de 3 carrés non nuls.

Démonstration :Par Je théordme de LAGRANGE (1770), ¢ est la somme de 4
carmés: t=mi+nl+pieq? m, 1, p, qg=0.
En raisonnant modulo 4, on voit que parmi les quatré nombres m, n, p, g,
il ¥ en a exactement 3 qui sont impairs, On suppose m, n, p impairs, donc
non nuls el g pair. On vérifie l'identité suivante :
P=x2+y2+z2 avec:
x=mi-n—pleq2y=2(mn—pg);z=2(mp+ng)
¢ étant impair, x est impair donc # 0, et z ne peut &uwe nul, Supposons y nul,
alorsona:
i=mi+ni+plegi=t+y
t=(m+n)2+(p-q)?
mais ceci est impossible, puisque r est de la forme 4k + 3, et ne peut étre Ja
somme de deux carrés. Donc y n'est pas nul.
Onabien: 2=x2+y2+ 72 avec: xyz =00
2 - Cas oli p est de la forme 8k + 1

D'aprés FERMAT-EULER, tout nombre premier p de la forme Bk + 1 est
représentable souos la forme p = x? + 2y2, et 101, xv 2 0,
On en déduit les représentations :
pr=(x2) 42y + Q)
=(x2-2y2) + ()2 + (2xy) 2 erx?-2y220,
ce qui donne deux solutions (en général distinctes) de la proposition atribude
& FERMAT.

3 - Sip est de la forme 8k + 5, donnons la démonstration élémentaire de F.
BerTrRAND. Il démontre le théareme-clé -
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Si 2n est une somme de 3 ou 4 carrés non nuls, soit
M=A2+B2+C2+D? A, B, C>0,D=0)

avec AC#2 BD et C2+ D22 A% 4+ B2, alors n? est la somme de 3 carrés non

nuls.

Démaonstration
On peut poser 2a=A2+ B2 -C2- D% eta#0. Alors .
nt—a=(A2+ B (C2+ D?¥) = (AD + BC)? + (AC - BD)? (FiBONACCI).
Posons: b=AD+ BC>0etc=[AC-8D|>0.
Onabienini=a?+b2+c? abe>00

Corollaire : Tout entier n qui n'est pas somme de deux carrés est el que n?
est somme de 3 carrés non nuls,

Démonstration
Montrons gue 2n n'est pas [a somme de deux carrés, §'il I'était, on aurait
2n=a?+ b2, ol a et b sont de méme pnribf On a alors :

(a+b ( )

ol les nombres écrits sont enliers, ce gui est impossible car, par hypothése, 1
n'est pas la somme de deux carrés. On éerit done, par le théoréme de
LAGRANGE : =X2+1+22+T7 XY Z>0,T=0.
Montrons que I'on peut se placer dans les conditions du théor2me-clé :
siXZ=YTetXT=YZ, onaT=ZetX=Y,
de sorte que n serait somme do deux carrés, ce qui n'est pas. Si XZ # YT,
onposc A =X, B=Y, C=2, D =Tetsi XZ= VYT donc XT # YZ, on pose
A=X,B=Y, C=T, D= Z Par ailleurs, on aura C? + D2 2 A2 + B2, car
sinon, a serail encore somme de deux carrés, ce qui n'est pas,
Dongc, par le théoréme-clé, ona:
ni=al+ b2+ abc>0l
Ce théoréme englobe Te 1 ci-dessus.
On peut alors démontrer la proposition :

n=

Soit p premuer de la forme 8k + 5, et p # 5,
p?est la somme de 3 carrés non nuls.

Démonstration : p étant premier de la forme 4k + 1, il est somme de deux
carrés (Fermat) :
p=a+b? avee a,b>0
a impair, b pair, @ et b premiers entre eux,
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En raisonnat modulo 4 et 8, on voit que b = 2 mod 4. On écrit ¢
2p=(a+ b2+ (a—b)?
soit,enposamt X=a+betY=|a-b]: Jp=X21+¥2 avecX Y >0
ol X el ¥ sont impairs d'ot X2 = 1 (mod 4).
Supposons que X ne soit pas somme de deux carrés.
Par le corollaire ci-dessus, on peut écrire

Xl=ol+Pr+y? o B,7>0
En raisonnant modulo 4, on voit que l'on peut prendre & et [} pairs et ¥
impair, donc : = +F+2+¥ ofy.Y>0.
Ona al+fim0(mod4) ety + Yim2 (mod 4)
de sorle que a4 PRyl + ¥

Si oY = By, on u oy # BY, on applique le théoréme-clé et la proposition
est démontrée,

Sinon, on a =P et y= VY, soit X? = (a + b)? =20l + ¥, soit a? = 2ab,
et comme a et b sont premiers entyre eux, il existe u et v positifs premiers
enlre cux, tels que a = u? et b=2v2, de sorte que l'ona: p = ut + 4vd,

On redémontre au passage un résulial de Sophie GERMAIN, que le seul
nombre premier de cette forme est p = 5. En effet,

p= uwt+dvt={u? + 2uv+ 203 (42 —2uv + 2v?)
el comme p est premier, il faut que

wl=2uv+2vi=1 doi {u-v)i+vi=|
ce gui entraine : u=v=| doup=5.

Mais par hypothése, on a exclu p = 5, et notre conclusion est que la pro-
position est vraie si X n'est pas somme e deux carrés, et vu le rble similaire
Joué par ¥, la proposition est vraie 5i X ou Y n'est pas somme de dewux car-
res.

La proposition ne peut étre fausse que si Y et Y sont des sommes de deux
carrés.

Etudions ce cas. X = a + b étanl somme de deux carrés, comme
b=2(moddyet X=1(mod 4),onaa=3 (mod4).

Si X ou Y est somme de deux carrés non nuls, par exemple X = a? + B2,

ona: xz.:({[?*ﬂz)l+(2uﬂ}2

d'oit p=(0?-P2P+Quf)?+¥Y2=A2+ Y2+ 82
avec A= |o?-f2|,B=20B, A B, ¥Y>0

donc AB»0 et A2+Y22R?

car A1+ ¥Vi=2(mod 4) et BI=0(mod 4).

On est alors dans les coditions du théoréme-cié et la proposition est
démontrée,
Reste le cas on X et Y sont des carrés :
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X=wetY=v2]lvient 2a= X2 ¥ = u? % v2 Par raisonnement modulo
4, on voit que seul le signe + est possible : 2a = «? + vZ, et par un raisonne-

ment déja effectué,
2 2
g=fUEN] Ju=v
2 2

ol les nombres écrits sont entiers. @ serail une somme de deux carrés, ce qui
est impossible, car ¢ = 3 (mod 4).

On en conclut que X er ¥ ne peuvent étre tous deux des sommes de deux
carréys, et la proposition est démontrée.
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