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Le carré de tout nombre 
premier différent de 2 et 

de 5 est somme 
de 3 carrés non nuls! 

J.P. Brevan 
78150 Le Chesnay 

ota : POW" toute la suite. lorsqu'il est question de carrts, on autonse les car­
rés nuls. comme il est habituel en ce domame. sauf précision contraire. 

L'nuteur du probl~me avait bien entendu une solution élémentaire, SUll! 

po'" 1. Ca.! délical Oll p <sI du typt Bk + 5. où il fais3.lt appel 11 un théorème 
de J ACOBr (1828) sur le nombre de représentauon sous fonne de quatre car­
rés, qui appartient plutÔt 11 la théorie transcendante des nombres. C'est donc 
surtout pour ce cas que l'on cherchait des solutions élémentaires. F. 
BERTRA 0 de Toulouse en a effectivemenl trouvé une, mais elle e Sl asSCL 
longue, comme on pOUVait le craindre. E. DELPLANCHE de Créteil fournit une 
solution qu.i uûlise de bout en bout la représentation par des [omles qrUJdra­
fiql4tS par,iculiè.r~s l cllées par LEOf.NDRE dans sa Théorie des Nombres 
(1798) ; cependant, la démonstration de ces formules fai t appel à un difficile 
Thior~mt dt LEGéNDRé : "Tout entier non négatif qui n'est pas de la forme 

l R~ponse li l'avis de recherche nO 47 paru dans le Bl4l1tli" nI) 403. page 203 et 

envoyé par par J P. Brevan. Ce teJ(te est la synthèse des solutions reçues cl a été réd]· 
gt par J.P. BREVAN. 
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4" (81 + 7) est représentable en somme de trois carrés",e! on vérifie a,'cc 

frayeur que dans sa démoDStration, LEGENDRE fait appel au tlléorème de la 
progression arithmétique : '"Toute progression arithmétique ak + b, où a e t b 
sont premiers entre eux, contienl une ïnfinit~ de nombres premiers", lequel 
thtorème n'a été démontné qu'en 1837 par LI!IEVNE-DIRKHLET, ct fait incon· 
testablement partie de la théorie trnDscendante des nombres. 

Si p n',st pas de la fonne 8n + 5. on peu t proposer les démonstratioDS 
élémentaires suivantes : 

1- Cas oùp est de la torme 4k + 3 

On va même prouver plus ; 

Si t> J est de la forme 4k + 3 ( t n'est pas nécessairement prt:mier), t
' 

est 1. 
somme de 3 carrés non nuls. 

Démonstration .' Par le théorème de LAGRANGE (1770), t est la somme de 4 

carrés : 1 = m2 + n2 +pl+q2 m, n, p. q ~ O. 

En raisonnant modulo 4. on VOI t que parmi les quatre nombres m, 11, p. q, 
il Y en a exactement 3 qui 50nt impaars. On suppose m, n. p impairs. donc 
non nuls et q pair. On vérifie l'identité suivante: 

(2::;;: x2 + )'2 + ,:1, avec : 
.le = m' -n' -p' + q2 .y= 2(mn- pq); Z = 2(mp + nq) 

1 étant impair, x est impair donc * 0, et Z ne peut être nul. Supposon' y nul, 
alors On a : 

1 = ml + n'2 + p 2 + qI = 1 + Y 
t= (m + n)2 +(p-q) 2 

mais ceci est unpossible, puisque t est de la forme 4k + 3, et ne peut être 1. 
somme de deux carrés . Donc y n'est pas nul. 

On a bien : ,2 = X' + y?: + z2. avec: xyt: oF. O .• 

1 - Cas où p est d. la forme Sk + 1 

D'après FERMAT·EULER, tout nombre premier p de la forme Sk + 1 ést 
représentable souos la fonne p = x2 + 2y2, et iCI,.ry * O. 

00 eo déduit les représent.tions : 
p' = (x,)2 + (2)'2)' + (2x)')' 

= (.r' - 2,2)+ (2xy)2 + (2xy) 2 etx2-2yl* 0, 
ce qui donne deux ,olutions (en génér.t distinctes) de la proposition amibuée 
à FERMAT. 

3 • Si pest d. la rorme 8/c + 5, donnons la démonstration élémentaire de F 
BERTRAND. U démontre le théorème-clé : 
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Si 2n est une somme de 3 ou 4 carrés nOn nuls, SOil 
2n = A 2 + B' + C' + D' (A. 8 , C > 0, D ;;. 0) 

avec AC .. BD ct C' + D'''A ' + B', alors n 2 cstl.somme de 3 carrés non 
ouls, 

Démonstration 
On peul poser 2a = A 2 + B2 - C' - D', el il" O. Alors : 

n' _a' = (Al + B'l(C' + D') = (AD + BC)' + (AC - BD)' (FlaONAccl), 
Posons : b =AD+ BC> 0 cl c = IAC - BDI > O. 
Onabien :n'=a'+b' + c' a,b, c >O. 

Corollaire; TOUl enlier n qui n'est pas somme de deux carrés est te l quo n' 
est somme de 3 carrés non nul~ , 

Démons/ration 
MonlTons que 2n D'est pas la somme de deux carrés, S' il l'étSlt, on aurait 

2n = a' + b', oll il et b sonl de même parité, On a alors : , , 
n=(a;&) +(,,;&) 

allies nombres écrits sont entiers, ce qui est impossible car, par bypothèse, " 
n'est pas la somme de deux carrés . On écri t donc, par le théorème de 
LAO RANGE : 2n = X' + Y' + Z' + T' X, Y, Z> 0, T ;;. O. 

MonlTon. que l'on peUl se placer dans les conditions du théorème-clé: 
si XZ= YTet XT= n, on a T =ZetX= Y, 

de sorte que n serait somme de deux carrés. ce qui n'est pas. Si XZ ;!. YT, 

onposc A = X, B = Y, C = Z, D = T et si XZ = YT donc XT .. YZ, on pose 
A = X, 8 = y, C = T, D = Z. Par ailleurs, on aura C' + D' .. A' + 8', car 
SInOO. n serai t encore somme de deux carrés. ce qui n'est pas. 

Donc, par le théorème-clé, on a : 
n'=a1+b1+c' G, b, c> O. 

Ce thtorème englobe le 1 ci-dessus. 
On peut alors démonlTer la proposition: 

Soit p prellUer de la {orme 8k + 5, et p .. 5, 
p' cstl. somme de 3 carrés non Duls . 

Démonsrrarion : p élant premier de la forme 4k + 1. il est somme de deux 
carrés (Fermat) : 

p = a' t III ave.; a, b:> 0 
a impair. b pair, a el b prenuers entre. eux, 
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En raisonn.t modLtJo 4 et 8, on voit que b. 2 mod 4 , On écrit : 
2p - (a + b) ' + (a - hl' 

SOil, en posant X- a +b el Y= 1 a -bl: 2p = X'+ Y2 aveeX,Y > 0 
Où X el Y sonl impairs d'où X'. 1 (mod 4). 

Supposons que X ne so;t pas somme de deux carrés. 
Par le corollaire ci-dessus, on peUl écrire : 

X' = a' + ~ ' + yl Ct, ~ , 'P 0 
En raisonnanl modulo 4, on VOil que l'on peUL prendre a el ~ pairs et y 

impair, donc : 2p = a' + ~l + Y' + Y' a, ~, y , y> O. 
On a a ' + ~ '. 0 (mod 4) el Y' + Y2. 2 (mod 4) 

de sorte que a' + ~ ' ''' "(2 + Y2. 
Si aY '" ~y, on a ay .. ~Y, on applique le théorème-clé et 1. proposition 

eSI démontrée. 
Sinon , on a a = ~ el y= y, SOil X' = (a + b)' _ 2a2 + y" sail a' = lab, 

et comme a et b sont prcmi~ts entyre eux , il existe u et v posit ifs premiers 
entre eux, tels que a = u2 et b = 2v2, de sorte: que J'on a : p = u4 + 4v"'. 

On redémontre au passage un résultaI de Sophie GERMAIN, que le seul 
nombre premier de ceUe forme e.1 p = 5, En efret, 

p _ //' + 4.' = (u l + 2//v+2.2)(u 2 -2uv + 2v2) 

et comme p eSI premier, il raUI que 
u l -2",, +2v2 = 1 d'où (14 - .')2+V' = 1 

ce qui entraîne: Il = V = 1 d'oil P = 5. 
Mais par hypothèse, on a exclu p = 5, el notre conclusion est que la pro­

position est vraie si X n'est pas somme de deux carrés. et vu le rôle similaire 
joué par Y, kl proposition est vraie si X Ou Y "'est pas sonune de deux car ~ 

rés. 
La proposition ne peul être fausse que si Yet Y som des Jommes de deux 

carrés. 
Eludions ce cas . X = a + b étant somme de deux carrés, comme 

b .. 2 (mod 4) el X .. 1 (mod 4), on a a" 3 (mod 4). 
Si X 014 Y est sonun. d. d.ux carrés non nul., par exemple X = a' + IP, 

on a ; X' = (aL ~2) l + (2a~J' 
d'où 2p = (aLIJ1)l + (2a~) l + yl =A' + Y2 + B2 
avec A = 1 a' - P' i, B = 2a~, A, B, y> 0 
donc AB",O et A2+ Y2 .. B' 
car A' + Y2 .. 2 (mod 4) et 8 2 .. 0 (mod 4), 

On est alors dons les codilions du théorème-cl6 el la proposition est 

démon!l'ée, 
Res'#! Je cas où X l t Y son1 des carrés .' 
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x = u' et Y = v'. li vient 2a = X ± y = u 1 ± v2. Par r"'sonnement modulo 
4. on voit que seul le signe + est pOSsIble: 2a = u' + v', et par un raisonne· 
ment d~jà errectué. 

où les nombres écrits sont entiers. a serrul une somme de deux. carrés, ce qui 
est impossible, car a. 3 (mod 4). 

On en conclut que X el Y ne peuvenl êtrt lous deux des somm'! de deu.t 
carrl •• ct la proposition est démontrée. 

Galion - Thèmes 
* Gation-Thèmes - S~rie 1 : 6 plaquettes "plul81 pour le collège. des 

idies pour le lycée" : Arpentage, Dessin géométrique, Photo et maths, 
Démontrer avec de. aires, Des spirales, Combien? (Brochure 301 ) 

* Gation-Tbèmes - Série 2 : 6 plaquettes "plu/{JI pour le lycée. des idées 

pour le callège" : Le nombre d'or, Polygones réguliers , Autour de la 
moyenne. Vers les (onctions, Le nombre 1t, Autour de 1t.(Brochure 302) 

* Galion-Thèmes - Série 3 : 6 ploqueues "plulôl pour le lycée, des idées 
pour le collège" : Navigation à vue de terre. Histoire de cubes. Avec 
des polyMres. Figures de la Terre, Paraboles. Planètes. (Brochure 303) 

* Gation-Tbème. - Série 4 : 6 plaquettes "lycée (L) t/ collège (Cr: Le 
bicoin ou tétraèdre quodrirectangle (L). Autour du Nombre d'Or (L). 
Pourcentages (L & C), Graphiques (L & Cl, Calculus (L & C), Racine 
de 2 (L & Cl. (Brochure 304). 

Chaque siri. : prix public 50F, prix adhérent : 45 F.(Porl non compris) 
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