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Dans. la broch ure "Faire de la géométrie tn j o uant ave c Cabri­
Géom~tre" (Cuppens a], nouS avons montré comment l' emploi d ' un logiciel 
cQmme Cabri-Géomètre allié à une méthode "expérimentale" permet de 
conjecturer de nombreux résultats intéressants et de retrOuver le sens origi nel 
de nombreuses nOllons mathématiques. 

Entre lemps. une nouvelle version Cabri Il de C'bri-Géomètre est parue'. 
L'W'1ivée de celle version renforce l'intérêt de celle méthode expérimentale : 
, 'jntroduction de nouveaux outils! simpJi fie les constructions et permet 
d' aller pIus loon dans les m ves~gations . 

Nous montrons ceci sur l'onhocenLTe. L'étude des variations de ce pOint 
remarquable en fonction des déplacements de l' un des sommets du triangle a 

J AinsI qu'une version affaiblie de cette demiàc sur la calculatrice TI 92 ; Cabri est 

donc dISponible aux e:<amens ! 
2 On trouvera une preffi]~re élude de celle version dans (Cuppens b] , 
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été effectuée récemment par J. Fage. [Fages] en utilisant la version PC de 
Cabci'. Nous montrons comment, avec Cabri li, on peut pousser plus 1010 

cette étude. D' autre part, nOUS avons montré dans la brochure déjà citée que 
l' étude d'une transformation appelée inversion isogonale montrait l'cx,Îslcn­
ce d'un lien étroit entre l'onhocentre d'un triangle et les hyperboles équila· 
tères circonscri tes à ce triangle. Nous montrons comment l'introduction dans 
Cabri Il d'un ouul fournissant la conique passant par cinq points donnés per­
met une étude directe de ce lien. 

l. Résultats élémentaires. 
Pour véri lier avec Cabri que les hauteurs d'un triangle sont concourantes, 

il suffit de tracer les trois droites passant par l'un des sommets et perpendicu­
laires au côté opposé : On voit que tes droites .sont concourantes et que celte 
impression visuelle persiste pour tout déplacement de l' un des sommets. On 
peut aussi détenniner le point d'Intersection de deult des hauteurs el deman­
der à Cabri si ce point appartient à la troIsième. La réponse eSI affinnative el 
reste afflrmalive après déplacement de j'un des sommets : 

A 

B C 
Le p int est sur l 'objet 

Bien entendu, ceci n 'est qu 'une affirmaLÎon d'un logiciel qui peUl se 
tromper el ne dIspense pas d'une démonstration. 

On peut alors délinlI une macro Onhocentre ayant pour objets initiaUJt 
les trois points A, B el C et pour objellinall point H. Quand on l' appliquera 
à trois points donnés, elle fournira automatiquement l'onhocentre sans lracer 
les trois hauleurs. En rappliquant à un trIangle ABC. on constate que l' onha­
centre~ : 
- est à l'intérieur du triangle ABC si les uais angles sonl aigus. 
- est presque confondu avec le poinl A si l'angle de sommet A est presque 

droit1 

) Elle ,'appelait aU"'1 "Le géomètn:" . 

.. D. Bergue [Berguel a montu comment ces r6ululls pouvaient être budi6s en classe 
de c-iDqUlèmc 
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- est 11 l'extérieur du triangle ABC (et "nu dessus" de A) si l'angle de sommet 
A est obtus. 

~
A74'" 

·H 

..... :JO, • & 
B c B C 

Remarquons que, pour le deuxième cas, il 
est pratiquement impossible d'obtenir à la sou­
ris un angle droit ; pour ceci, on peUl nedtfinlf 
le point A comme un point sur le ""rele de dia­
mètre BC el, dans cc cas, la distance AH est 
nulle. 

En appliquant la macro Orthocentre aU" 
poinls B, C el à \' orthocentre H du triangle 
ABC, on obtient un point K confondu avec le 
sommet A. On a donc vérifié un résullat évi­
dent dont nous verrons l'importance cl-des-
sous. 

Traçons le cercle circonscrit' c au triangle 
ABC ct le symétrique A' de l' onbocentre H du 
triangle ABC par rapport 11 la droite (BC). Si On 
interroge Cabri sur J' appartenance de H à c, 
Cabri répond que le point A' est sur le cere le c. 

Enfin, Cabri permet de vérifier le résultat 
suivant peut Stre un peu moins connu : si une 
transversale coupe (BC) en D, (CA ) en E et 
(AB) en F, les onhoceolIe$ H, l , J et K des tri­
angles ABC, MF, BFD et CDE sont ahgnés. 

B c 

o ,~~ 

B C 

B c 

!r>::'y e 
B A' Le point .. t ~ur l'objet 

2, Une application du plan dans lui-même. 
Dans ce paragraphe, les points A ct B sont filles el nous éludions l' .ppli-

, On peut. pour ceci. utili ser une macro, facile fil utili ser. 
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cation qui, à un point P du plan, associ l'onhoct.ntre Q du triangle PAB. 
Cene applIcation est définie pour tOut polOt P n' appartenant pas à la droite 
(AB) et, dans ce cas, Je point Q appartient à la drone passanl par P et perpen­
diculaire à la droite (AB ). 

2.1. Tnmsformé d'un poinL 

On déduit de ce qui précède que: 
1. Si P appanient à la droite a (resp . b) passant par 
A (resp. B) et perpendiculaire à (ABJ, alors Q est en 
A (r.sp. B). 
2. Si P appartient au cercle c de diamètre [ABJ 
privé de A et B, alors Q coincide avec P. 
3. Si P appartient à la bande délimitée par les • p. 
droites a et b et n' appartient pas au cercle c. alors 

• 

le segment [PQl coupe le cercle c, maIS ne coupe pas la droite (AB). 

b 

4 . Si P n'apparuent pas à la bande délirrutée par a et b, alors [PQ) coupe la 
droite (AB) et évidemment ne coupe pas le cercle c. 

De plus, la restnction de l'applicauon au plan privé des trois droites (AB), 
a et b est une application involutive (c' c t·à·dire dont le carré est l' identité), 
donc bijective. 

Si on se place dans le plan projectif, nn peut érudier les points à l' ,"l'iru. 
Pour CCCt, on peut utiliser la possibilité offene par Cabri II de "gérer l'inli· 
ni". Un premier exemple consiste à déterminer les coordonnées du Inlnsfnr­
mé Q d'un point P situé sur la droite (AB) et ne coïncidant pas avec A ou 
avec B. Une rénc,ion a priori nous dit que, dans ce cos, les hauteurs u et v du 
triangle aplati PAB i sues de A et 8 sont confondues avec a et b respective­
ment et lcur point d' intersection serait donc à l' infini dans la direcuon per­
pendiculaire à (A8). 

Pour voir que Cabri montre bien ce phénomè· 
ne, on peUl 

v 

- prendre un point P en dehors de 1. droite (AB ), 
- tracer la droite u (resp. v) passant par A (resp. 8) 

el perpendiculaire à la droite (PB) (resp. (PA) , 
- déterminer le poInt d' in tersection Q des droites -- --F- - -----=~~ 

u et v · , 

6 Une application d,recte de la macro Orthocentre..,t possible. mais ell. ne fournirait 
pas les droites u et v qu'il est utile de visualuer pour l'ttude du pMnomène. 
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- calculer les coordoMées' de Q et tracer la droite w passant par P et Q. 
Si on redéfinit le point P comme un point sur la 

droite (AB), on voit (figure de droite) que les caor- a u w 

données de Q sont devenues (0,--J, que les droites u 
el v sont confondues avec a ct b et que la droite west 
perpendtculaire à 1. droile (AB) : on voit que pour 

10.00 : 

v b 

Cabri le lransformé de P est bien Il l' infini dans 1. -+:--+----=1-
direction perpendiculrure Il (ABt. A P B 

On peut aUSSt délerminer le transformé d'un point P li l' infini dans une 
direction d non perpendiculaire à la droite (ABi. Dans ce cas, les droites (PA ) 
et (PB) sonl parallèles Il d ct les hauteurs u el v du "triangle généralisé" PAB 
issues des sommets A et B sont perpendiculaires d. Les droites u et v sont 
donc parall~les ct distinctes (puisque d n'est pas perpendiculaire il (AB) . Le 
transformé du polnl P est donc le point Il l'infini dan. la direction perpendi­
culaire Ad. 

Pour vérifier ceci avec Cabri , se donnant les 
points A et B el la droite d, on peut (figure de 
gaucbe ) : 
. prendre deux pOlDts K el M, 
- déterminer le point d' intersecuon P de la droile 

d et de la droite /fi passant par les points K et 
M, 

- tracer 1. droile u (resp. v) passant par A (resp. 
B ) el perpendiculaire li la droile (PB) (resp. 
(PA) , 

- détenniner le point d' intersection Q des droites u et. v. 
- calculer les oordonnées du poinl Q et tracer 1. droile k passant par K el Q, 
- lmcer la droite d ' passant par le poinl K el parallèle li d. 

Pltis on redéfinille poinl M comme un poinl sur d ' : le point P devienl le 
point à l'inJini dans 1. direc tion d. 

7 L'outJl "Coord. & Equation" fournit automatiquement les coordonnées dans un sys~ 
(~me d'axes, Ici le syst~me d'axes est un s;ys(~mc "par dMaut" que l'on peUt raire 

apparnitrc avec l'ouul "Monlfer les axes", 
8 Seule la valeur 0 pour J'abscisse du painl Q semble QrbIU~ , On pourra remarquer 
quo les coordonnées 01 la droile '" disparaissent si on supprime "Gestion de l'mfini '' 
dans l'ot.llil ·'Otfauts." .. du menu "Options", 
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On voit (figure de droite) que les coordon­
nées du point Q sont devenues ( ..... ) et que les 
droites u • • et k sont devenues perpendiculaires à 
d : pour Cabri. le point Q est donc le point A 
l' iofmi dans la d irection perpendiculaire à d. 
Remarque. En déplaçant 1. droile d. on constate 
que le résultat reste VTai lorsque d est parallèle à 
(AB) et que. par conlre. les coordonnées du point 
Q el la droi le k disparaissent lorsque d est per­
pendiculaire à (AB). 

2.2. Transformé d'une droite. 

De ce qui précMc. on déduit que : 
1. L'image de la droile a (Iesp. bl est le point A (resp. B). 
2. SI d est une droite perpendiculaire à (AB) différente de a et de b. alors d 
est globalement invariante par ln transfonnation. 
3. Si d passe par le point A (resp. B) et n'est pas perpendiculatre à (AB). 
l'image de d est la droite passant par B (resp. Al el perpendiculaire à d. 

Nous examinons lèS aUlreS cas : 

Si d est une droite parallèle à (AB). le lieu 
de Q quand P parcourt d est une ourbe pas­
sant par A et B et symétrique par rappon à la 
médiatrice ni de [AB ) : on peut penser à un. 
parabole. 

Q 

A 

M 
d 

m B 

Pour renforcer cette conviction. on peut remarquer que cette courbe a une 
seule direction asymptotique. la perpendiculaire à 1. droite (AB). 
On peut aussi prendre le symétrique Q' du M 
point Q par rapport à ni et l' Image S du 
point d' intersection M de m et de d (figure 
ci- contre). Cabri Il fournit la conique qui 
passe par les cinq ints A. B, S, Q et Q' : 
on constate qu'elle coïncide prauquement 
avec Q le lieu précédent. En approchant le m 

d 

curseur de ces courbes, 00 constate que Cabri nous dit que c'est UDe parabole 
nt. 

Que peUl-on penser de celle affinnation ? Si on traCe la conique passant 
par cinq points que lconques du plan. on cOns tale qu' il e~t pratiquement 
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impossible de trouver une parabole, une hyperbole équilatère ou une "ell ipse 
clJ'Cul.ire'~. On peut donc penser que la précision des calculs effectués par le 
logIcIel donne un cenain crédit Il ceUe affirmation. Mais ceci ne dispense pas 
d'une démonstration que l'on trouvera par exemple dans [Fages]. 

Si la droile d coupe (AB) en un point D 
différent de A et de B et n'est pas perpen­
dIculaire El (AB), on obtient de même que 
le lieu de Q quand P parcourt d est une 
courbe ayant cle u" directions asympto­
tiques perpendIculaires respecti cment à d 
et 1\ (AB). 

On peut penser Il une hyperbo­
le , ce que Cabri affi rme de la 
même manière. 

d 
p 

Q 

d 
P' 

a 

On remarque que si la droite d est peu inclinée sur (AB) , on n' a Il l'écran 
qu'une branche de l'hyperbole et que ln position de l' hyperbole est différente 
suivant que D appartient ou non au segment [AB] : les points A et B appar­
tiennent 11 la même branche si D est El l'e,,érieur de [AB ] ct à des branches 
différentes si D est Il J'intérieur de [AB] . 

B 
B 

2.3. Transfonné d'Wl cerde. 

Les considér~LÎons de [Fages] montrent que le transformé d 'u n cercle c 
quelconque (ct plus généralement d'une conique) es t une quart.ique dont on 

9 C'est 1. teminologie utilisée par Cabri Il . Comme Je l'ai déjà signalé dan, [Cuppens 
bl. ellc me semble panJcuJièrement malencontreuse pour un dtbulant. 
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trouvera divenies fonnes dans cct .rucle. Ce n'est que quand le cercle passe 
par A et par B que le tran Conné de c est un cercle. 

On peut penser que lorsque c passe par un de ces points, le transformé est 
une cublque. mais on n'a à ma connaissance aucun moyen de le v~ rifi er avec 
la version actuelle de Cabri. 

3. Hyperboles équilatères circonscrites à un triangle. 
En ulllisant une t.mrlsfonnation appelée inversion isogonale, nous avons 

abordé dans le Chapitre 1 L de [Cuppens aJ L'étude des coniques <et en parti­
euher des hyperboLes équila tères) circonscrites il un triangle. Nous montrons 
maintenant comment 1 .. nOuveaux outils de Cabri [) pennettcnt d 'améliorer 
cette étude. 

3. L Propriété fondamentale. 

Traçons avec Cabn [) une hyperbole 
équilatère. 

Une méthode élémentaire pout ceci XV _. _ 0 

con iste à utiliser l'outil "Grille" qu i 
foumit les poinL~ à coordonnées entières 
dans le système d'axes "par défaut" 
(que l'on peut flUre apparaître avec 

l 'outil "Montrer les axes"). On trace ~ 
alors le points de coordonnées (1.4). . . 
(2,2) , (4, 1), (-1 ,-4 ) e t (-4 ,-1) . Avec 
l'outil "Conique", on trace la onique 
passant pa r ces ci nq poin ts e t Cabri 
nou> dJl que l 'on a une hyperbole équi-
latère dont l' équation est X)' = 4. 

On peut alors effacer la grille et les 
axes et prendre trois points A. B et C sur 
celle hyperbole équ;latère. En appli­
quant la macro Orthocentre à ces trois 
pOlOts, on constate que l'orthocentre H 
du triangle ABC semble ê tre su r 
l'hyperbole éqwlat~re, ce que confirme 
Cabri 11. 

Ce résultat esl connu sous le nom de Théorème de Brianchon-Poncelet 
(cf .. par exemple, [Collel & Grison), p. 46). 
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Pour examiner la récipToque. on 
trace quatre poinL' quelconques A, B, C 
el P et on note H le point oblenu en 
appliquant la macro Onhocentrc 11 A, B 
et C. Cabri II affirme bien que la 
conique passant par les cinq points A, 
B, C, H et P est une hyperbole équila· 
t~re. 

On remarquera quel bien que nOUS c.ttt hI.!,.nolt 4quil .. Urt 
ayons dil plus ba ut qu'obtenir une 
hyperbole équilat~re est un phénomène rare, les coniques passant par trois 
points A, B et C et par l'onhoceDtre H du triangle ABC forment une famiUe 
d 'hyperboles équilatères".Puisque l'intersecuon d'une con.ique et d'un ce",le 
contient 3u plus quatre points, une hyperbole de la famille sera caractérisée 
par son intersection avec le cercle circonscrit du triangle ABC. On tracera 
donc ce cercle el 00 redéfinira P comme point sur ce cercle. 

3.2. Lieu des centres, 

Détenninons maintenant le centre 
o de celte hyperbole, Pour ceci. on 
peut utiliser la propnété des diamètres 
: les milieux des cordes parallèles à 
une direction donnée appartiennen à 
une droite passant par le centre de 
l' byperbole. 11 suffit donc de détermi· 
ner le milieu A' (resp. C) de [BC] 
(resp. (AB)) et le milieu M (resp. N) de 

H 0 

A' 

M 

N 

la corde passant par A (r.sp. Cl et parallèle à [BC] (rtsp. [AB]) . Le centre 0 
eSlle point d'intersection des droiles (A 'Mi et (CN). 

En demandant à Cabri de tnlcer le 
lieu du point 0 quand P parcourt le 
cercle circonsent au triangle ABC, on 
obtien t une courbe qui semble un 
cercle passant par les points A ' et C' ; 
ce serait donc le ce",le d 'Euler du tri· 
angle ABC. 

A 

'0 Puisqu'on obuem facilement dan.s Cabri ,'ortlloceOlre d'un triangle, ceci est sans 
doute la m~thode 1. pluS simpte pour obtenir dans Cabri Il une hyperbole &juilatère. 
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Pour confoner ccci , on détennine le 
miùeu B' de [AC] et on demande il cabn si 
le point 0 appar1ientau cetele circonscrit 11 
A', B' et C, La réponse est affirmative, 

On trouvera une démonstration de ce 
résultat dans [Collet & Grisa), p, 47, 

3.3, Enveloppe des asymptotes. 
Le point est snr ('objet 

Traçons maintenan t les v 
asympto tes de l ' hyperbole, 
Pour ceci. on peut utiliser la 
possibilité offerte par Cabri li 
de "gérer l'IDfiru", On détenni­
nera donc sucee sivement : 
- un point quelconque K. 
- le point d'IOterscction L des 

droites (AB) et (KP), 
- 1. droite d passant par L et u 

parallèle il (BC) 
- les points d'intersecuon Met N de d avec l'hyperbole éqw1atère, 
- les droites u et v passant par 0 et par les points Met N respectivement. 

On redéfinit alors le point K 
comme un poin t sur la droite 
passant par P el parallè le à 
(AB). Le point L devient alors 
le point il l'infini dans la dtrec­
tion (AB) et la droite d devient 
la droite de l'infini. Les droites 
u et v sont alors les asymptotes 
ehereMes et on peut vérifier 
qu'elles sont bien onhogon. es, 

d 

Pour obtenir l'.nveloppe de ces asymptotes, ,1 suffit d'applIquer l'outil 
Lieu à la droite u et au point P. On obtient une courbe assez Irrégulière (figu­
re de gauche ci-après) que l'on peut compléter avec le lieu de la droitc v 
(figure de droite), 
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On reconnatt une hypocycloïde à Irois rebroussements ou deltoïde. Po'; , 
expliquer les segments "parasiles'" il suffit de remarquer qu'il y a plusieurs. 
ruptures de continuité dans la dénomination des droites u et y lorsque P tra­
verse J' une des droites (HA), (HB) oU (He) ; elles correspondent à des 
échanges de dénomination des pointS d'lOtersecuon M et N de la droite de 
l ' ,nfini avec l'hyperbole. Cabri joint alors les points correspondants de 
J'enveloppe par un segmenL 

Une autre méthode pour obtenir 
l'enveloppe consiste à demander la 
trace des droites l4 cl \'. Pour obtenir 
une trace régulière, on peut appliquer 
J'outil "Animation" au point p . ce qui 
donne blen une courbe ayant l'allure 
d'une deltolde. 

On obtient bien une courbe res­
semblant à une deltoïde. On trouvera 
une démonstrouon de ce résullllt dans 
[Collet & Griso), p. 49. 

454 
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3.4. Enveloppe des axes. 

Tracer les .xes d'une hyper· 
bole li part,r des asymptotes Il el 
v peut sembler fac ile puisque ce 
sont les bis.seclnCèS des droites Il 

e' " . M8.J. Cabri Il ne trace a 
priori que les bissectrices 
d'angles définis par trOIS points. 
Or il s'avère i mpossibl e de 
prendre des poinrs sur Ic~ droiles 
ft el l' : ceci eSil dO au (ait que ces 
drOlles onl éLé définies comme 
passanl pnr un pOIn t 11 l·infin i. 

J 
v 

On va donc tracer un cercle aux,l .. i,. de centre 0 qUi coupe Il el., en U el V -respectivement. La bissectrice i de UOV et la droite j passant par 0 cl per-
pendiculaire à i sont tes JXe.s cherchés. 

Avec les méthodes du paragraphe p~édenl, on peUl vénfier que l'enve­
loppe des axes semble être de nouveau une deltoïde. 

Remarque. Nous avons vu préc~dc:mment que Cabri foumit les coordonnées 
d'un poinl cl l'équation des droites, des cercles el des coniques dans un sys­
tème d'axes "par défaut" que l'on peul faire apparaître avec ]'Olllil"Monlrer 
les axes", Un uutil "Nouveaux axes" pennet de dUinir un nouveau sysrème 
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d'axes : en J'appUquant aux point 0 , 
U et V, on obtient le système d'axes 
correspondant au repère (0, U, V)., 
Dans ce système, on peut vérifier que 
l'équation de l ' hyperbole lquilathe 
est de la forme xy ~ k. De même, en 
déterminant des points j et J communS 
au cercle et aux droites j et j respecti­
vernent, on obtient que l'équation de 
celle même hyperbole dans le repère 
0, l, J) " est de J3 forme x' - y' ~ 2k. 

3,5. Hyperbole équilatùe el inversion lsogonaJe. 

Pour retrouve r les résultats du 
Chapitre I l de [Cuppens al, il suffit 
de prendre un point Q sur l' byperbole 
équilatère passant par A, 8, C, H et P 
et de délerminer l' isogonal" Q' du 
point Q par rapport à A,8 et C. On 
vérifie que le lieu de Q' quand Q varie 
est une droite passanl par Je cenl!e il 
du cercle circonscrit à A, 8 et C. 

j '75".751"-a. 

J 75Jty-4.0 

1 

Pour aller plus loin, on détermine les points d'intersection M et M ' de 1. 
droite passanl par Q et Q ' avec le cercle circonscrit On vérifie alors que les 
droites de Simson de M et M' coincident respectivement avec les droites" et 
v. 

On peut donc conjecturer que ces droites de Sirnson sont les asymptotes 
de J' hyperbole et que l'enveJoppe des asymptotes obtenue ci·dessus est la 
deltoïde enveJoppe des droites de Sirnson du triangle ABC obtenue dans Je 
Chapitre JO de [Cuppens al. 

l i On voit que plus.ieurs syliotèmes d'a:ti.es peuvent être dl!.linis et ut.ilisés simull.llllé­
ment, ce qui peut être imére;sanr pour ttudit[ Je prob l ~me des changements d'alles. 
I l On trouvera la m.cro adéquate dan, [Cuppens al. 

BuJlfI#f! APMEP rf "'7 ~ jujn ·JuU1e11!J98 

456 

Bulletin de l'APMEP n°417 - Juin/Juillet 1998



4. Conclusion. 
On voit que les nouveaux outils fournis par Cabri U, sans remettre en 

ause les principes de la méthode expérimentale «posée dans 1 Cuppens a] 
permettent une étude plus fouillée. En particulier, l'introduction des coniques 
augmenle considérablement le champ d'élude. Il en eSl de même de 1. possi. 
bililé d'oblenir l 'équation de cerlaines courbes, de l'introduction des vec· 
leurs el de cenaines transfonnations . D'autre part, la possibililé de "gérer 
l'inftni" doil pennenre des incursions importanles dans le domaine de lu géo· 
métrie projecu vc. 
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