
Atelier C 06 

Premières 
modélisations 
d'expériences 

aléatoires: 
Comment éviter 

les solutions hasardeuses? 
Annie Fauconnet 

CMI - Université de Provence Marseille 

L'atelier a regroupt une quarantaine de collègues et • été très animé, de 
façon sympathique d'ailleurs. 

On ne rendra comple ici qUé de cenains des e.emples qui ont ~té traités 
(avec leur num~ro initial). 
Remarque : le, ~noocés ttaient prévus pour susci ter le travai l des partici­
pants, ce ne soot pas des exemples de sujets à proposer en contrôle 1 

J, Utilisation d'une hypothèse d'équiprobabilité 
1. On prend au ha.sard 5 cartes dans un jeu de 32. Calculer 1 .. probabilités 
des tvilleTnl!nJs: 

a) il y a e;ractement 3 as parmi les cartes tir"s, 
b) il Y a au moins un valet, 
c) il y a au moùu un as ~I un valet, ... 

L'hypothèse naturelle est que les C ~l lots de 5 cartes parmi 32 que l'on 

peut obtenir sont équiprobables (on ne s'in t ~resse pas ici au procédé de tira­

ge des canes qui réalise cette hypothèse) . 
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SOli fi l'ensemble de tOus ces lots de 5 cartes: à toule proposition e qui 
définit un événemenl on peut faire correspondre 1 partie E de fi Connée des 
éléments pour lesquels la proposition. est vraie, on notera respectivement A, 
B, C les parties de fi qui repré! entent les événements indIqués en a), b), c), 

Détenrunation de la probabl~té P sur les parues de fi : 
us propriélés des fréquences entraînant en particulier que P doit être additi­
ve et telie que P(fi) = 1. l'hypotb~se d'équiprobabllüé conduit 11 
P (E) = Cand(E)/Card(fi). 

a) Calcul tU CanJ( A.) 
Pour le faire on regarde comment on peut fabriquer un élément quel­

conque de A : 

1°) on choisit un lot de 3 as parmi les 4 du jeu : il y a C~ résultats différents 

possibies i 

2°) on choisit un JOl de 2 cartes parmi les 28 qui ne sonl pas des as : Il y a 

C~. résultats di fférents possibles, à chaque lot de 3 as on peut adjoindre un 

l 2 
lOI quelconque de 2 cartes non as, d'où Card(A) = C.x C" (card d'un 

ensemble prodUII) 
b) Calcul d. P(B) 

La tentative de calcu l de card(B) pM la méthode précédenle présentanl 
des difficultés on s'Intéresse à l'événement contraire ("pas de valet") repré-

senté par B, complémentaire de B dans n. 
c) Calcul de PCC) 

La proposition qui définil l'événement fait apparattre la conjonction "et", 
elle s'explicile sou la fonne : "iJ y a au moins un as" el ' ~ i1 y a au motnS un 
valet", d ' où C = A' n B si on note A ' la partie qui représenle l'événement "il 
y a au moins un as". Mais pour calculer P(C} il vaut mieux comme ci-dessus 

passer au complémentaire : C = A' u ii , P (Cl = P GV1 + P lB) - P r,;:; n B1 
On sail calculer p GV1 = p (ii] el P r,;:; n ii) grâce à l'expression commode 

S 
de card r,;:; n B1: C 1<. 

2. Une boÎre con rient JO bol<les indisctnlab/es al< rol<cher, dont 2 b/anchts. 5 
rouges tI 3 vents. On prend 4 boules al< hasard dans ctrre boîte. quelle est 
la probabiliré pOlIr que trois des bou/ts rirées soient rouges et la quatrième 

blanche? 
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Marùfeslemenl on s' intéresse :lUX coulcUI'S des boules tir6es. Le résuluu 
d' une expérience peUl être représenté par un Iriplet d'entiers positifs ou nuls 
(x,y,z), de somme qualre, x étan t le nombre de boules blanches, y le nombre 
de boules rouges et z le nombre de boules vertes dons le lot tiré. L'événe­
ment qui nous intéresse est alors représenté pM le singleton ((1 ,3,0)) : c'est 
un événement élémentaire. 

Détermination de la probabilité : l' expression "on prend 4 boules au 
hasard dans une boîte .. . " conduit à faire une hypothèse d 'équiprobabilité an.­
logue à ceUe de l'exercice l , mais pour l'expliciter il faut individualiser les 
10 boules présentes : on imagine gu' on les numérote de 1 à 10. Notons n 
l'ensemble des lots de 4 boules numérolées, t E la partie de n qui représen­
le l'événement dont on cherche la probabIlité, P(E) se calcule selon la même 
méthode que pour P(A) dans l'exercice 1. 
Remarque$ 
- Icl n n'esl pas l'ensemble des issues possibles, il esl plus riche, mais il 

reste que loul événement peut être représenlé par une partie de n, et les 
opé .... tio ... logIques sont traduites en opérations ensemblistes . 

• Notons respectivement Xb le nombre de boules blanches, X, Je nombre de 
boules rouges et Xv le nombre de boules vertes dans le 101 de 4 boules 

qu'on va lirer : on ne COn.n.3Îl pas à l'avance les valeurs qui seront prises 
par ces caracl~res, OlalS elles seronl bien délennin6es une foIS l'expérience 
faite : Xb, x" x" sont des variables aléatoires associées à la situation , et 
on peul note< E = [X. = 1] ("'l [ X, = 3] ,ce qui n l'avantage d'être facile à 

décoder. 

4 . On lance une pièce de mO/waie nel'! fois consécutive.s. Sachant qu'à 
chaque coup la pièce pré .. nu "pile" ou ''face '' el que lOutes les séquences 
possiblu sOnt équipro/xJbles, 

a) calcl/lu la probabilité pour que ''face'' apparaisse au deuxième el 
au éinquilme rangs. 

b) calculu la probabilité pour qll 'il appora;' .. plus de "pik" qlU! de 
'face". 

On peut enregislrer le résullal d' une expérience sous la forme d' une suite 
de leltres (p ou f) L'unive", est alorS l'ensemble n des mots de 9 lettres p ou 
f. On peut aussi enregistrer seulement les rangs des lancerS o~ l' on obtienl 
" face" , l'unIvers est alorS l'ensemble n' des part ies de { l, 2 ... .. 9) e t 
Card(n) = Card(n') = 2' . Toutes les i sues possibles tlant supposées équi­
probables la probabili té d'un évinement est déterminée comme dans l'exer· 

cice 1. 
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- Posons A = Fl n F, la notation parle d'elle-même), le calcul de card(A) 

SC fait par l'inlennédlaire d'un procédé de fabricauon d'un é lément quel­
conque de A (partie de n. ou de 0' selon le CboIX fait). 

On pourra. plus tard. vérifier que ce modèle assure l'tndépendancc des 
événements Fl et F, • elc ...• ce qui eSltrès sausfaisant (mRls les programmes 

en vIgueur au lycée ne pennenent pas de cOll5truire l'cspace probabi lisé à 
partir de l'hypothèse d'indépendance mutuelle des 9 lancers ... ) . 

- Soit B = [ Xp >x, J, en notant x" et XI les nombres aMatoires de "pile" et 

de "face" dans une suite de neuf lancers. 
n est c lair que 0 = [x" > X, 1 + [x" < X, 1 (+ note l'union disjointe) el 

que les deux parties ont le même cardInal (par la bijection obtenue en pennu­
tant p et 1). d'oQ P(B) = 112. 

n . Utilisation d'hypothèses issues d'expériences préalables 

2. Soit u". expérience alta/aire da"" laquelle dellx lv/",menlS, "a" et .. b ". 
peuvent éventuellement se produire. S,,, cent reproductio"" qui 0111 éti faites 
d. celle expérience on a observé 74 fois l'événement "0", 65 fois l'béne­
ment " b ", et42 fois la conjonction d.s deux. 
Les événements "a" et "b" élant représêlHés par des parties A et B d'un 
."".mble n peu/-on choisir de poser PIA) = 3/4, P(B) = 213 et PIA n B) = 
4/10 ? 

Ce sonl des fractions simples proches des 
fréquences· observées. Si J'on admet ces 
valeurs on peul calculer 

pIA n fil = pIAI - pIA n sI , 
PIA n BI = p(sl - pIA f'\ BI el 

pIA f'\ Bl = 1 - P lA V BI , mais on trouve ici - 1/60 ce qui est impoSSIble 

et disqualifie le cboix fait. 
En résumé, une fois que les événements ont été représentés par des par­

tie d'un ensemble O. il faut fRIre un certain nombre d'hypothèses, vérifiant 
certaines conruuons. pour définir une probabiltté P te lle que pout lout événe­
menl "e" (représenté par une partie E de O l, PeE) soit une valeUt "conve­
nable" de la probabilité que cet événement. de se prodwre. 

"En effet quand on reproduil n Cois une SilUf;uion aléatoire. on constate que la fr~­
quencc de rtalisallon de chaque événement tend Il se slabiliser quand n devienl lrès 
grand, on prend celle f~uence hmu" supposée comme probablli'é de l'événemen, 
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NotloDS de probabilité "ooditioDnelle et d'indépeodan<:e 

So.t une situation aléatoire $ et deox événements "a" et "b" relatifs à 
cette situation. Comment définir la probab.llté que "b" se réalise sachant que 
"a"est réalisé ("a" étant de probabilité non nulle) ? 

Elud •• llIJistlqu • . 

S. on reproduit N fois la situation S, dans la sllite des N épreuves obte­
nues il y en a N. qw réalisent "a" et panni elles il y en a N .. b qui réalisent 
l'événement "0 et b". N,b / N, est la fréquence de réali<ation de "b" sur une 

suite de N. reproductions de S. ( slIualion S dans InqueUe l'événement "a" 
eSI réalisé). 

Or N..., / N, = (NLb / N): (N./ N), d'où l'idée de définir la probabilité de 

"b" dans la situation S. par P(A n B) / P(A) si on • déjà modélisé 1. situ.tion 
S (ctla suppose P(A) * 0 ). 

Remarque. Dans le cas où la modélisation a été faite Il l'a.de d'une hypothè­
se d 'équiprobabilité de sorte que P(A) = Card (A) / .rd (0), alors 
P(A n B)IP(A) = Card (A n B) / Card (A), tout est cohérent. 

Etud. lIIIllhimaJiqu. 
- Si on a modélisé la situauon $ et défini une application P convenable sur un 

ensemble de parties de 0, alors, si P(A) * 0, l'application PA définie par 
PA (B) = P(A n B)/ P(A) (que l'on note habituellement P(B / Al) est OUSSi 

une probabilité, et sa restriction à des parties de A permet de modéliser la 
situation S •. 

- Inversement. pour ccnaines ~itualions aléatoires. il arrive que l·on définisse 
l'application P en détenninant d'abord les probabilités d 'un système com­
plet d'événements "a,"(représentés par les éléments Ai d'une panition de 

0), puis en modélisant les situations S, ($ dans laquelle "a; .. est réalisé), et 
en appliquant les fomlules 

p(a)= 2,P(A, n a)= 2,P(A,) x P(BI Ad , , 
fndipendonu dt deux ivbumtnls 

- Définition mathémauque : étant donné un espace probabilisé (0 , <1>, P) 
deux "événements" A el B sonl indépendants 5si P(A na) = P(A) x P(B) 

(alors A et B ont aussi indépendants, cie ... ). 

- Inversement si dans une situation aléatoire S deux événements, représentés 

par des parties A el B de 0 sont tels que la réalisation de l'un n'apporte 
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aucune informauon sur les chances de réahsauon de l'auLrC. alors on déter­
mine l'application P de telle sone que P(A ("\ S) = P(A) X PtS). 

Les nolton de probabilité conditionnelle et d ' indépendance permettent 
de préciser le sens de l'adjecuf "convenable" utilisé plus haut. 

nI, Exercices d'utilisation des probabilités conditionnelles 
2. Une boire U contitltl 3 bQul~.r blanches d 2 boules /loires, el Ime boite V 
contient 2 boules blanches el8 bou/es noires, On tir/! une boîle au hasard, 

a) el dans cette bolle on tire une bo"le au hasard. calculer la probabili· 
té pour qU 'elle soit blanche. 

b) et dans cette boite on fai l sucees.vivement deux trrages d 'une boule, 
avu r.mise. Qu,Ile est la probabililé d. tirer une boule blanch. au 
deuxilme coup sachanl qu '011 a url une bumche au premier? 

On peUt enregistrer le résultai d ' une expérience sous la fonne d' une suile 
deletLrCS el poser pour a) : 11, = 1 (u.b). (u.n). (v.b). (v.n» 

pour b) : 0. = 1 (u.b.b). (u.n.bl .... (v.b.n). (v.n.n») 
li est pl", important de nOler les parties qui ceprt,cnlenl les événements 

constituants de chaque étape : 
- V (resp. VI les parties (respectivement de n. et de O.) qui ceprésentenl "la 

boîte tirée est U (resp. V)" 
• B (resp. N) la partie de n. qui represente "la boule tirée eM blanche (resp. 

noire)" , B, (resp. N,) la partie de 0. qui représeote "la i-ièmc boule urée est 

blanche (resp. noire)" . 
Quand 00 réalise l'expéneoce al, ou bien c'est l' tvénement U qui se réa­

lise, ou bien c'est l'événement V. ce qui se Ltaduil par na:: U + V, cl ou 

bien c'est J'événement B qui se réalise. ou bien c'est l'événement N. cc qUI 
se traduit par n. = B + . en conjugant les deux aspects On oblienl : 

n. = (U + V) ("\ (B + N). qu'on déveJoppe co n. = V ("\ B + V ("\ N + V ("\ B 
+ V ("\ N. (NB. Tous les "ou bleu" sont exclusifs). 

On retrouve ici les quaLrC événements élémenUllfes possibles dont il faut 
détenniner les probabilttés. 

DétenninntioD de la probabilité P (on pollJT1l.lt fatre une présentation en 
tableau carré) 
a) On a envie de définir P telle que peU) = PCV) = 1/2. P(BIU) = 3/5 .. .. 

PC NI = 8/10. ce qui donne P(V ("\ B) = 3110 .... Pcv ("\ N) = 4/LO . et 
aucune contradlcùon o'apparaît (on pourrait l. démontrer). 
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Or B = (U + V) n B = U n B + V n B, donc peB) = Peu) x P(B ! U) + 
PCV) x P(B / V) = 215. 

b) lei il y • trois parutions et les 6vénements élémentaires sont du type 
Un B, n Bl ' mais pou r déterminer l'application p, à partir de 

peU) = PCV) = 112 on peut utiliser deux méthodes, 

- soit peU n Bt n B2.l = PCU) x P(B, 1 U) x P(B2 ! U n B,) 
. soi t peU n B, n B2 ) = peU) x PC B, n B2 / U) = 112 x (315 x 315), car 

dans la boîte U on fait deux tirages avec remise, donc indépendants 
(cel. suppose qu'on a déjà modélisé ce type de situation). 
Cette deuxième méthode eSI la plus agréable ici et pourrait nussi être 
uuIJsée si on faisait des tirages sans remise (à condition d'avoir déj 
modélJsé la suite de deux tirages sans remise dans une boÎte donnée). 

Utilisation d'un arbre pondéré 

Inconvénjents : 
- les probabilJtés sont écrites au-dessus de traits qui ne représentent pas des 
événements (mais peuvent dans cenains cas évoquer des passages d'un 
état à un autre, ce qui est source d'erreurs), 

. nen ne permet de manifester la signification exacte de ce qui est écrit ( pro­
babiliu! de quel événement, dans quelle siluation conditionnelle ?). 

~blanche 

31~blanche__ . 
~ "Olle 

712 
boîte U ~. __ blanche 

nOire __ 
noire 

~ 
__ blanche 

1 ~bl.nche__ . 
~ nOlle 

boîte V 
~. __ blanche 

DOire __ . 
nOtre 

Il faut donc absolument l'accompagner 
de la notation des t"éDemenLS, (par exemple comme ci-dessus par U, V, 

B, ,BI' ... ), 
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- de 1. d~fjnition des valeurs écrite : P( B, 1 U ) = 3/5 , elC ... 

Ensulle seulemenl on peUL formule r le problème po~ dans bl : il s'agit de 
calculer P (B21 B, l. 
On sait que P (B2 /B,) = P (B, n Bvl P (B,). 

Or B,=(U+V)nB,=UnB,+VnB" 

donc P(Bt) = P(U) X P(B, I U) + P(V) x P(B,I V) = 215. 
el B, nB2=(U + V)n(B,nBv= Un(B,nB2l+ v n (B, nB,), 

donc P(B, n B2) = P(U) x P(8 , n B, 1 Ul + P(V) x P(B 1 n B2 1 V) = 1/5. 

La recherche d'uo espace probabilisé pour représenter une si luation 
• aléaloire et l'analyser est une démarche analogue à celle qlli est utilisée dès 
'. le co ll ~ge pour trailer cenains probl~mes "par l'algèbre" (choix el nOlation 
: des inconnues, mise en équation ... ). 

La nOlation + pour une union disjoinle a des avantages : 
si A = B+ C alors prAl = P(B) + PCC), 
siA=B+C alors EnA=EnB+EnC . 

Ces égalités sonl généralisables à une unIOn de plus de deux panics 
deux li deux disjointes. 

403 

Bulletin de l'APMEP n°416 -


	Les ateliers
	Premières modélisations d'expériences aléatoires


