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Soit une suite de quatn: tiges (ou CÔlés) de longueurs données AB = a, 
BC = b, CD = c, DA = d, aruculées librement deux li deux en chacun des 
sommets (ou p,vots) A, B, C, D : c'est un quadri l.lère articulé. Nous le 
cons,dérons dans le plan nffme euclidien. 

Le quadrilalère aniculé a été étudié à la fin du XIX' siècle, du poinl de 
vue iném.lrqu. par KOENIGS, du poin t de vue variable complexe par 
DARBO , pour ne cller que le. deux références les plus importantes. Pour 
introduire 11 l'éwde du quadrilatère nnicuJé el mettre en évidence la variélé 
des concepts et la simplicité des résultats, il a élé proposé deux ateliers dont 
voici appro::umauvemenlles contenus : 

Atelier A 21 

1. Classification d' .près le nombre 
de pivols rév olul ion comp lète 
(inégalité triangulaire). 

Il. Relation enlre les longueurs de 
diagonales. Quelques mOts sur les 
courbes de genre un el les fonc,ions 
elliptiques. 

Atelier C 20 

Ill. Circonscriptibili'é à un cercle 
(élémentaire). 

IV. Connexité de l'ensemble des 
posiuons. 

V. La suite de Darboux. Le théorè­
me a été énoncé. Le Ils o~ la su.ite 
ne comporte que quatn: termes a été 
complètement étudié. 

Pour chaque 3te~er, ,1 y a une partie élémentaire, avec des démonstra­
tIons, et une partie d'un niveau plus élevé où il n'a été donné que des indica­
tions. Des modèles (tiges en canon articulées par des œillets) oot circulé 
parmi les participants pour manipulation. 
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Introduction 
La figure repr6senle trois po$lUOns du quadrilatère (n, b, c, d) : 

a = 2 cm, b = 2,7 cm, c = 3,5 cm, d = 3 cm 

D D 

c 
c 

A 

B B 

convexe uruCODCIIIVC 

D 

A C 

Dans la suite les deux longueurs de diagonales sont notées x et y, x = BD, 
Y = AC. Les sommets et les côtés sont baptisés de manière que 
AB = a = inf(a, b, c, d) et que la longueur de la tige qui s'amcule avec AB en 
B soit inféneure Il la longueur de la tige qui s'articule avec AB en A (d ;.. B). 

l, Existence de pivots à révolution complète 
D'abord, pour qu'un quadrilatère (a, b, c, d) existe, " fau t et il suffit que 

chaque longueur de tige soit inférieure à la somme des trois autres. Pour que 
le quadrilatère puisse bouger, On exige l'inégali té strie le. Dans la suile 
donc : 

Q = (- a + b + c + dXa - b + c + d)(. + b - c + dXa + b + C - d) >0 

chaque terme du prodUIt étant évidemment positif. Introduisons les inter­
valles lA = [d -., d + al, le = [lb - cl, b + cl, lB = lb - a, a + bl, ID = [Id - cl, 
e + dl. La condition d'cXlstcnce s'écrit au si: 

lA 1"1 le d'intérieur non vide", lB n ID d'int6rieur non vide 

En erfet x E 1 1"1 le, ou y e [B 1"1 [D' sont des conditions qui permettent de 

cOnstnl1re le quadrilnlhe et celui-ci doi' pouvoir bouger. 

L'existence du quadrilatère (a, b, c, d) étant acqUiSe, f",ons la tige AD 
par exemple. A quelle condition la tige AB peul-elle faire un tour complet 
autour de A ? Si c'est possible, le pivot A e~t dit Il révolution complète. La 
condition d'existence de tels pivots a été détaillée (inégalité triangulaire) et 
donnée sous trois formes équivalentes : 
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(1) e,.; M où E = sup (a + b, a + c, • + d) et M est la somme des deux autres 
côtés. 

(il) lA CIe'" lu C [D 

(iii ) P = (a + b- - d)( 3+ c- b-d)(a +d-b-c)( 3+ b +c +d)"O 

Si l' une de ces conditions est réalisée, il existe au moins deux plVOIS il 
révolution complète, e.lTémit~s d'une tige de longueur minimum. TI <St uule 
de noter que le contraire de ces condiuons (pas de pivot 11 rév(}luùon complè· 
te) , évidenl pour (i) el (iii), , 'écrit en ce qui concerne (ii), compte tenu de la 
condjtion d'existence: 

(u)' lA ct [e sont enchevftrés, c'es t à dire que hacun rencontre le complé­
mentaire de l'autre, ou 

(ii)" lB et [0 son' enchevêtrés. 

Quand il y a des pivots il révolution complète, il n'yen a en général que 
deWL Voie, les cas particuliers où il yen a davantage : 

- le quadri l a~re bi·isocèle, dit cerf·volant dan sa pOSItion convexe, dit re( 
de Jance dans sa position uniconcave, a trOis plVOLS à révolution complète. 

- le parallélogramme, dit contre·parallélogramme dans sa poSlùon croisée, et 
SOn cas particulier, le losange, ont quatre pivots à révolution complète, 

II. Relation entre les longueurs des diagonales 
On l'obtlen, simplement en écrivant det (DA, DB, OC) = 0, En multi· 

pliant il gauche la matrice A des composanles des trois vecteurs par la matri­
ce transposée, les éléments de 13 maLnCe produit SOnl les produits scalaire. 
des trois vecleurs pris deux il deux, On a det 'A A = (det Al' = 0 el 

DA'=d
'
, DB' =x' , OC'=c' 

2 DA, DB = DA' + OB1_ AB' = d' + x' - b' : 2 DB . OC = x' + c2 - h'; 
2 OC . OA = c + d' _ y2, 

En posant x' = X, y2 = Y, on trouve une relauon du troisième degré en X 
et Y : 

R(X, Y) = - XY(X + y - a) + J} y + y y + Il = 0 

a = .'+ b' +c' + d'; ~ = (d'-n'X b
'

· c'); y= (b'-a')(d' -c'): 
Il = (b' + d' • a' . c')(a' c'- tr' d' ) 

On nOIe r la panic du graphe de celte cubique au dessus de lA pour 

E ,.; M, au dessus de 1 ... " le pour E > M. La courbe r est simple fermée . 

Elle délimite un domaine convexe. r est coupée en deux ]WinL~ par une 
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parallèle 11 l'lUe des X ou 11 l'axe des Y. Les figures ci-de"ous montrent 
l'allure de la courbe r dans les différen ts cas. 

Cas particuliers : <ublque décomposée 

v 

Q(a,b,<,d) 
bi-isoc~le 

a=b;c_d 

v 

Q( .. b, C, d) 
paralJ~logramme 

a=c;b=d 

x 

v 

+ x;. 

'" 
0 x 

Q(a, b, c, d) 
losange 
a=b_c =d 

Cas général: pas de point double (elliptique, P .. 0) ; un point double 
(unÎ<unai. P = 0) 

y v y v 

.;- .;- .;- .;-

o~q ~ 
' ~ 

~ 
'q 

oDq , 0 , x 0 

c = .up(a, b, c, dl d = sup{., b, Co d) a+c=b+d a+d=b+c 

x 

- SI une cubique • deux points doubles, cUe est décomposée, Le graphe de 
R{X, Y) = 0 ayant U'ois direct ions asymptotiques est décomposable de 
deux façons en unc hyperbole et une droite, d' une seule façon en U'OIS 
droites, En écrivant la décomposition, on constate qu',1 s' agit des cas parti­
culiers où le quadrilat~re n strielemenl plus de deux pivots 11 révolution 
complète, 

- Si une cubIque a un poinl double, ene est unieursal., c 'est à dire qu'elle 
admel une représentation paramétnque rationnelle. r a un point double à 

tangentes distinctes si et seulemenl si E = M ~ P = 0 ~ lA C le avec une 

extrémtté commune, ou tout sunplement lorsque Q (a, b, c, d) est "pliable" 
sans que ses quatre: cÔtés soient deux 11 deux égaux. 
Q(a, b. c, d) peut être "pliable" de deux façons, comme l'Indiquent les 
positions ci-dessous presque pliées : 
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a d Re 
--

b c d 

a+d = b+ c a+c =b+d 

- Une cubique qUI n', pas de points doubles est dite de genre un. Les coor­
données d'une courbe de genre un sont des foncuons rotionnelles de fonc­
Uons elliptiques. 
[Les quantités Q f 16 abcd et - P 116 abcd défi russe nt le5 deu périodes). 

Dans la suite, un quadrilatère est dit décomposé, unicursaJ, ou elJjptique 
suivant que l, cubique qui lui est attachée est décomposée, unicursale ou de 
genre un. 

m. Circonscriptibilité à un cercle 
- Un quadrila tère décomposé est circonscrIpuble à deux cercles, si on admel 

dans le cas du parallélogramme <el du losange) qu'il s'.gil de deux cercles 
dont les centres sont à l'infini. Rt!c iproquement. si un quadril"tère est cir· 
con cripuble à deuA cercles, il esl 
décomposé. D 

- Un quadrilalèrc cltconscriplible à un Ô 
cerc le est unicursal. comme on le d 

vc!rifie facilement en écrivam que les C 

segments des tangen tes au cercle b A 

issues d'un sommet sont ~gaux . La Il • 

réciproque eSI vraie: un quadrilatère • + c . b + d 
unicursaJ est CÎrconscrll à un cercle 
et à un seul quelle que SOI t sa posi­
tion. Le temps a manqué pour en 

D 

dooner la démonstratioo, qui se ~'<:!>-'-l"- _ I 

foode sur la composition des rota­
tions et des symétries dons Je plan. 

. , 
c 

/ 
a+do::b+c 

D 

tl +d =b+c 

D 

c 

Il
,", D 

a+dsb+~ 

- Un quadrilathc ellJplique n'est pas 
Clrconscriptihle à un cercle. 
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IV. Connexité de l'ensemble des positions d'un quadrilatère 
plan articulé 

On fixe les pivots DIA. Le pivoi B décrit LQut ou partie du cercle de 
centre A et de rayon a. Le pivot C décril une panie du cercle de centre D et 
de rayon c. n y a II'8Ilsmission du mouvement d'une "roue" à l'autre par la 
"bielle" BC et les "manivelles" AS et OC dans le langage de KOENIGS. 

a = 2; b = 5,5 ; c = 3,5 ; d = 6 

E<M:a+d<b+c 

a=2;b=4;c=3 ; d=6 

E>M:a+d>b+c 

A 

Les dessins sont raits dans le cas elliptique P .. 0 avec cl = sup (a, b, c, dl . 
A gauche la bielle transforme un mouvement de va-el ~v jenl sur un arc de 
cercle en un mouvement circulaire complet. If 'i fi deux composantes 
cOnnexes de l'ensemble des positions du quadrilatère suivant que le poinl C 
appartienl Il l' un ou à l'autre de deux ares disjoints. A droite chacun des deux 
mouvements sc limite à un arc de cercle. l'ensemble des posi tions est 
connexe; le quadrilalère articul~ peut se reloumer dans son plan . 

V, La suite des quadrilatères de DARBOUX 
On part d'une posilion Q = ASCD d ' un quadrllalère arlicu l ~ de CÔlés 

a, b, c. d. On prend le symétrique Al de A par rapport 11 la diagonale BD. On 

nOie QI le quadrilalère AIBCD. Ensuite on prend le syméuique B2 de B par 

rapport à la diagonale A,C. On note Q, = A,B,CD. On pOursUIt, en prenant 

chaque érope le syméuique d'une extrémilé de la diagonale commune aux 
deux quadrilalères précédents par rapport à l'aulre dJagonalc du quadrilatère 
précédent. Les dessins de l'Introduction représenlent les trois premiers 
termes d'uDe suite de DARBOUX, Le lecteur pourra dessiner les deux 
tennes SUIvants. 
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Th/orème th DARBOUX: oU bu,n la suite comprend un nombre il/mlÎti d. 
formes distmctes du quadrilatère, quelle que SOli lolom.e d. départ. ou bie" 
la s,lite comprend un nombre JimÎti rh formes distillclts et. quelle que sait la 
for~ initiale, ce nombre est toujours limité II IOlljoun le mime dans chaque 
luite. 

Le grand lhéorème de PONCELET, qui s'explique comme le théorème 
de DARBOUX par le rô le des fonctions elliptiques dans la paramétrisation 
d'une cubique de genre un, a été évoqué, ainsi que l'alternauve de STEINER 
(voir BERGER, Géométrie,10-1()"3, 10-10-4, et 16-6). 

La suite de DARBOUX est limitée à quatre termes pour 
1) = (bl + d1 _ a' - c')(a' c' _ b' d') = O. 

On met ainsi en évidence deux familles de quadrilatères articulés: 

1) les quadrilatères à diagonales rectangulaires: a' + c2 = b' + d' 

C'e.;t le cas du quadrilatère figuré dans u-ois positions dans l'inu-oduction . 
Les quadrilathes de cette fanulle sont elliptiques avec deux pivots li révolu­
uon complète (P < 0). 

2) les bissectrices de deux angles opposés Se coupent sur la diagonale: 
Be = bd. 

Ces quadrilatères sont ell iptiques, avec une seule composante connexe de 
l'ensemble des poSluons (P > 0). 

A B 

D 

Dans 1. figure ci-contre, les 
pivots C et 0 sont lixés . Le côté 
CD n' st pas matértalisé. 

ABCD délinll la posilion in.uale 
C du quadnlatère de côtés a, b, c. d. 

Après quatre opérations de symé­
trisation ln posi tion fin31c t'Sl 

A}B.CD. 
B. 

Un modèle a circulé parmi les 
participants. fait de Il bandes de canon reliées par des œillets. mob.les sur 
Un support de conu-cplaqué. avec des VI5 fixées en C et 0 dans le cOnlreplu 
qué. 

Sans quitter le suppon plan, 00 peut échanger la Iig.ne brisée DABC avec 
la hgne brisée symétnque DAJB.C. 

Sur ce modèle on vérifie expérimentalement deux résultats : 
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1) La nature de la suite de DARBOUX ne dépend pas de la forme initiale. 

2) Pour ce quadrilal~re elliptique particulier te l que E > M, l'ensemble des 
positions est connexe. 
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