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24 Le triangle

= arithmétique

a travers les ages
Michel Guillemot

Au début du XI* siecle, de nombreux savants connaissaient le triangle
arithmétique. Certes les témoignages que nous en avons ne sont pas de pre-
miére main, mais nous pouvons penser que certains mathématiciens arabes
ou chinois utilisaient le triangle arithmétique & cette période.

De nombreux écrils consacrés & |'histoire des mathématiques chinoises
indiquent I'illustration du début du Siyuan Yujian (Miroir pur comme le
jade des quatre primordialités) écrit par Zhu Shije en 1303, Nous y voyons,
en effet, les coefficients du bindme écrits jusqu'a la huitiéme puissance.
Mais, en fait, Zhu Shije n'utilise pas explicitement ce triangle, lui préférant
la méthode dite de Ruffini-Hémer pour rechercher les racines « d'équations
polynomiales ». Il ne prétend nullement éwre I'inventeur de ces procédés.
Quelques années plus t6t, vers 1275, Yang Hui avait présenté un triangle
arithmétique, jusqu'a la sixidme puissance, tout en précisant que son utilisa-
tion remontait A Jiu Xian qui aurait vécu vers 1050. Les ouvrages de ce
savant ne¢ nous sont pas parvenus. Quant i celui de Yang Hui, il s’agit du
Xiangjie Jiuzhang Suanfa (Explication détaillée des méthodes de caleul des
neuf chapitres) : les Neuf Chapitres sur I'art du calcul étant la « bible »
mathématique chinoise compilée au premier sigcle de notre &re et inspirant
de nombreux commentateurs. La seule traduction & laguelle nous ayions cu
accés est partielle, Elle est I'ceuvre de Lam Lay Yong et elle correspond & la
description du triangle :

« The unit coefficients of the absolute terms (chi-shit) span the left side.
The unit coefficients of the highest powers (vii-suan) span the right side,
The centre contains all the other coefficients (lien) . After the coeffi-
cients are multiplied by the « estimated root » (shang), the sum of the
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products is removed from the absolute term (shih) ».(p.416)

Cela ne fait aucun doute, Yan Hui utilise le triangle arithmétique pour la
recherche des racines des « équations polynomiales ». En 'absence d'autres
indications nous proposons, ici, une adaptation d'une reconstruction donnée
par John Hoe : nous l"appliquons A la résolution du premier probléme de
I'ouvrage de Zhu Shije od 1"auteur nous donne la réponse, sans indication de
la solution. 11 s'agit de déterminer un triangle rectangle dont on connait le
produit du diamétre d du cercle inscrit par celui des deux c6iés a et b de
I'angle droit, 24, et la somme d'un cdté, a, avec 1'hypoténuse, ¢ : 9,
Autrement dit, il s’agit de résoudre le systéme :

abd=24 ,a+c=9,d=a+b-c,a?+b=¢
qui conduit A la recherche des racines de |'équation :

b*-9b* -810* + 729 > -3888=0, (1)
équation dont les coefficients figurent dans le texte de Zhu Shije. La solu-
tion, 3, peut se trouver pas a pas en opérant, selon John Hoe, comme suit. On
écrit les coefficients de (1) ainsi que les coefficients binomiaux, puis Jeurs
produits ligne i ligne.

- 3BER | - 3888
AR R 0 0
729 1 2 1 729 1458 729
-81 1 3 3 1 -81 -243 -243 -§I
-9 1 4 6 4 | -9 -36 -5 -36 -9
¥ 3 'S 1900 5 i 1 5 10 10 5 1

En additionnant les nombres de chaque colonne on obtient les coeffi-
cients d'une nouvelle équation correspondant au changement d'inconnue de
ben(l+y):

() ~32484+1184y+442y3 107y -4 y* +y5=0.

En réitérant le procédé nous obtenons une autre équation dont la somme
des coefficients est nulle, ¢'est--dire admettant 1 pour racine : autrement dit,
2 est racine de (2) et 3 est bien racine de (1).

Plus tard, en Chine, d"autres savants, lels Mei Wending (1633-1721) ou
Li Shanlan (1810 - 1882) utiliseront a leur tour le triangle arithmétique ou
d"autres tableaux semblables.

Quant aux mathématiciens arabes, As-Samaw'al, mort en | 174, attribue
le triangle arihmétique, et ce qui §'y rattache, a I'un de ses prédécesseurs,
Al-Karaji. Nous ne savons presque rien de ce brillant algébriste si ce n'est

qu'il a vécu & Bagdad 2 la fin du Xe et au début du XI". Si certains de ses
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écrits nous sont parvenus il n'en est malheurcusement pas de méme pour
celui auquel se référe As-Samaw'al.

Voici comment, d'aprés As-Samaw’al, Al Karaji construit son
triangle.(Rashed, p. 76)

« Rappelons maintenant un principe pour connaitre le nombre néces-
saire de multiplications de ces degrés les uns par les autres, pour tout
nombre divisé en deux parties. Al-Karaji a dit que si I'on veut y parve-
nir il faut poser sur un tableau « un » et « un » au-dessous du premier,
déplacer le [premier] « un » le [premier] « un » & celui qui est au-des-
sous de lui : on obtiendra ainsi « deux » que 1'on posera sous le « un »
[déplacé] et on posera le [deuxidme] « un » au-dessous de lui. On aura
done « un », « deux » et « un », Cect montre que pour toul nombre com-
posé de deux nombres, si I’on multiplie chacun d'eux par lui-méme une
seule fois - car les deux extrémes sont « un » el « un » - et si I'on multi-
plie chacun d'eux par I'autre deux fois - parce que le terme intermédiai-
re est 2 - on obtiendra le carré de ce nombre. Si on déplace ensuite le
« un » de la deuxigéme colonne sur une autre colonne, qu'on ajoute le
« un » [de la deuxiéme colonne] au = deux » [au-dessous de lui), on
aurn « trois » qu'on inscrira sous le « un » [de la troisidme colonne] si
on ajoute alors le « deux » [de la deuxiéme colonne] au « un » au-des-
sous de lui, on aura « trois » qu”on inscrira sous « rois », puis on inscri-
ra « un » $OUS ce « [rois » ; on obtiendra ainsi une troisiéme colonne
dont les nombres sont « un », « trois », « wrois » et « un ». Ceci nous
apprend que le cube de tout nombre composé de deux nombres est
donné par la somme du cube de chacun d'eux et de trois fois le produir
de chacun d'eux par le carré de 1'autre.

Cette construction, explicitée jusqu'a l'ordre 5 correspond aux régles

T b L2

Elle nous « apprend » la formule du binféme.

Il semble que le Iégendaire savant et poéte persan, Omar Khayyam (1048
= 1131), ait exposé, pour la premire fois, dans un ouvrage qui nc nous est
pas parvenu, une démonstration de la véracité de cette formule. Voici ce
qu'il écrit dans son (Magal Fil Jabr Wal Magabala, (traité en algébre et en
mugabala) traité d’algébre ot il développe une théorie géométrigue des
€quations cubiques (p. 20) :
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« Les Indiens possédent des méthodes pour déterminer les cotés des
cartés et des cubes, reposant sur une induction <fondée> sur peu <de
nombres> ; c¢'est-A-dire la connaissance des carrés de neaf chiffres, 2
savoir le carré de un, de deux, de trois <...>, ainsi que des produits de
"un par I"autre, & savoir, le produit de deux par trois, et de méme pour
les cas similaires. Nous avons composé un ouvrage pour démontrer que
ces méthodes sont exactes et qu'elles ménent & I"objet cherché. Nous
en avons, en outre, multiplié les formes, je veux dire que nous avons
montré comment déterminer les cotés du carré-carré, du carré-cube, du
cubo-cube, et ainsi de suite, ce en guoi personne ne nous avait précéds.
Ces démonstrations sont des démonstrations pumériques, fondées sur
les livres Arithmétiques de |'ouvrage des Eléments . »

As-Samaw’al utilise quant A lui les coefficients dans un cadre numénque.
Ainsi, aprés avoir déterminé une valeur approchée a de la racine n-i¢gme d'un
nombre N, il donne donne comme autre valeur approchée

3 N-d'
(T a+(;)a1+... +(n: l)a‘""+1

généralisant les approximations connues pour n égal & 2 ou 3. Cetle approxi-
mation sera reprise par Nasir al-din at Tusi (1201 - 1274). En dehors des
aspects algébriques et numériques, les savants arabes n'onl pas dédaigné de
s'intéresser aussi & I'aspect combinatoire du triangle arithmétique. Nous
citons seulement, ici, les travaux du savant maghrébin d'origine andalouse,
Ibn Mun’im, mort en 1228, Son ouvrage Figh al-Hisab a éé écrit entre 1207
et 1212. Le premier probléme du chapitre 11 est le suivant : (Djehbar , p.
18).
« Probleme | »

Etant donné dix couleurs de soie, avec lesquelles nous voulons faire
des houppes (respectivement ) d'une, de deux, de trois couleurs, et ainsi
de suite, jusqu'a la demitre houppe qui doit étre de dix couleurs, nous
voulons savoir quel est Te nombre de houppes de chaque espéce, les
couleurs de chague houppe étant connues, ou quel est le nombre de
toutes les houppes rassemblées, compte tenu des différents nombres de
couleurs des houppes.

Quant au triangle arithmétique il a la forme suivante : (Djebbar p.16 .
p.54)
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TP ST /S 14| Bien sr de nombreux mathémati-
r S e - = ciens arabes ont utilisé le triangle

s db_-_,. - 6""‘)" - : arithmétique : nous avons voulu
Jﬁ&i’}ﬂ;""_&_’}“h@’?& _" '; signaler ici seulement ceux qui
WY il €12 e £ T ik 1] =7 | nous ont paru les plus représenta-
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somme| Ecriture de I'exemple dans le tableau
113 Ligne des houppes de dix couleurs
10! 9 Ligne des houppes de neuf couleurs
45 8 Ligne des houppes de huit couleurs
120 | B4l 26 7I N (O S T T 'mlmu'mrs
210 |128| 56| 21| 6 et vt tsix couleurs
252 [126| 70| 35| 15| & 7 """ cingcouleurs
210 | B4) 56| 35| 20| 10| 4 " " " quatre couleurs
120 | 36| 26| 21| 15| 10| 6| a3\ " " trois couleurs
45| 9| 8| 7| 6| 5| 4| 3| 2|1\ deuxcouleurs
10| 1| 1] 1] 1] 1] 1| 1] 1] 1]1\unecouleur
§'f -¢§ R RIS BRI ] =
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Au début du XVT' sidcle le triangle arithmétique devait, sans doute, &tre plus
ou moins bien connu des mathématiciens, en Occident, depuis longtemps.
Toutefors, la premiére occurrence connue est celle de 1"anthmétique com-
merciale Ein neue vnd wolgegrundte undermeifung aller Kauffmanns
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Rechnung publiée en 1527 par Peter Apian (1495-1552). Le cadre d'une
arithmétique destinée & des marchands peut surprendre ; mais, én dehors de
ses qualités de cartographe et d'astronome, Apian connail I'algdbre et il
n'hésite pas & terminer son ouvrage par |'extraction des racines jusqu'a
l'ordre huit. Voici comment il présente I'extraction de la racine sixidme de
6 499 R37 226 778 624 (nous laissons au lecteur le plaisir de comprendre les
caleuls).

¢ Rabig Jenficoba,
6’4993 37313773614.* INr? Zenlicub?
gﬂ- Erfte Sagviffer errraction.
rmy ”
ZAG 47417
&ygssnz%?rléaq (43
6144 :
3840
1280
2140
24 Der Anber San
1B432 » # *
34560 178474177778624
34560 882050058 (432
19440 g128201¢
§832 1590140

72 ‘ 2773%
2225363049 258

17641013168

( 432. 205128060
Rabir Jenficuba. f.tu 1120
o 443760
)K: 8agé
o ¢4
178474177778024

Selon les procédés d'approximations précités utilisés par As-Samaw'al,
Scheubel donne 88 144/177 pour racine carrée de T887
el 314269 52428 / 296 295 955 881 pour racine cubique de

310387 791 555 795 37.
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Micuanris STIFELIT

195 1760163573161, haeccfl fumma proueniens ex additione
omnium horum, tollitey pun@um remanens,

7 De (nuentfone numerorim, qul pecultariter pertinent
ad fuas fpecles excractionum,

Eftat fam ut tradam modum inucnlendi numeros,qui pe

culiarlter pertjnentad tyaml!htt fpeciem excractionum,
quatenus perfedta habearur & ablohica hutus negotij confuma
tlo. Tradam autem hululmodi inuentlong,per tabalam fequen
tem,quae uit (n Infinftum extendatur wiple Gctlewidebis, quim
primumuiderisrationem qua conftruitur, Sicayiem conflru-
clam uddes,
I

]
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Primo d latere Maiflro defeendic nataralis numerorum pros
greflio,quam extendere poreris quant@ uoluerfs. Erilla radix
cll fequenifum laterum omnfum. Nam [econdum latus, quod

continernumeros trigonales,flc orltur ex primo latere. Duos
L

6415

STIFEL, M. Arithmetica Integra, Nuremberg 1544, Document communiqué par Odile Kowneymikoff et tra-

duit par Denis Dauwmus

Plus intéressante est peut-éure la présentation donnée par Michael Stifel

(1487 - 1567) dans son Arithmetica integra parue & Nuremberg en 1544 |
Elle est intimement liée A |'extraction des racines n-igémes. La loi de

construction du triangle arithmétique correspond aux égaliiés :

190 B W R P s o
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puisque Stifel opere des choix différents lorsque le rang est pair ou impair.

Et ainsi pour les autres régles des autres types. A I'infind.

== Explication des représentations, c'est-d-dire, expression des régles.

Tu opéreras de la méme fagon autant de fois qu'il faudra régler de peints,
et suis de cette manidre jusqu'au point qui est vers la droite. Voici la régle

= Premi¢rement. place les nombres du miliew, cest-h-clire ceux qui doi-
vent &re particuliers A ton opération.

= Deuxidémement, dresse ta progression ascendante, ¢'est-d-dire celle qui
doit étre placée 3 gauche, Ei elie vient A s'établir ainsi : tout en bas, place tout ce
qui est dans le quotient, comme racine de la progression, et monie ainsi par le
carré, le cube, elc., tant que le nombre de la partie & gauche se trouve collatéral
lui-méme A un des nombres du milieu. En faisant cela, tu te procureras le divi-
seur par lequel tu divises ton point, pour que tu trouves le nouveau chiffre qui
doit étre placé dans le quotient, I1 va de soi que tu multiplieras les moyens,
quels qu'ils soient, par le nombre collatéral placé A sa gauche, et ces produits
additionnés entre eux te donneront ton diviseur. A moins que ce ne soit pas
nécessaire que (u effectues toutes les multiplications, mais qu'il suffise que
fasses deux multiplications 3 partir des rangs supérieurs et que tu les additionnes
ainsi, pour gue tw obtiennes le diviscur,

= Troisitmement, constitue ta progression descendante, c'est-a-dire celle
qui doit &tre posée & droite, celle-ci en effer descend toujours. Et tu disposes
celle-ci ainsi :

Tout en haul pose ton nouveau chiffre du quotient, c'est évidemment celui
que tu dois trouver 3 partir de cette division, Celui-ci étant posé ainsi, en tant
que racine de la progression, avance en descendannt avec le carré, le cube, etc.
jusqu'a ce que, en nombre de cases, ta progression dépasse d'une case celle qui
est placée d gauche, ainsi que les représentations des régles l'indiquent bien.
Ceci fait, multiplic les trois du haut entre eux, puis encore Jes trois suivants
enlre eux, sutajoute encore ce fameux nombre, que l'on a placé dans la partie
droite, tout seul, lout en bas, Par conséquent. une fois la somme retranchée de
ton point. cela sera achevé.

Tu voios comment & partir d'une infinité de régles, j'en ai composé une
seule, et qu'ainsi j'ai acquitté toute L'affaire. Il nous reste donc & waduire la régle
par des exemples.

En lalie, Nicolo Tartaglia (1499-1557) dans son General Trattate di
numeri € misure (1556) dresse deux tableaux : |'un correspond au triangle
arithmétique utilisé dans un cadre algébrique et I'autre & une table des
« variétés résultant des jets de 1, 2, ... , 8 dés ». Mais il n’assure aucun lien
entre ces deux tableaux. Jérdme Cardan (1501 - 1576) adopte, quant & lui, un
propos combinatoire dans son Opus novum de propartionibus qu'il publie en
1570.
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Le procédé de construction mérite d’&tre retenu puisqu’il correspond & la

relation
(P-l) p+l( )

Triangle de la Coss Triangle d'Adrien Remain
de Christophe Rudolff de Janer (1554) {1602)
x{2]1 @) |3) |4
o3 1 » 4 [ T
x| 4 4|1 112|3 |4

&c.
©¥|5(10/10(5]1 10316
x616|15|/20(15] 6 114
¥ 712355271 1
Triangle de Tariaglia
(1556)

,/3.23'.5_6.70 56.28-5\

/9‘-‘;4" 84 - 126 - 126 - 84 . 36 -
Ao - 45 . 2 m m z:o . 120 . 45 .1
A 462 - 462 TR

Des écrits en langue frangaise doivent aussi étre cités. Sans prélendre a
I'exhaustion, avant Pascal nous pouvons considérer Jacques Peletier du
Mans (1517 - 1582) Simon Stevin de Bruges (1548 - 1620) ou encore Albert
Girard (1595 - 1632) : le second se place dans le cadre numérique de
I'extraction des racines d'oll une présentation assez originale tandis que le
troisiéme préfére le cadre algébrique oi, quelques lignes plus loin, il exprime
le théoréme fondamental de 1'algébre.
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Xt Définition
1 Quand plusieurs unités sent mises comme 3 costé, & des
X il utres nombees au miliey, trouvez par le moven d'addition telle
¥ ¥+ figure, soit appelée triangle d'extraction : & 'unité d'enhaut

T 38 8 1 signifier 'arithmétique simple, & les autres pour Iaigéhre ; assa.
1 4 06 4 1 voirl 1 soiditleangdes(l);&1,2 10lerangdes(2); puis
1. 3.3, 1, soit appelé le rang des (3), & toujours ainsi 2 Ninfiny

1 Theareme

Si une multinude de nombres sont proposés, ki mulitude des produits de chacune faction se

peur exposer par le triangle d'extraction : & par le rang d'icetuy selon I mulutude des nombres.
Expiication

Sayent 4 nombses, il faudra prendre le rang des (4) au trianghe d'extraction, quiest 1,4,6 4 1,
le premier 1 signifie I'unité de la maxime ; l¢ 4 2 premiére faction qu: ést la somme des 4 nombres ;
e 6 signifie que la deuxiéme faction est composée de 6 produits de dews i deux ; et ainsi du reste,

Il Theoreme.

Toutes les equations d'algebre reguivent autant de solutions, que la denomination de la plus
haute quantité le demonstre, excepté les incomplettes - & & premicre faction des solutions st esgale
au nombre du premeer meslé, fa seconde fction des mesmies, est esgale au nambre du deuxicsme
meslé | Iz trotslesme, au trowtesme, & toujours ainsi, tellement que la demiere faction est esgale d la
fermeture, & ce selon les signes qui se peuvent remarquer en Fordre alternadf,

Et Blaise Pascal (1623 - 1662) ? Trois ans aprés son décés parait le Trairé
Arithmétique avec quelques autres petits traités sur la méme mariére. Mais,
en 1654, est paru Triangulus arithmeticus , peu différent de 1'écrit frangais :
Pierre de Fermat (1601 - 1665) est peut éure le seul savani 4 connaitre cet
ouvrage du vivant de son auteur. L ceuvre est suffisamment connue pour que
nous nous attardions plus longtemps sur son contenu.

Au cours de notre promenade nous avons pu rencontrer divers savants
utilisant le triangle arithmétique. Chacun d'entre eux s'est placé dans un
cadre qui lui était propre. [l revenait & Pascal de relever magistralement
diverses applications du triangle qui, a juste titre, porte aujourd”hui son nom.

Michel GUILLEMOT
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o] 2] 3l 4l sl 6l 71 2] 9l 1

3 Rangs paralléles

_s) X Triangle Aritbmétique

10
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