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E d'uuüil pOl1efll sur la modilisalion giomilriq~ el les images 
._ Q) dt rynlhèse appliquüs à ['(Jrchilte/ure . . "C.o Les ordinateurs ac tuels ayant dans beaucoup de cas 
_ 0 l'tcran comme disposilif principal de sonie, le rôle des 

. - images produites et affichées est de plus en plus imponant 
"C .... 0 .ces dernières années. La place des outils matbématiq ues 
It, employés dans e domaine y est devenue prépondérante, sans 
'" 0 que les utilisateurs en perçoivent toujours tous les aspects . o Pour consulter cenaines illustrations on pourra se reporter 
C à la version sur serveur [17). 
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1. Introduction. 
L'informatique graphique recouvre plusieurs norions 

qu'on peut classer sommairement de la façon suivante, bien 
que bon nombre de logiciels fassent appel à une combinaison 
de düférent .. techniques: 
• la modélisation géométrique concerne les propriétés des 

ourbes, surfaces et polyèdres . 
• la géométrie algorithmique est l'ensemble des méthodes 
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ur traiter des objets géométriques: intersections. triangulaLions, enve­
loppes convexes j • •• 

• la synlh~ .. d'imagts pennet de produire des images 11 partir de modèles 
• le Irair~ment d·imag~.s autorise des modifications automatiques sur des 

images en général acquises par mesures : segmentation. filtrage, reconnais­
sance de formes. 

On n'abordera ici que les trois premiers points. Sur le plan pratique se 
posent aussi nombre de problèmes d'ïmplémentation, de nalllre plus spécifi­
quement informatique : structures de données. gestion de bases de données, 
complexité. 

En guise de préambule considérons deux problèmes g raph iques 
récréatIfs : 

L'anneau de Dirkhlet 

Soient 650 points répartis aléaIoirement dans un disque de rayon 16 et 
soit une couronne de diamètre intérieur 2 et de dIamètre extérieur 3. 

On peul poser la couronne dans le disque pOlir qu °ellt! recouvre a1l moins 
JO p(}/nU. 

La démonstration [1 71. qui fait appel à une analyse d ' un réglonnement du 
disque. est remarquable car le caractère aléntoire des points n' intervient pas 
et sunout elle est Don constructive, ne fournissant aucune m6lhode pour trou ~ 

ver la position de la couronne. En effet eUe utilise le principe dit « des trous 
de pigeons ~. pour lequel une foncuon n'est pas injective si le cardinal de 
l'ensemble de dépan est supérieur à celui de l'ensemble d·arrivée. En ce sens 
ce probl~me est typique de cc qui n'est pas abordable informatiquemcnt, tout 
au moins de façon drrccte (on pourrait toujours tenter une recherche cxhaus· 

10 '2 1 
tive mais C6'O= 3 x 10 ) 

Un problème de couplage 

Soient n points blancs et n points noi .... quelconques. dans le plan. 

On p~ut tracer ft .segments joignant UII poinz blanc à un point noir et qui 
ne se couptnt pas. 

Là encore. la démonstration [ 17] . uti lisant l'enveloppe convexe des 
points et le théorème de la valeur intermédiaire pour une ligne de balayage 
dans le plan. n'est pas constructive. Mais ici. pour une direction de balayage 
fixée, on n'a qu' un nombre fini de droites à considérer et le problème peut se 
résoudre par recherche exhaustive si n n'cst pas trop grand, 
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2. Modélisation et CAO. 
2. J. La lopolo&le. 

On cherche des conditions raisonnables pouvant être sausfalles par des 
pani .. de tRl .. On s'accorde en gtnéral sur les solides valides qui sont les 
pani" rlguliirt-S : 
o elles coïncIdent avec l'adhérence de leur intérieur = pas d' arêtes ou de 

fnces pendalIIes (i. e. d'intérieur vide) 
o leur frontière est rare = pa. de bond trop tounnenté. L ' xemple fondamental 

eSI celui des ensembles semi-algébriques, satisfaisant un nombre fini de 
contraintes inégalités polynomiales (polyMrcs, quadriques, tore, ... ). 

Un exercice c lassique de topologie montre qu'on peUl trouver des 

I) -~lr. #~ 
ensembles tels que A, A , A. A • il , il , A soient tous différents. On effectue 

donc systématiquement une opération de régl/larisa/ioll : rIA) = A , et les 

oplra/IO/IS booléetllleI sont rlgularisées (adhérence de ('lOtérieur) pour avOir 
un 3nneau de parues régulières. 

On fait alors agir un groupe de tmnsfonnations : groupe prOJectif. groupe 
affine. un sous-groupe ou des extensions (ex . : inversions). 

Dans ce cadre-là trois techniques principales sont utiLisées : 
o la glombrie solide cOlls/r/lcril'e (CSG) : on dispose de prtmltives volu­

miques paramélTées, de transfortnations géométriques et d'opérntiuns b0o­
léennes (union , intersection, difrérence) . 

• 1. représellta/ion par [roll/if" (B-rep) : tout eS( modéli sé par des polyèdres 
1\ facettes pInnes ou non. 
ln dicomposirioll cellulaire : on fnit des unions disjointes de primiLIves 
simples, regroupées souven.t en arbres OCLAU;I{. (décomposiLion récursjve de 
l ' e~paC'e suivant lc!' lfOIS coordonn~es ). 

Les problèmes 

n pratique, la coexistence de plusieurs types de primitives aboutit à des 
modiles hybrides mais le mruntien de plusieurs SlTUctures nécessite une 
conversion tll1re modèlt!s. e qui est réalisable dans cennins sens, mais très 
difficile ou Impossible dnns d' auLres. 

• lèS modèles sont le: plus souvent entièrement géométriques. on a une quasi­
absenc:e dt la lopologit! au niveau uulisateur. aJors qu·el1e correspond sou­
vent à une certaine intuition. 

• beaucoup de modeleurs prutlcuhers sont adaptés à leur objectif. créant des 

i/lcohérellces de la représell/a/ioll. par manque de rigueur du cadre théc>­
rique. 

&lierln APMEP . SPéCial JoomiHIS NabonaJeS • MarsoJJle 1991 
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2.3. La géométrie. 

Les courbes et surfaces sOnl tr"nus de plusieurs points de vue; 
• implicites: propriétés globales, point de vue volumique, 
• paramétriques: propriétés locales, point de vue fronu~re. 
• algébriques: facililé de calculs de polynômes, 
• rauonnelles : plus grande souplesse. 

Suivant les problèmes abordé. on ran des choix adap~s pour effectuer 
par exemple : 
• des calculs d 'lDterseclion droiles-surfaces (plus facile en unpliclle) 
• l'évaluation de points dans un domainc donné (plus racile en paramétrique) 
• le calcul de l' intersection entre deux surf"""s (plus foc, le si l' une eSl impli­

cite et l'autre paramétrique) 

La très grande majorité des techniques paramélnques employées 
aujourd'hui util isenl un ensemble de foncuons de base qui sont principale. 
ment: 
• lu polyniJmes de Bemslein 

J: i i k - i 
Ils sonl définis par B i (l) = Ct! Il - 1) 

k 4: - 1 .t- 1 
ou B, (/) = 1 Bi _ 1 (1) + (1 - 1) B) (t) 

Ce sont eux qui inlerviennent dans l'une des déDlonstrations (constructive) 
du théorème de Stone-WeierstraSs grilce aux re lations: 

~ l ~I k b(1)2, k- 12 1 LB,(t)= 1 L - B (t)=t - B)(I)=--t + -
,.0 .. ok, ... k k k 

• les jollctions B-sp/ùrfS 
Pour 001 ')1 ... , cm) suite croissante de nœuds on définit récursivement Bo,i 

fonction caracténslique de [t .. t,., [ puis 

r - r, ( 1+1:.1 - ( 
Bl,,(t) - B>-l.i(t) + B,_ l, .. I(t). 

r,.k+ rj ( ,.,kT l + (,+ 1 

Cc sont des fonctions palynômiales par moretaU)( de degré k, dont les 
polynômes de Bernstein de degré k sont le cas particuL,er obtenu pour 
'0 = ... = tl = 0, 1 .. , = ... = t2.1+1 = 1. Les courbes qu'on manipule sont défi· 
nies par ces foncuons de base et de., pailliS de contrôle P,. La courbe C 
associée est défirue paramétriquement sur l 'Intervalle où la somme des 

fonclions B.SplJnes correspondantes Vaut 1 par M (Il = ! B,(t) p" 
~ 
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On a un barycentre des Pt à coefficIents BI (1) : C'~I donc une difinition 
affiM. 

us propriills 
1 - la courbe est enti~remenl cOnlenue dans l'enveloppe convexe de. Pl (car 

les coeffiCIents des p. sont compris entre 0 et 1 avec une somme égale à 
1 ). 

2 - on a un contrôle local de la courbe, pseudo-local po ur les courbes de 
Bezier. 

3 - invariance affine : pour T transformation affine, si P', = T (PÛ On a 

C' = T(C). 
4 - la courbe ne dépend que de 1.3 posilion relarive des nœuds ; invariance par 

translation ou homothétie. 
S - on a une courbe à wrlmirés flollames quand Je premier ou le dernier 

nœud est de mu J tip li ci~ k + 1 (les courbes de Delftr en sont un cas part i­
culier). 

6 - diminwion de la vanalion ; une droile coupe la courbe en moins de points 
que le polygone de contrôle. 

Exemple d'application; les dessins des police.~ de caractères (logiciels typo­
grapluques ou Postscript). degré 3 en général. le degré 5 est à l'élude pour les 
usages paniculiers (imitation de caract~res manuscrits). 

Un « e » minuscule el sa description PosLSCript : 
402 276 movclO % point 1 
399 380 3>4 458 226 458 ""rvclo 

2 
• • 

• • • % courbcde 1 a 2 

19 
10 

1" 1, 
1024582235622 214 curvelo 

% courbe de 2.3 
229597 -10212 -IOcurvelo 

18 
% courbe de 3 • 4 

312 -10390 68 421 158 Cu/VelO 
3 % courbe de 4 • 5 

15 405 164 Ionelo % droite de 5.6 
3741093195725357 cu"elo 

7 % courbe de 6 a 7 

• • • t40 57 92181 91 276 cu/Veto 
% courbe de 1 a 8 

• c10scpath % fermer exttrieur 
4 402216 movcto % point 9 

103 372 134 424 204 423 curvelo % courbe de9. 10 
270 423 297 366 300 308 cu/Velo % courbe de 10 a Il 
closcpalh % fermer interieur 

Bu/J61)n APA/EP - Sp6ciI1.Joumeos N.IIon1II .. . Mars_ 1997 
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Les courbeo rationnelles 

Connues sous le nom de « NURBS » (B-splines ",tionnelles non-uni­
formes), elles sonl utilisées dans beaucoup de sYSlème. d 'animation ou de 
mod~lis., i on car eUes permellenl une lIès gnlDde vari~lt de formes et de 
déformations. 

U paramélIage est obtenu par le "'ppon de 2 polynômes : 

~ 8:(I)x. ! 8:(1) y t 
X (1) = 1=0 Y (l) = -:,-""'..;;.... _ _ _ 

!S!(I)W' ~ S:(I) w, 
PoO boO 

o~ x .. y" w, sont les coordonnées homogène, du point de conlIÔleP, . 

Si w. = l, on " le cas habituel, la courbe est polynomiale par morceaux, 
w, > 1 donne une courbe plus proche de p. , w, < 1 donne une courbe moins 

proche de p. 
On a deux cas limites : IV, = 0, le point de contrOleP, n'a plus d' influen­

ce, WI: infini. la courbe passe par PI . 
On peUl voir l' influence des points de contrOle el des poids: 

Changemenl d tun point Changement d'un poids 

Exemple: les courbeo de Suier rationnelles 

Les courbes de Beuer de degré 2 (3 points de contrôle) sont des para­
boles. En passant à une paramtln,.tion rationnelle on fait une transformation 
projective donc on obtient des coniques. 

Pour wo= 1V2= l, w 1 = Y2 on a un cercle de paramétrisation : 
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x _ Ir - v'ï1/ + (fi -2}c + 1 
- (2 - v'ï1 c 

2 
+ (fi - 21 c + 1 

A comparer nvec le param~trage standard 
l 

x ~~; y =~, mais il 
l +u J +u 

s'ngit seulement du changement de paramètre 
(- I-v'ï1t "= c- 2 - fi 

Définition des surfaces 

On a plu.ieurs moyens pour passer de. courbes aux ,urfaces : 

• Produit.j tensoriels 
Pour un pclyUre de cOrltrôle : P"" ' , p ... Ct deux vec/turs des nœuds, la 

surface associée est définie paramétriquement sur le domaine où ln somme 
des foncùons correspondantes vaut 1 : 

M(",v) = I,Bi(U}Bj(v) P"j (u, v) E [a,bl x [c,d] 
l,l 

On a des propriétés analogues aux courbes: enveloppe convexe, in~ariallct! 
affine, contrôle local, 

• Splin~s Iriangulalres 
Pour deux paramètres un domaine uinngulairc est plus naturel mais oblige 
à uoliser des coordonnées barycentriques, Par exemple la généralisation de 
Berier au cas triangulrufC peut s'écrire: 

" l ' , k 
B '.Iu \' w) =_n_'_ u'v1w 

loi, •• " " k' l.), ' 
i +j+k=n Ll+ V +W= 1 

• 
M {u. li , w)::: L B ij..tlu, \1, w} P 'J.J. U + v + w = 1 

"'}«--
Les auues méthodes consistent à construire des objets comple}{es partir 
d'objets plus simples 

·lmerpolGlion d 'Htmuu-FergltSoll : 
On COnstruit une courbe ou une surface dont on connalt les valeurs et les 
dtri vées au bord, 
En dimension 2 : 
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(
Po) (1 0 0 0) 2' P 00 10 

M (I! = (1 1 1 1 ) H D~ H = _ 3 3 _ 2 1 

D, 2 -2 1 1 

En dimension 3 : 

2 ]) H(~ : ~~: ~~: :: ~~: : :lH ' (:,) 
U Il U = 2 

Doo.ttDOl. lf Too T Ol V 
J 

D,o .• DII ,. T,o Til y 

MlU,YI=1 1 

[nconv~nien, : on n' a pas la propriété d'enveloppe conv .... 

• ProcesJus de Coons : 
On construit une surface s'appuyant sur 4 courbes qui se raccordent aux 
points M" M" M], M •. 
M (u, v) = (1 - y) C, (u) + y C, (II) + ( 1 - u) CJ (v) + U C. (v) 

- (1 - u) (1 - v) MI - ( 1 - u) v M, - u (1 - y) M4 - U y M, 

• Cyclides de Dupi" 
(Dupin, C. Appli~ a lions de la Glomtlrie el de la Mécanique. Bachelier 
Paris, 1822) 
Dans l'aéronautique ex.ist.ient des hablludes de dessins basés sur des 
cercles . Si on considère des tores (avec 0, 1 ou 2 poinlS singuliers) les 
mtridien et parallèles sont des cercles, lignes de courbure de la surface. 
Par in\l~rsiofl de p6k inléril!ur ou extérieur au tore les cercles sont U'ans­
formts en cercles el on a une tquation implicite de degré 4. Ces surfaces 
peuvent aussi être mises sous forme NURBS (Bezier rationnelle biquadra­
tique) : équations simples lorsque les 4 bords sont des arcs de cerde repré­
sentables par des courbes de Bezier de degré 2. Elles servent, entre autres, 
il faire des raccords de surfaces contenant des cercles (cylindres, cônes, 
sphères). 

Les applkations : 

• /mtrpolarion : satisfaction d'un nombre fini de contraintes olgébriques. 
• Approximation: mloimisaüon d'une norme convenable. 

On a un grand nombre de degrés de liberté: 
• choix du degré 
• choix. des oœuds (uniforme ou adaptt) = choix d'un modtle 

• type d'approAimation = choiA d'optimisation 
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L'une des difficultés est celle des oscillations parasi,.s qUI sonl de nature 
analogue aux phénomènes de Gibbs (süie de Fourier d'une fonctJOn non 
continue) et de Runge (interpolation polynomiale d'une fonction tendant verS 
o à l'infini). 

Les problèmes difficiles : 

• le raccordement de surfaces: 

Panunétriquement on raccorde des carreaux avec des bords donnés et des 
conditions au bord: on cbeIChe la continuité analytique ct et sunout la 
continuité géométrique G'. 
Pour des surfaces implicil<s on peut par COntre faire assez facilement des 
mélanges en combinant linéairement des équations. 
On a ainsi l'.pproximation d 'un cube (sone de dé Il jouer) : 

(x-a) (x+a) (y - a) (y + a) (z - a) (z + a) -0. la6 " 0 
ou ceUe d'une voGte d'arêtes: 

(I -}..) (x' + ZL 1) (y' + z'- l) -}..(x' + y' +z 2-0.5)'" O. 

• l'inltrstelion de surfaces: 

On peut avoir non-connexité, des stngularilés (points doubles. rebrousse­
ments, auto-tangences). De plus le choix de la représentation, paramétrique 
ou implicite. intervient. 
Un calcul aussi simple que celui de 

x(x- l )(x+ 1) Y (y - 1) (y+ 1) + 0.05" 0 
fait déjà "pparlÛtre 2 composantes bornées. 6 composantes non-bomüs et 
6 asymptotes. 
Les mitlwdes alglbriquts calculent le résultant ou résolvant d'équations 
polynomiales, mais est difficilement applicable aux degrés élevés, le suivi 
de comours résoul un système diffl!rcnljel, les subdivisions, fixes ou adap­
tées, ,ont utilisées ourarnment dan. les logiciels gr.phiques, avec un bon­
heur très relatif pour traiter les cas paniculiers et les singularités. 

• la p récision numérique 

c'est avant loul la gestion des cas paniculiers, ceux qu' on connru') bien co 
géomélne (qu'est-ce qu'un triangle quelconque?) ; ceci condui t aux 
notions de te Vrai eo général )Do ou te Faux cn général ~ , et SOD traitement 
correct influe grandement sur la fiabihté des logiciels. 

• le contrôle d. la qualité 

Comment juger 1'e5!hétique d'une surface? L'œil apprécie dlfficilemenJ 
le. changements de courbure. 

Bultt.ttin APMEP - Sp6cI!I JoI1m4es N4tfona/ct$ . MllfS~e '997 
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• On peUl tracer les lignes de courbure moyenne nulle (points parabo­
liques). Féli~ Klein a,'ait proposé de l' appliquer Il une statue cél~brc 
(Apollon du belvédère, musée du Vatican) mais le résulUlt ne semblait 
pas significatif . 

• On util ise plutôt les lignu de riflexion. Une fanulle de lignes par.II~les 
est vue par rénexion dans la surface Il vérifier: leurs défau permenent 
d 'estimer ceux de la surface. 

Les perspectives : 
• les modeleurs déclaratifs proposen l une solution. comb inatoire a.ux 

demandes de l'utilisateur 
• les modeleurs sous contraintes résolvent des sys/lm .. d'tqumions pour les 

objets à concevoir 
• les modeleurs Il base projective où la programmation est simplifiée par 

l 'absence des cas particuliers présentés par les parallèles (le5 points à 
l'inllni SOnt des polllts comme le5 autres). Le5 propriétés projectives, incÎ­
d~n ce . colinéarité, position relativ~ donnent des relaûons lin~aires au heu 
de relations métriques non-li néaires. 

Enfin il faut nOler l'usage occasionnel de représenfil/lOns non-standard, où 
l'on n'est plus dans JRl euclidien : 
• la gtomt/rie hyperbolique permet d'avoir un espace non-homogène, d 'où 

une possibilité naturelle de zoom, analogue Il la vision "fisheye". 
• la g~m~trie cm dim~n$ion 1/ ouvre des possibilités mais avec une interac­

tion délicate; elle avait eu en 50n temps ID faveur de surréalistes 
(Salvador Dali Corpus Hypercubicus, 1954, Metropolitan Museum of Art, 
représentant une crucifixion sur un 4-bypercube). 

3, Géométrie algorithmique. 
Traditionnellement ct j}ss~ cn informatique, appelée « compulational 

geometry » en anglais, c'.st l'ensemble des m~thodes qUI pennetlent d'effec­
Luer, por algorithmes, des opérations sur des objets géométriques. On peUL 
donner les exemples suivants de prob l ~mes, de leurs applications ct des 
outils géom6triques employés. 

3,1_ lntenec:t1oD d. segments, 

Les applications sont mu lu pies : recherche de lignes cachées, intersection 
de poly~dres pour les modèles il faccues. 

Un problème typIque, la « traversée de segments. : trouver une droile 

dans Je plan qui mler we un ensemble donné de segments, par exemple IOUS 
parallèles. On effectue pour cela une lrallsfomlation par duali/é (celle qu'on 

Bl1n8fin APMEP • 51**1 Jo.JfTMBt NiltJOna1f1S - Maln'Ifle , 997 
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appelai t JadIs • par pol..,..,s réciproques »), les polOts se tfansfornlent en 
droites. les segments se transfonnent en zones angulaires u en bandes, 1 
droite traversante devient un point dans l'intersection des zones et on a donc 
réduit le problème à trou\'er un point dans l' Intersection de régions du plan, 

3,2. Diagrammes de proximité. 

Egalement connus sous le nom de diagrammes de Voronoï ou régions de 
Dirichlet, ils interviennent dans touteS les questions du type « quel est le 
bureau de poste le plus proche de chez moi? » et metlent en œuvre un 
régionnement du plan ou de l'espace suivanl des critères de distance. 

On peut ci ter par exemple : 
• en histoire. l'élude des zones d'influence des villages du Latium pour expli a 

quer l'émergence de Rome 
o en économte, les critères de partage des zones d 'extraction du pétrole dans 

1. Mer du Nord 
o en agriculture, l'élUde du développement des plan les en concurrence pour 

leur croissance. 
Une définition générale esl la suivante: pour un ensemble d'objets gé(). 

métriques S = (si ) (s ites) et pour une distance d on assocIe 11 chaque s, une 

région Vi = {% ; 'ri j ~ i , d (x, Si ) 0 d (x , Sj ») . 

Le cas classique est celui où les s, sont des poinls de IR' el où d esl la dlS­

lance euclidienne, les ligJIes à égale distance des sites sonl alors les média­
trices des segments qUI les joigJIent el les V, sonl des polygones convexes SI 

on est dans le plan, des polyèdres convexes en dimenSIon supérieure. 

On M'OCle à un diagramme de Vorono'j classique VIS) une triangulation 
D(S) dite de Delaunay par dualité 
de graphe: les r6glOns de Voronoï 
sonl les sommets de Delaunay ct 
récjproquement, les arêtes se cor­
respondent pour des régions conti­
guës, Celte triangulation a la pro­
priété d'~lre 1. plus proche du 
c ri~re d'équiangularité et elle est 
lr~S ullh5ée pour les ma illages 
nécessités par les calculs d'élé­
ments finis. 
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On a un lien intéressant avec Jes enveloppes convexes par la construction 
suivante; 

Soit/. une face de VIS) (dimension k) . et ID la race duale de DIS) 

(dimension n - k) 
On effectue un ,,/lvem'lIl parabolique de IR' danslRo+ l . 

;:. 
p-p+ p= (p, . . . . P.) p+=(p, . ... ,P. LPJ ) 

;-1 

;:. 
On d6finit la dualitl p .... p"par roppen au paraboloïde U : x .+1 = L'< l 

;-1 

qui transforme les points en droites (plans, hyperplans) el la propriété " coli­
nc.~aire ,. en «concouranl ». 

O n définit P = (p+ ; P ES ) , PIS) enve loppe convexe de P, 
H = (p+). ; P E SI H(S)= ( x e lR'+1 ; x au·d.nus do tous les h E H I(eove-
loppe supérieure de H). . 

Propriltl d. la triangulalion do Delaunay : 
ID est une face d. DIS) ssi elle est la projection d ' une face inférieure de PIS) 

sur xlH'l = O. 

Propriltl du diagramm. d. Voronoï: 
Iv est une face de VIS) ssi elle est la projection d'une race de H(S) sur 

Xo+l =0 .. 
On a ainsi les correspondances : 

dualité 

P(S) )0 H(S) 

projection ~ ~ projection 

D(S) ) V(S) 

dual 

Une général isation est celle des diagramm .. d. puissanc ... utilisés peur 
modéliser la croi .. anc. plus ou moins rapide des plantes. La distance est 
pondérée suivantl.s Si : les lignes à égale distance des SItes sont des cercles 

(d (x , Si) = k d (x , Sj », la région associée à s, est une intersection de 

disques, nOn nécessairement convexe. Pour la construction on considère les 
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sp~res passant par les cercles el un point 1 extérieur au plan. On fait une 
inversion de pôle 1 : le problème est transfonné en calcul des intersections 
des faces planes d'un polyèdre aveC 1. spbère inverse du plan. L'inversion du 
résultai donne les région dans le plan. 

4, Synthèse d'images. 
Les calculs sonl failS en prenant en compte un modèle d'éclairement, 

local ou global, qui peUl teni r comple de l'optique géométrique: réUe>tion , 
t:ran.smission, absorption. coefficients de Fresnel. mais aUSSI ajouter des tex­
lures 20 ou 3D, délerminisles ou aléaloires, avec des modèles empiriques 
d'ombrage. 

Le modèle le plus élaboré esi celui de l'illurrunation globale où l'on pm 
de l ' équatÙJn tU radiance : 
Si f(.t, D" Do) est la fraction de l'énergie arrivant de la direction Di au 

point x et repartant dans la direction Do on exprime la conservation de 
l'énergie : 

Eo (x, Do); E, (x, D.) + ff (x, D" Do) Ei (x, D,) cos 9, dO) 

En fait l'énergie arrivant en x "ienl de y, il condilion que y soit visible depuis 
x : 

E. (x, Do); E,(x, D.) + ff(x, Di' Do) E.U', D, ) C (x, y ) co. 8i dm 
On obtienl une Equation in/igralt d. Fredholm. 
Du poinl de vue de l' analyse fonClionnelie on peUl écrire 

E=E,+KGE Ee If 
K opérateur Intégral de réOc.ion locale, G opérateur "géométrique" de visi · 
billté enlIe surface> 

On a une solution fonnelle en série de Neumann 
E = (l + KG + (KG )1 + ... ) E, si Il KG Il < 1. 

Si on a seulemenl réflexion diffuse K eSI un opérateur compact. Si on 
prend en compte les phénomènes spéculaires 00 rajoute un opérateur S non 
compact. 

Numériquemenl on utilise des techniques d ' éléments finis , la foncllon 
d'éclairement esl approchée par une combinai son de fonctions de bases 
sunples. 

Le cas classique est celui où E est indépendante de la direction, f seule· 
ment diffuse et les surfaces discrétisées en éléments S, On ft les inconnues 

8, pour les éléments de surface S, , l'équation devient 

B, = E, + p, L, F'i B) 
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OÙ Fi J est le facteur d. forme, dépendant seulement de la position relative et 
de 1. visibilité de l'élément Sj à partir de l'élément S,. 

On a un syslème linéaire à diagonale dominante car Pi < 1. Si n est petit 
« 1000) on le résOUI direclement. Pour n < 100 000, on calcule une solution 
itérative obtenue à partir d' une estimation initiale. Pour n très grand on utili· 
se des mélhodes stochastiques, calculs d'inlégrales par estimations alé .... 
toires. 

Les problèmes diffici les encOre mal résolus concernenl l'optique phy· 
sique: diffraction, inlerférences, caustiques. 
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