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Quelques modèles 
peu connus 

Conférence de 
Pierre JULLIEN 

Pierre JUlL/EN es' pro/tsstur d'Uni\'usile en retraite. 
AnCÎrn élè\!f! de l'ENS Ulm, spicialUl~ de comhinaIQiu, ilfut, efl 

197J. Je pumiu dlruuur tk l'/REM d~ Grmoblt! puis, en /982, 
le pumet!r chl!/ dt! fa MAFPEN de l'acadlmi~ d'Aix· Morst!dle el, 

t!n 199/, II! premirr dirl!.clt!ur de "/UFM, dan.r la rnim~ tJcadi· 

En janvier 1996, lorsque j ' ai accédé au libre !!avail. j'ai 
fait . pour mon plaisir, une conf~rence intitulée "A quoi ser­
yent les mathématiqlles". A la sorue, André Bonnel, qui fUI ,,~ , () 

\II 0 un de mes élèves avanl de devenir un de mes collègues, me o . demanda si j'acceplalS de répéler ce que je venais de dire 

C "0 pour uoc conférence plénIère au. Journées de l'APMEP 
N d'octobre 1997. EVldemmeot j'ai répondu oui, Cependanl, 

CI) . compte tenu de 1. différence de pub!;c, j'ai changé le titre : 
~ (1) "QI/tiques modèles pell CO/IfIUS" el un peu le contenu pour 
~ .. .t::. . essayer de ne pas trop You.~ ennuyer. 

C ' 0 Depuis touJours. l"hommc a souha ll ~ comprendre dans o C ' quel monde il vil el, héritier de ses prédécesseurs, il fabrique e des mndèles pour e.pliquer et e.plolter l'univers 'lUJ l'entou-U re. , E Le sens que j'altribue ici au mot "modèlc ', correspond au 
._ frut que l'on s' intéresse simultanément à deux siwaûons qui 
. -C se ressemblen t plus Ou mOins , J' une pouvant permenre 

.. d'interpréter l' autre mais pas nécCSS3.U'ement. En tout as, j'ai 
:::1 toujours en arrière pensée une sone de réciprocité, en ce sens 
-C que si M es t un modèle de S Je considère que S est aussi un 

modèle de M. 

11 est commun de dire qu ' un modèle est bon lorsqu'il 

reflète au mieux la situation initiale. En ce sens, les meilleurs 

BuJJetin APMEP • $pkla/ Journées Natton:JlIJ.s • M8rHtNe 1997 

291 

Bulletin de l'APMEP n°416 -



mod~lcs sont ceux o~ il y a lSomorpl11lome entre ln situation et le modèle. On 
pourrait penser que ça ne sen à rien puisqu'il n'y a rien de moins ni rien de 
plus dans le modèle que dans la sltUIDOn. En frut cela peut >erVir pour passer 
d'uoe sItuation peu frurulière à une situation qui l'est plus. 

Plutôt que de parler de modèle, on peut alors parler de représentation. 

Voici un premier exemple, où il sera en fait plus question de représenta­
tions que de modèles: 

De combi,,, tU mlJnj~res peul-o" fUlrtager tn tria"glts un fUll)'­
gon~ co nv~xe à n côtés par d~.s d"agona/~.s qui nt! se coupent pas? 

Déjà nous pouvons réfléchir sur l'arucle indéfini un. Cel article indéfini 
sous enlend que la réponse esi indépendante du polygone cbolSi . 
Effectivement c'esi le cas parce que, pour ce qui nous intéresse ici, lous les 
polygones convexes à n cotés sont isomorphes entre eux ~ chacun est modèle 
de tous les autres. Encore est-il bon de s'en assurer. Ce que l'aD oublie sou­
venl. 

Premi~ft ltapt : 

Etablisson un isomorphisme entre un partage en trIangles et uoe formu­
le. Désignons par z une arête du polygonc, par a, b, C, .. . les autres pli,",s 
Jans le sen des ruguilles d'une mOntre et nvenons que dans un triangle 
une diagonale non désignée correspond à "écriture formelle de la somme des 
cotés déjà désignés. De proche en proche, nous désignons Ioules le diago­
nales et établl,sons une formule 

z = "la somme des deux côtés du triangle auquel clIc appartient". 
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c 

z 

z 

a 

l = «a + b) + c) + (d + e) 

c 

z 
c 

Atnsi nous modélisons les panages du polygone par des ronnules. li n'est 
pas d.flicile de constater qu'il y a bijecuon entre l'ensemble des partages et 
celui des Cormules parenthésées comprenant n - 2 signes + et les n - 1 lettres 
a, b, c, ... dans l'crure alphabétique. 

Deuxième éwpe : 

Passons de l'écrIlure parenthésée à celle postn.ée (où U+V devient 
+UY) 

«a + bl + c) + (d + el devient + (+ (+ ab)c)(+ de) puis + + + abc + de 

«a + b) + c) + (d + c) devient + + + abc + d e 

U\ enCore il y a bijection entre les deu ensemhles d'écritures où les 
secondes se caractérisent par le r:u t qu'i l ya n - 2 SIgne • et n - 1 lettres 
dans l'ordre . Iph.bétique, de telle sorte qu 'en hsant de gauche droite le 
nombre de igues + reste au moins égal au nombre de lellres, sauC à 1. fin. 

Troisiime hape : 

Du (ait que les lettres a, b, c, . ., app3f:l.],sent toujours dans le même ordr. 
aulanttoutes les désigner par x. 

+ + + a b + d e devien t + + + x X X + X X 
Là aussi il y a blJecuon entre les deux ensembles dl! fomlU les 
&/teltn APMEP · Sp6Qaf JoumHs NallOtlalBs . M8.rse11~ 1991 
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QUDlri~m~ hape : 

Passons de ces écritun!s à des graphes représentatifs 

+ ++X XX + XX 

+ 

x 
A x 

B 
Dans un quadrillage, panant d'un point A et progressant vers la droite, 

nous mOntons de 1 s'il s'agit d'un $ignt: plus ct descendons de 1 s'il s'agit 
d'une lettre x. Nous obtenons un graphe qui se caractérise par le fai t que 
l'extrémité B a pour coordonnées relatives (2n - 3,- 1) par rapport à A et que 
ce graphe est entièrement "au dessus" de AB. 

Cinquilme llape : 

Passons au sc1x!ma circulaire, en accolant indéfiniment le schéma à lui 
m8me qu i est alors caractrisé par n'importe quelle tranche de longueur 
2n-3. 

+ 
+ 

xx+ xx++ + x 

Dernü,. ltape : 

Ainsi nous sommes passés de l'écri ture postfixée à l'écriture circulaire en 
considérant que le dernier symbole d'un mot précMe le premier. Le mot 
+++XXX+lU est ~uiva l ent aux huit aul.rCS mots obtenus par pennutalions cil"· 
culaires 
x+++x.x.x+x 
xx+XX+++x 
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le dernier sch6ma nOus permel de vtrifier que par ces étapes successives 
nous avons associé de manière bijective un mal circulaire de n - 2 signes + 
et n- I lettres x à un partage d ' un polygone il n côtés en triangles par des dia­
gonales qui ne se coupent pas. En effet, il n' y a qu ' une droite AB qui laisse 
le schtma enti~rementau dessus d ' elle. 

+ ++xxx + xx 

Enfin pour rtpondre à la question posée "Combien y en a-t-il ''' , la 
reponse est simple. n suffit de s'intéresser aux mots formts de n - 2 signes + 
et n - 1 lettres x, qui sont en nombre C(2n-3,n- l ) et du frut que n - 2 et n - 1 
sont premiers entre eux les classes des mots circulaires considérés compren­
nent toutes 2n - 3 éléments. 

D'après le pnncipc du berger la reponse est C(2n - 3,n - 1) 1 (2n - 3), 

C' est bien 14 pour n=6. 

Attention: A un mot circullllfC on peut assocIer de mani~re univoque une 
suite infinie périodique mais à une suite infinie périodique on peut associer 
une infinité de mots circulaires selon que l'on referme après une, deux, trois 
ou n périodes. Pour qu ' il y ait unicité, il est nécessaire de préciser la lon­
gueur du mol. 

L'idée d ' associer il une formule un graphique infini pouvait servir à 
résoudre le premier exercice du Concours Général 1997 dont je rappeUe 
l'énonc6 : 

Exercice 1 

On a placé un jeton sur chaque sommet d'un polygone regulier à 1997 
cÔtés, Sur chacun de ces jetons est inscrit un entier rclaw, la somme de ces 
enuers relorifs étant égale à l , On chOISit un sommet de départ el on par­
coun le polygone dans le sens tngonométnque en ramassant les jetons au 
fur et à mesure tant que la somme des entiers inscrits sur les Jetons ramas­
sé est strictemenl positive. 

Peut-on choisir le sommet de dépan de façon à ramasser lous les jetons? 

SI oui, combien y a-l-i! de choix pOIisiblcs ? 
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D suffisait. ayant Dum~roté les jetons de 1 à 1997. de faire le grapltique 
des ~ommes cumul~s et de le pOUl<uivre indéfiniment (en fai t au plus une 
fOIs). Il apparaissait alors une "tangente" inr~rieure au graphique. Le point de 
contact indiquant le numéro du jeton par lequel il faut temuner. Ce nurnfro 
est unique paree que 1 et 1997 sont premiers entre eux. La "tangente" supé­
rieure correspond à la soluuon au cas où on aurail eu à ramasser les JClOIb 
dans l'autre senS. 

l' ru pris le premier exemple un peu opieux pour rappeler l'importance 
des isomorphismes ct montrer un parcOUl< o~ l'on passe par des concepts 
variés g~ométriques. formels, infirus, finis, ... 

Voici maintenant une classe de modèles obtenus par transports de struc­
ture. 

Quand j'éutis petit il existait des plumiers qui servaient de règle 11 addi­
tionner, Par trans lntion d 'une règle mobile le long d'une r~gle fixe, on 
conStruit une machlne à additionner, C'est bien COnnu. 

1 
o 

o 
1 

a 

b 

1 
a+ b 

Un peu plus tard, j'ai uulisé. sur le même principe une règle à multiplier. 
Ces règles ont tombées en désuétude depuis l'avènement des calculettes. 
J'ai bien peur que l'on n'en parle plus aux élèves alors qu'elles sont un bon 
exemple de transport de structure, 

Le principe est très simple dans IR" on s'intéresse au logarithme tel que : 

log (uv) = log (u) + log (v) 

et à sa réciproque l'exponentielle te lle que 

exp (a + b) = exp (a) x exp (b) 

Ainsi si j'additionne les longueurs log (u) et log (v) je (fouve la longueur 
log (uv). Il me suffit donc, pour une lecture directe du résultat d'une mult ipli­
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cation, de graducr la r~gle Il addJuonner de manière logarIthmIque. En 0 
j'écris l, en 1 J'écris 10, en 2 j'écris 100, etc .. . panout en log (u) j 'écns u. 

2 J 4 5 6 7 8 9 10 12 14 161820 
1 ! , ! 

Iii 1 
0.5 2 3 4 5 6 7 8 910 

Dans celle mod~lisauon , ce qui impone est l'eustenee pour une opéra­
tion binaire Il d'une application ~ telle que 

13 (Il (u, v)} = ~ Cu) + ~ (v) 

'est le cas pour l' opéralJon hypoténuse où le carré (fonction Il) est la 
somme des carrés. Nous pouvons donc construire des règJ<s Il calculer les 
hypoténuses en écrivant u au point d'abscisse f4 2, 

~~ o 1 2 3 4 5 
L 1 1 

l'i • j Iii 
01 2 3 4 5 

'------------------~ 
Ci-dessus nous pouvons lire que J'hypoténuse d'un triangle rectangle de 

cOtés de longueurs 3 et 4 a pour longueur 5. 

De même pour calculer la résistance de deux résistances mises en parallè­
le où b eSl la ronction Ifi. Schéma il faire soi-même. 

La feuiUe qui r.,oemble à sa moitié 

Lorsque sont apparues les photoco­
pieuses, les images ont pu être fselle­
menl reproduite . Les opies sont des 
modèles (nclUellement très fidèles) des b 
onglnaux . Rapidement ces machine. 
ont pu réduire et .grdlldir et il 3 paru 
int~ressant d'avoi r une feuille de 
papier qui ressemble à sa moitié. C'est 
la feuille usuclle dite de format A4, de 
largeur 21 cm et de longueur 29.7 cm. 
Pourquoi ceS mesures ? 

D'une pan. la similitude de la 

a a 

~=~ 
a b 
b =a fi 

feuille avec s. moitié impose que 1. longueur el la largeur soienl dans le rap­
pon racine de deux. C' èst effectivement le cas pour les dimensions citées . 
BuHtNIn APMEP - SpécaI.kMnH5 NB~ - MarsfHNe 1991 
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Cela n'explique ni 2 1 ni 29,7. En rail si la feuille ressemble Il sa moitié 
elle rnsemble aussi Il son double, au double de son double, ele. 

Le A4 eslla moiUé du A3 ; le A3 eslla moitit du A2 ; cIe. Vous le savez 

AS 

A3 
A4 

A1 
A2 

-

Ce schéma illustre un partage d ' une feuille AO. 

En fail la norme inlemationale est ttablie de lelle sone que le format AO 
cOlTesponde Il une reuille de un m~tre carré. 

Cette feuille a pour dimensions, en ce nt im~tres, 118,9 et 84,1 . Le nombre 
1,1892 ... est la racine de racine de 2 (la racine quatrième de 2). 

De moitié en maillé voici les dimensions des feuiUes des difrérems for­
mats . 

formaI longueur largeur nomb." 

AO 118,9 84,1 1 

AI 84.1 59.4 2 
A2 59.4 42 4 

A3 42 29,7 8 

A4 29,7 21 \6 

AS 2\ 14.8 32 

A6 14,8 10,5 64 
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Dans la dernière colonne figure pour un format donnt le nombre de 
feuilles qui recolltes donneraient AO. Ces nombres SOnt les pUIssances suc­
ees ives de deux . 

Amsi, en cînqui~me ligne, on trouVe 16 = 24 Cc nombre 4 est le logarith­
me à base 2 de 16. Pédagogiquemen~ nous avons là une première approche 
du concept de log3J1thme. 

Rien ne nous empêche d ' aller au delà de AO et de parler de A-l , A-2, etc. 

VOIci une feuille de format A- 1. J'ai calculé que, SI l'artiste CRISTO 
voulrut emballer la terre avec une feuille de papier, il lui en faudC8Jt une de 
fO(l[lal A -49. 

Merci de le contrôler, VallS n'êles pas obligés de me croire sur parole 1 

En plus du format on précIse souvenl le grammage. Dire que le papier esl 
du 80 g c ' csl dire qu'une feuille de papier de formaI AO pèse 80 g. Ainsi 
nous pouvons en déduire les poids successifs des feUIlles de différents for­
mats 

AO Al A2 A3 A4 

80g 40g 20 g lOg 5g 

L'intérêt concrel de savoir cela eS! de pouvoir relrouver le poids d ' une 
ramelle de 500 feUIlles : 2,5 kg Ou d' un cartan de 6 ramelles : 15 kg ou enco­
re de savoir que pour que mon envoi ne pèse pas plus de 20 g il suffit d'une 
enveloppe léghe ct au plus Irai. feuilles u uelles. 

Avec les formats en A on parle nussi des formats en B tels B 4 ou B5. 
Les feui lles ont 1. mEme forme mais B 0 mesure 1 mètre et 14 1,4 cm. 

Et .... de la même génération 

Lorsque nous employons le mOl même dans une phra.e lelle que 
"Jacques el Mar .. ont le même poids" le mathématiCIen von une fonction : 1. 
fonction pOids qui à chaque indJvidu associe un nombre, son Ids exprimé 
en "'los. Pananl de là celle foncuon indUlt une rel.tion d'fquivalence "avo" 
même poids" qui en quelque sorte est une égalité si l'on ne retient rien 
d ' aulIe que le poids. Jacques et Maria sont pareils quant au poIds. 

Ce sch<!ma est Ir~S fréquenL Souvenl où " yale mOl même .JI y 3 égalitf 
quant à un cril~rc. Souvent mais pas toujours. Sans aucun COntexte, comment 
interpréter la phrase "Jacques t Maria ont 1. même voilure" ? Ont-ils une 
seul~ voilure en commun ou en ont-lis une chacun! S'ils en ont une chacun 

ce n'est pas la même . . 
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Un jour, où je rtnécbissais sur l' usage du mOl même, je cherchais une 
s iluauon relativernenl nOn ambiguë comme la pr~cédenle mais dtff~reDle du 
premier cas, Je me sws mêlé sur J'expression "êlre de la même générauon", 
qui apparemment pourrait ne pas induire une re lation d'équivalence, selon le 
modèle relenu, Eire de la même gén~ration, c'est plus large qu'avoir le 
même âge. Une première idée est de dire: êlre de la même génération c'est 
avoir moins de cinq ans d'écart. Celle modélisation r~pondai t à ma 
recherche. En effel, si Abel, Béatrice el Claude ont respeclivemenl 26, 29 el 
33 ans alo,"" Abel et Béatnce 'Ont de la même génération , Séam ec e t Claude 
égalemenl mais pas Abel et Claude. 

J'aurai: pu en reS1cr là mais, en réfléchissant sur le sens commun de 
l'expression être de la même génération qui indui t J'idée d 'une culture com­
mune, d'un mode de vie proche (que sais·je en ore 1), j'ai souhrull aller plus 
loin et en suis venu ~ l'idée que ce serwi mieux de penser en rapport d'âge 
plutôt qu 'en dûférence d'âge. 

L' Idée m'est venue de dire qu'lire de 1. même généralion c'est être dans 
un crlain rapport d'âge, disons enlre deux tiers etlmis demis ou plulôt enlre 
0,7 el 1.4 (ce SOnt les rapports de la pbolOcopieuse pour passer d'un formai 
au format moiué ou inversemenl). Ainsi sont de la même génération d ' un 
enfanl de 10 ans ceux de 7 à 14 ans mais sonl de la même génération de celui 
de 14 ans ceux de 10 à 20 ans. La génération de quelqu'un de 40 ans ce sont 
ses conlemporains qui onl coire 28 el 56 ans . 

La génération s'élargit avec l'âge. Petil 11 peUl nous en Irons dans la géné­
ration de nos parents. C 'est en ce sens que ce modèle me satisfait assez. n est 
exact que nous nous rapprochons de nos parents, que nous partageons avec 
eux un passé commun que nous ne panageons pas avec nos enfants. 

En admeUant ce modèle (très (ruSIre) on peut calculer qui esl en France 
acluellement dans la génération la plus nombreuse. Ce ne sonl pas les plus 
âgés car leurs alnés 001 souvenl disparu. Ce sonl les personnes de 50 ans 
(42% de J'ensemble de la population). 

Ce calcul me conforte dans l'idée que ce sont les personnes de 45 à 55 
ans qui devraient exercer les plus hautes responsabilités car ce sont elles qui 
sont le plus proches du plus grand nombre . Je n'ai rien conlre les plus âgées 
qui pourraient èlre Irès uùles comme conseillers mais pas comme pilotes. 

Evidemmenl, ce modèle n'est qu ' un modèle qu i possède son champ 
d'application certainement limité géographiquement et sociocuhurcllemenl. 
Dans bien des circonstances, je suis plus proche de ma petite fiUe de 10 ans 
()tois générations d 'écart au sens du modèle) que d'un amérindien de mon 
âge. 
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Un théorème d'Arrow 

Un aurrc extmple que je vous soumets ",t rel.~f à la mathématique de, 
votes. Tou t le monde a vaguement entendu parler de Marie, Jean, Antoine, 
N,colas de Carital. marquis de CONDORCET (1743- J794) qu i repose au 
PanthéQn depuIS 1989. Au moment de la révolution française, il aV:lI1 étudié 
le problème de dégager une opinion co llecuve à parur d'opinions indiVI­
duelles et proposé lI ne solution dom ,1 ,'eSl aperçu qu'elle ne convenai l pas 
dans tous les cas. C·estMà·dirc qU'II avait mis co ~vi denc e un obslaclc clt; 
nature puremtnt mathématique. connu de nos jour~ sous le nom d' ffeL 
Condorcet. 

Voici un exemple. pour mieux 
comprendre: 

Un jury est compost de 60 per­
sonne' e t dOIl classer troIS projets 
A, B , C . Dans un vole chac un 
exprime son ordre de préfér<nce 
(sans ex œquo). Six ca, sont pos­

sibles et les résullats sonl ceux mdi­
qués dans le tableau cl·contre : 

A>B>C 
A>C>B 
B>A>C 
B>C>A 
C>A>B 

C>B>A 

&/ieOIl APMEP . ~I Journees NatJOnal~s • ~~eJi/e , ~7 

A>B 

23 23 

2 - 2 

17 -17 

111 -1 8 
- 14 

A>C B>C 
23 23 

2 2 

-17 17 

-IH -18 
-10 24 
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La règle avancée p;u- Condorcet est de classer X > Y si le choix X> Y .."t 
majoritaire dans le jury. 

D'où les totaux dans les trois colonnes de droite. 

Ainsi majoritairement, on trouve B > A. C> A et B > C. L'ordre retenu 
par le jury est B > C > A. 

Cene règle est appe lée procédure maj oritaire de. comp.raisons par 
paores. S. elle avait été retenue pour les élc<uons présidentielles. c' st 
Raymond BARRE qUI aurrut été élu en 1988. 

En effet, reg;u-dons ce qu'i l s'est passé. 11 l'époque: 

Présidentielles d 1988 

Premier tour. 24 .vnl 1988 BARRE . ...... ....... .... ...... . .. .. 5035 144 
BOUSSEL . ... .. .. .. .. .. .... . .. . . . ..... 11 6 874 
CHIRAC ....... . .......... , .. , ........ 6075 160 
JUQUIN ...... . ....... ...... .... . ..... 639 133 
LAGUll.LER ....... ... .. .. ........ .. 606 201 
LAJOINIE .. ..... ............. .... ... 2 056 26 1 
LE PEN .... .. ...... ........ ... .. .. .4 376742 
MI1TERRAND .................. 10 381 332 
WAECHTER .......... ............. 1 149897 

Total .... ........ 30436744 

Second tour, 8 mai 1988 CHIRAC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..... . 14218970 
MTITERRAND .... .. .... .. . ...16704 279 

Total ........... . 30923249 

En effet.. si nous consid~rons que les opinions politiques se situent grosso 
modo sur un axe gauche drollc comme un continuu.m. alors Raymond 
BARRE était préféré il François MlTIERRAND (repère g) et il Jacques 
CHIRAC (rep~re hl. 

M 

Mais cette règle n'avait pas cours. la dichotomie s 'est faite selon le repè­
re f en faveur de François Ml1TERRAND. 

Reprenons Je premier e~emple. où les membres du jury qUI donnent leur 
préférenc'c au projet C se d.visent sur les projets A et B. 

Bulletin APMEP · SpécIal Journées Nabonallts . Marseille '997 

302 

Bulletin de l'APMEP n°416 -



A>B A>C B>C 

A>B>C 23 23 23 23 
A>C>B 

B>A>C 2 -2 2 2 

B>C>A 17 - 17 -17 17 

C>A>B 9 9 -9 -9 
C>B>A 9 -9 -9 -9 

4 10 24 
ICI maj oritairement, on trouve A > B, C > A el B > C, 
On tourne en rond : A c.>t meûleur que B, qUI est meilleur que C, qUI est 

meilleur que A , Voilà ce que l' on appelle l'effet Condorcet. 
Après Condorcet, d'autres mathématiciens se sonl intére>sés à la mathé­

matique des votes, en parueulier un dénommé ARROW, qui s'cst poS<! 1. 
question de trouver les règles qui marchent, 

n s'agit du même problème: 
Dans une assemblée de votants chacun exprime sa préfüence sur des 

projets A,B , '" Z par un ordre total sans ex ",quo (état de l'opinion), trouver 
les règles qui pem.euent dans tOuS les cas de dégage( un ordre total sur les 
objets (opinion colleclÎve). selon les contraÎn(es suivantes : 
- axtome d ' universalité : il n'y a pas d'opinion collective interdite par la 
règle; 

- axiome de cohérence: si à parut oI 'un premier état de l' opinion la règle fait 
appamit<e que U a été préféré à V et que dans un deuxième état (on a revo­
té suite li un appon d ' infonnauons complémentaires) ceux qui préfèrent U 
à V malntiennenl cette préf~n:nce et d'autres l'expriment. alors la règle 
donne à nouveau U est préféré li V, Ceci quels que soient et V a priori_ 

Ces deux axiomes vous paraissent tout-à-fai t légItimes, Le set:ond corres­
pond à un minimum de suite dans les ,dées, 

Ces règles ont pour conséquences que si tout le monde classe A en pre­
mier alors la règle classe A en premler_ Si A retire sa candidature ct chacun 
des votants retire A sans changer son clossemenl nJor.; la règle relire A sans 
changer son classemenL Etc. 

Le Ihior'f1U d'ARROW (1947) est le su ivant: 
I~j seules règles qui satisfolJt les deu.~ axiom~s ci·dessus solll cellts qui 
consjsrem tl: prelldre COmme opùlion col/ec l; ~e J'opinion d'un seul. 

AUlfement dll, de manière un peu prov()Catrl(;C, la YTllle démocralie c'e,l 
la dICtature et, de manière plus simple, c 'est le système présidenllel. 
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Le problème alors esl de choISir le présidenL Comment ? 
Personnellement je connais ce tb.!orème, qUI ne frul partic d 'aucun pro­

gramme scolaire Ou universtaire officiel, depuis une lJ'Cnuune d'années. Je 
n'ai pas été surpris de voir que certains systèmes se sonl présidentialisls . 
Moi-même, en tant que directeur de l'!UFM (nommé et non pllS élu), j'ai 
essayé d'être un dictateur éclairé ct ne vois de soluljon démocratique que 
dans la limitation de la durée des mandats. Cinq ans me parait être une bonne 
dose. C'eSt ce que personnellement j'ru fait trois fois dans ma carrière. 

Propagation d. la rumeur 

J'avais inventé ce modèle d'un point de vue purement didacuque, pour 
faire comprendre à mes étudiants le concept de modèle. 

On considère une population P de n individus, on chOISit une unité de 
temps et on prend comme hypothèse qu'à chaque instant entier deux indivi­
du..ll se rencontrent el se parlent A l'instant 0 un seut individu connait une 
nouvelle extraordinaire que nous appelons "la rumeur" qu'il s 'empressera de 
diffuser à l'occllSion de prochrunes rencOntres à venir mais il ,arrêtera lors­
qu'il rencontrera quelqu'un qui la connait déjà. 

Plu, formellement, eonsidüons que P comprend trois classes disjointes 
d'individus: 
- S : les wehants .eufs (ils connaissent la rumeur et cominuent à la propa­
ger) ; 

- R : les saehants inaeufs (il, connaissent 1. rumeur et ne la propagent pas ) ; 
- 1 : les Ignorants (Ils ne connaissent pas la rumeur). 

Les rencontres sonl tirées au sort selon des tirages indépendants oil toules 
les paires ont la même probabilité d 'apparaître. La rumeur se propage lors­
qu 'un sachant acùf rencontre un ignorant; le premier reste sachant actif el 
l'autre Je devient. Dans tOus les autres cas ell. ne se propage pas. Par cOntro 
tout sachant actif qui rencontre un sachant (actif ou ÎnacûO devient sachant 
inactif. 

Le diagmnune ci-

~I 
1 

1 

contre montre )' évo-
lution dans le temps L R 
des cffectlfs des trois S _____ 
populations 

0 ,go ,- uoo .... .... '000 "00 

L' •• empk montré ici. bien que particulier, renète bien la générali té. Au 
débul, cant que l'unique indiVidu qui connai! la rumeur n'es! pas Iiré au son, 
il ne se passe rien. Puis peu 11 peu le nombre des ,"chants actifs augmente 
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avant qu'il apparmsse deUJ! sachants inactifs,lors de la première rencontre de 
deux sachants actifs. Dès lors les deux popuialioo> S et Raugmentent 
jusqu'à ce que S stagne atrant de décroitre. Alan. S d,mi nue inexorablement 
m.lgr<! parfo,s quelques peUts sun..ulS Jusqu" s'élCmdro. Il est remarquable 
qu'à ce moment là il reste encore des ignorants, en nombre non négligeable. 

Sur plusieurs simulat ions, la rumeur s'éteint .u bout d ' un temps de 
l'ordre de 7n 11 8n pour n entte 100 et 500. A la fin le nombre d' Ignorants est 
de l'ordre de nl5. La courbe S apparailtoujours trh symétrique. Au moment 
où le nombre des sachants actifs est maximum les trut> sous populations son t 
à peu près ~gale!. en nombre (nl3) . 

Evidemment un tel modèle est très critiquable, notamment : 
- le fait de ne fai rcqu ' une rencontre il chaque temps d ' horloge; 
- le fQil d' imposer qu·à. lil premjère renconlre d'un sachant actif avec un 

sachant il devienne inactif (sous le prétel\te : " tout le monde le smt, il ne 
vaut plus la peme d'en parler "; 

- elc . 

On peUL sophtsuquer plus ou mOms le modèle mais Je pense que da os la 
mesure où un sachant neuf devient à Lenne m3cllf(en fonction dc: J'évolulion 
du processus) le schéma sera de même n.'ure et Il restera toujours des Ignl)­
rants lorsque la rumeur se sera éteinte d'clle même. 

Paradoxe 

Parfois une matbémallsauon insuffisante nuU à la solution d'un problè­
me. n eXIste dans le commerce des palTes de dés, dont les faces component 
des chiffres permellant de visualiser les quant lèo.-s du mois en le' juxtapo­
sant (el~ : 

1 0 11 l, [[]]J, 10 131, .. . , 1311 1 

Si l'on cherche à construire de tels dés. le rrusonnemen SUlvant montre 
que cela est impossible. En effet, il est o~ce>SaJre de marquer un chiffre 1 ;ur 
chacun des deux dés pour pouvoir représenter 11. De même. il est nécessaire 
de marquer un chiffre 2 sur chacun des deux des pour pOUVOir représenter 
22. De plus, Il est nécessaire de marquer un chIffre 0 sur chacun des deux dés 
pour pouvoir représenter les neuf nombres de 01 à 09 car, un dé n'ayant que 
six faces, un seul z~ro ne sufru-ait pas. Ainsi nous disposons, au départ , de 
dou.L.t faces ; nous en uLilisons six pour marquer deu~ lois 0, deux fois 1 el 

deux fois 2 ; il en reste si x disponibles pour marquer lcs sept chiffres man­
quant (de 3 il 9). C'est donc impossible mais je vous rép~te que ces dés exis­
tent dans le commerce, Peut~être en a\'eZ-'lOlJS déjà \ 'U ? 
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