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Introduction 
En 1973 , les américains Black el Schole. pubtialenl un 

artIcle dans lequel ils calculaienl le "juste prix" d'une opLion 
ainsi que le portefeuille de COuverture (ces notions seront 
expliquées CI-dessous), en ulilisanL un modèle probabilisle 
des nUClualions des cours de la bou= basé sur le mouve· 
menl brownien. Ce travail, auquel avail aoss; 616 lié Menon, 
a valu à Menon el Scholes le prix Nobe l d'économie en 1997 
(F. Black est décédé depuis). 

Le bUl de ceL exposé esl de présenter le résultat mal1\le­
nant célèbre de Black el Scholes, ainsi que d'indiquer des 
direcllons de recherche aCluelles. NOlons que les problèmes 
posés par les banques mOlivenl aCluellement beaucoup de 
travaux de rechercbe en probabililés, el que les insùlUlions 
rinancières embauchent de nombreux mathématiciens de par 

. le monde. 
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La prerruère parue du texte qui suit traite le problème dans le cadre dis­
cret. n peut donner lieu il une acuvité en classe de Temunale (en panicuher 
ES). La seconde contient l'essentiel de l'argument de Black el Scholes. La 
ltOisième esqwsse des recherches actuelles. 

1 - Le modèle en temps discret 
On considère une situation modèle où chaque il cnt a le choix enlle deux: 

placements possibles : 
1. Le placemem à la Caisse d 'Epargne (3,5% garanti), dont le cours évolue 
au ours du temps swvanlla formule (11 > 1) : 

So So • 11= 0'1 , I1 :J,2, 

2. Une aCliOIi en bourse, dont le cours fluctue SUIVUnL la fomlUle : 

S, = 50 X;I x ;2 x ... x ç, ' n = 1, 2, ... 

où les variables aléatOIres (ç" ; n = l , 2, ... ) sont indépendantes, toutes de 

même loi de Bernoulli : 
P (f,. = u) = p, P(f,. =d) = l-p 

avec d < 11 < U Cu comme ' I Up", d comme "clown"). 

On s'intéresse Il 13 notion d'option d'achat (il exisle de façon symétrique 
des options de vente), Une option d'00h01 est un conlrat conclu Il l'instant 0, 
aux lermes duquel le vendeur s'engage il vendre il l'achcleur y actions à l'ins­
lanl N, à un prix fixé K (quel que soit le pm 511 de l'action sur le mnrché 11 

l'instanl N). 
L'acheteur paie il l'instanl 0 un prix .t en échange de ce droil. n fai , cela 

parce qu'il sait qu'il devra acheter ces actions (ou lout autre pradwi qw tluc­
tue su r un marché boursier, par exemple un certain montant d'une devise 
~trangère) à une date fixée, el il veut se garantir contre une hausse importan­
te des cours. 

Il débourse donc .t Fr< à l'inslant 0, el encaisse à l'instant N un gain égal 
à : 

f(SN) = Y (SN -10+, 
puisque si le COul'> SN de l'action à l'inslan' N eSt supérieur Il K, l'acheleur 

gagne par action SN - K , la di fférence enlre ce qu' il devrait débourser s'il 

n'avait pas pris soin d'acheter une option. et ce qu'il va débourser pour obte~ 
nir la même chose. en "exerçant" son option. Par contre. si le cours SN est 

in férieur au prix convenu K, l'acheteur jette son option au panier (l' pUon 
donne le droil d'acheter au cours convenu. mais ne cOIn porte pas d'obJigation 
d'achat). 

Quel est le '"juste prixu x de cette option? 
BulTmm APMEP . SpkhJt Joumées Natlorrales . Marui11~ '997 
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Le vendeur encaisse x Frs à l'inslanl 0, el débourse y(S,v - K)+ Frs à l'ms­

lanl N. 
li cherche à e "couvru" contre le nsque d'une fone hausse de l'aclion. 

Pour cela, il v placer "au mieux" les ..r FrS que lUI verse l'acheteur pour 
qu'ils devlcooenl un mOntanl aUS51 proche que possible de Y (SN - K)+ à l'ins­

lanl fionl N. 
On va voir qu'i l existe un prix x. et une stratégie de "couverture", tels que 

la valeur du ponefeuille ainsi géré, il panir de l'invcsLis,emenl de x Frs à 
l'instan l 0, soil exactemmt Y (SN - K). Frs à l'instan t N. 

La somme x correspondante esl considérée comme élant le ''Juste prix" 
de l'opl ion . 

Supposons qu'à l'inslanlllia richesse initiale x soil devenue 
XII := XfI-Z" + Zn' 

Où Zn CSI la parue mveSUe en bourse, el X. - Z. esl la sommc déposée il la 

Crusse d'Epargne. Alors la nchesse à l'in 'lanl n + 1 sera 
X .. , = (X. -Z.m • Z.Ç", 1 

= X.11 + Z.(Ç". 1 -11)· 
On VCUI que sOÎt sausfaile le ",l.lion : 

XN=j(S~ , ) [=y(SN-K)+ l 

Cherchons XN _ I el ZN 1 lcls que cene relation SOil s'lisfaile, soit 

XN_ 1" + ZN_' (Ç,~- Tl ) = !(SN_I!;,v) 
d'où les deux relalions suivantes doivent être satisfa.ites : 

XN _ 1" + ZN_I (d - 11)= j(S,\' _ Id) 

XN _ I ' 1 + ZN_ I (u-Tl) = !(SN_I u). 

On réSOUI ce système de deux équations à deux inconnues, el on obtient 
XN _ 1 = ,,-1(<1> Il (S", _ 1)' 

où 

(<1> jllsl :=!!..=..D.! (s Ii) . 11 - d ! (s u) 
u-d u - d 

= Ê f (s;,.j 
si 

283 

Bulletin de l'APMEP n°416 -



et par ailleurs 

où 

z = fIs N- ,14) - fls!,! _ ,<4 
N- ' u _ d 

= "dirivle dis c r~te ". 
En ,,~ran t ce raiso"nemen~ on obtient 

X!,! _, = n-' (<J>k f)(S!,! _v 

SOil encore : 

Z J I>'-'f)(S!'! _IU)- (<I>I -' f)IS", .<4 
N-, - n' '(,,- dl 

X. ; F(k, S~) 

z, = F(k, s •• I- Flk, S.d 
,, - d 

F(k, s) := ll-(N-4) (<J>I'-'f) (s ) 

-l/i -.t.,ç.· II( .JN- ' - I 1 1 N-l - /) 
=11 ~ C,.ql - , p f\sud 

,·0 

Donc eo paniculier 
x = n-N (cl>'" f)(So) 

=n-Nf C~q'(J -~ N - · f !s.u·,t ') 
•• 0 

=n'NÊf(So x é" x .. . x ç,j 
Notons que le résultat est indépendant de p, qui prtcise la loi de probabi, 

Iilé des fluctuations 1;, des cours de la bourse. Il ne dépend que du taux d,nté­

rêt de 1. Caisse d'Epargne (c' .. t-à-dire de n), et des valeurs prises par les 

fluctuations Si' Le cakul fait intervenir une probab,lit~ "artJfic,elle" P , qui 

n'a rien à voir avec celle qui m od~lise le foncùonnement du marché boursier. 
On notera enfin que la quantité z" que l'agent investi t la bourse entre les 
instants n et n + 1 ne dépend que des fluctuations des cours Jusqu'à l'instant k 
(heureusement, puisque les fl uctuation. futures sont inconnues !). On dit que 
la suite (Z.) est "adaptée". 
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2 . Le modèle en temps continu 
Le modèle étudié dans l'article de Black et Scboles de 1973 s'obtient à 

panir du modèle de la section précédente, en remplaçant ,," par e", t 
ç, X .. . x Ç" par eOU + aB" Où l' --> B,) est un mou.ement brownien, notion 

introdUIte au début du siècle par Brown (1825 - poUen), Bachelier (1900· 
finance), Einstein (1905 - panicules), Wiener (1923 - signaux) et étudIé en 
profondeur par P. Lévy (1948) et de nombreux successeurs. 

Aujourd'hui, non seulement le mouvement brownien sert d'outil de modé· 
Iisation dans de nombreuse. disciplines, mais il in tervient dans beaucoup de 
domrunes des mathématiques, notamment en probabilités, en théorie des 
équations aux dénvées partieUes, en géométr ie riemanienne et dans J'étude 
des fractals . 

DéOnitlon 

Un mouvemenl browlliell est un processus (1--> 8, J qUI sausfatl : 

oBo=O 
• 't0 < s < t. B, - 8 5 est une v.a.r. gau!t ienne centrée. de variance t - s, 

indépendante de (Bo 0 '; ,';sJ . 
o t --> B, est conllnue (mais lion dérivable 1) 

Une propriété fondamentale: la ,'arialion quadratique 
St 0 = '0 < '1 < ... < 1,,::;:: t, et sup;{t; ... 1 - 11) -+ 0, 

r" .. ,,,,.(B,,.,- B,,)2 -->,. 

Notons que les foncti ons régulières (en particulier de classe C') ont une 
variation quadratique nulle. Le résultat ci-dessus exprime la tres forte irrégu­
lamé du brownien, qui résulte de l'indépendance de ses accroissements. 

Conséquence: formule d'nô (1942) 
Si g e C' ,2, 

8(1, B,) = 9 (0, 0) + 1.' g; (s, B,)ds+ 1.' g; (s, B,)dB, +i l' g;l(S, B, )ds 

La preuve de ce rtsultat s'appuie sur le développement Iimné : 

g(t~I ' B,~,) - g(t" Bu) =g',(9. 8,,)(t •• 1 - f,) + g ', ( 1 .. l' Bti )(B, .. I - BtI ) 

+ 1/2 g""(I;,I,I3,)(B,,,, -B,,)', 
sur le résultat concernant la \'anatlOn quadrauque. et sur la définition de l'in­
tégrale stochastique d'M par rappon à dBr 

Notons que si les tr:tjectoire. de B, étalent régulières, sa variation quadra­

tique serait nulle, et l'on n'aurail pas le "lem,e complémentaire d'Itô" com­

BuIIedn APMEP - SptJc;IIJ Journées NatfOnaKJ$ · MarseiIM '997 

285 

Bulletin de l'APMEP n°416 -



ponant la dérivée seGonde. 
Nous pouvons mainteoam étudier le modèle de l'opuon en temps continu. 

Si le cours de l'seuoo fluctue selon la formule: S, = eIU + oB" on a, d'après la 

formule d'Itô: 

dS, = (~ + ~2)S, dl + aS, dB" 

el donc l'évolution du pon efeuille du vendeur (à partir de l'invesLissement 
iniual de x Frs) est donnée par : 

dX, = (x, -Z,lrdl + z,((~+ ~2) dl + craB,~ 
où X, désigne la valeur du ponefeuile à l'instant l, Z, la pan du ponefeuille 

invesu en bourse, et X, - Z, la pan déposée à la Cai .. e d'Epargne. Notons que 

l'écriture ci-dessus de l'évolution de X, pan de l'hypothèse que ce portefeuille 

est "auto-finançant", c'est-à-dire que SaD évoluLion suit "mécaniquement" les 
évolutions provoquies d'une pan par les intérêts versés par la Caisse 
d'Epargne, el d'autte par les fluctuations des cours de la bou,"" (il n'y a ni 
consommation, ni injccllon d'argenl dans le ponefeuille, mis à pan les x Frs 
iniuawt), 

On fi par ",lieurs la condmon finale 
Xr= leST) l= y(Sr- K)+]. 

Postulons que, comme dans le cas discre~ on fi une relnLion de la forme 

X,=F(I,S,),O"I"T. 
Ceue relaLioD se réécrit : X, = F(t, e.p[~ + aB,]). 

On Lire de la fonnule d'Itô, en supposant F sumsamment régulière: 

dX, = F; (l, S ,ldl + F~(I, S ,ls ,(~ + ~2)dl 

+ F;(t, S,IS ,craB, + 1 F;,(t, S,ls;a2dl. 
2 

Rapprochant les deux formules poUt dXp on tire deux relations, en éga­

lant les coefficients de dB, et de dl : 
Première relation 

z, = F',(I, S,lS, ; 
Deuxième relalion 

2 1 
F;(I, S,, + ~ F; ll, S ,1 S, + r F;(I , S ,1 S, - rF(I, S,, = o. 

2 
Une façon simple de satisfaire cette relation est de chercher F solution de 

Bunettn APMEP . Sp6cMI JoumHs NatJOrlaltJS • M/JJ'5BmB 1997 
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l'équation aux dérivées partielles parabolique du second ordre : 
2 

F;(r, sil +!L F;lt, xl ... 2 + r F;(t, xl.( - rF(t, xl = 0, 
2 

F(Tx)=y(x - K)+. 

La solution est donnée par la fonnule de Black et Scholes (1973, Prix 
Nobel 1997) 

F{r) E( <>Ir-T8' - on(T- ,) K - 'fT - ,~ 
• S = y se - e 'J + 

où a est une variable aléatoire gaussienne cenU'ée de yanance 1. L quanUlé 
ci-<lessus se réécnt : 

:lvec 

-'12! 4 , N (d) = y (21t) .-x 12 dx , -
log (s 1 K) + (r+ a'/) (r - rl 

d,= Ll .12 
0' (r - rl 

d2= d, - 0' f'iCï . 
En outre. le ponefeuille de couvenure est donné par : 

Z,= il F (t , sI = N(d, 1. a .. 
(ct cene formule est correcte. bien que d, dépende de s !). Notons que le 

résullJlt dépend de r (qui est connu). et de 13 volatilité a (en général incon­
nue, qu'il faut estimer pour appliquer la form ule . .. à moins de partir du prix 
qU.e le marché fixe pour l'option. pour calculer la volatilité en inversant la 
formule de Black et Scholes . on calcule alors ce que l'on appelle la volatilité 
implicite). 

Le résultat ne dépend pas de Il (comme dans le as discret il ne dépendait 
pasdep). 

3 - Généralisation de la fonnule de Black et Scholes 
Rappelons la formule qui donne l'évolution du ponefeu.II. : 

2H7 

Bulletin de l'APMEP n°416 -



NOIOns que X, - Z, représenle le monLanl dé p o~ à la Caisse d 'Epargne. 

Mws il peUl fit. négauf, e l dans ce cas, il s'agll d'un prêl, auquel s'applIque 
un wux d'inlérêl R > r, d'où : 

dX ,= 8 lx" z,l dl + Z, ((11 + ~ 2 ) dl + cr dB, ) , 
avec 

8 (x, 1;) = r(x->:)+ -R(x - z)_. 

Ou encore, après un petil changemenl de nOlalion : 

d X, = g(X, l, )dl +Z, dB, 

Xr= f(Sr)· 

Une aUlre faço n de formuler ce qu'on appelle une "équation différentielle 
stOChasllque rétrograde" consÎsle à chercher x E IR el un processus 

(Z, , 0 ,,;; 1 ,,;; T ) adaplé (au sens où on a employé ce lerme à la fin de la sec­

Uon 1) lels que 

E f 1z,l' dl<-
o 

el la solution (X, l de ' ''équation clifférentieUe slocbastique" 

dX, = 8(X, Z,)dl + l,dB, 
Xo = x 

vérilïeXd (Sr)· 

On sai l depuis 1990 que si g esl IIpscbtsLzien. le p rob l ~me c i-dessus 
admel une solulion unique. 

Dnns ce cas non-linéaire, il n'y a plus de formu le explici te pour le pnx x 
de l'opuon, el pour le ponefelliUe Z,. On peUl calcu ler ces quanlllés en résol­

vanl numériquement une EDF non linéaire. 
En effet, de même que ci-<lessus la valeur X, du ponefeuille s'écrivail 

sous la forme F(I. S,l, avec F solution d'une équation aux dérivées partielles 
linéai re, on peUl montrer que la solution du probl~me non linéaire Cl-dessus 
s'écril en lerme de la solution d'une EDF non linéaire. 

Supposons pour simplifier que S, = B,. 
Alors la solution X, de l'équation c i-<lessus S'éCri l X, = F(I, B,l, où F eSl la 

solution de l'EDP parabolique non linéaire: 
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On peut aussI considérer des EDP elliptiques avec unc variable parcou­
rant un domaine D de ~ , et avec une non-linéarité non nécessairement !JI>­
schil2ienne, comme par exemple : 

2 
111. F(;r) = F (x), :r e D 
2 

F (x) =1 (x), x E aD, 

avec la fonction 1 donnée. 
Le licn entre ceUe équation aux dérivées panielles et l"équ.tion stochas­

tique i-de",us fourni t unc romlule probabili Sle pour l'équation aux dérivées 
panielles, et donc un oUli l d'étude de celle dernière . D'autres formules proba­
bIlistes pour ln même équati(lfl, utilisant des nouons plus compliquées, ont 
été proposées récemment, et ont permis de progresser dam. l'étude de celle 
classe d'équations. 

Remarque 1. On l'Oll ici unt situation touI à fal! habiludlt dans III 
rtchercht! math/malique. Des progrès sur un sujet don,,! . ici les "équal;OfL'i 
différentiellts stochastiqu<s rétrogrades" . 0111 des applications m fi/raflee 
mathématique. et aussi à d'aU/res domaines des mothimatiquu. Or aucune 
de ces applications n1itail en'dragée au tout début de ctlfe flléor;e. En 
d'aulrn temles. des conslfl4ctioll$ appa remment gratut/es apportent d~s 
réponses à des qlu.rtions que l'on ne se pa.rail pas au mumcnt où ces 
constructions Jont apparues. 

Remarque 2, Un aulre f ait tout à fait rypique est le sun'ant .- avec 1/11 modèle 
,rts simplifié. on a urie solution explicite au problème posé. alors qu 'avec lm 

mod~le un peu plus complexe, il far~( recourir à une approximation numé· 
riqu e pour Inoir Ime solution concrète au problème posé. Ici, la formule 
txplicile. solution du modèle linéaire, est effectivement milisie sur les mar­
chis. Dalls le cas où le mfJdèle /iniairt tll Irop simpliste pour qr.e la so/u ­
tioll explicile soit Ittil~ en pratique. celle·d urt toul dt même à vérifier la 
qualité deJ mlthodes muniriques Illilisées. re qui n'est pa!) d'un mince 
imtrir ! 
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