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Les Problemes
de I'A.PM.E.P.

Cetre rubrique propose des problémes choisis pour 'originalité
de leur caractére . esthétique, subtil, ingénieix, voire récréatif, dont
la solution nécessite initiatives, démarche inventive, recherche, effort
intellectuel.

Elle accueille tous ceux qui aiment inventer, cherche de « beaux
problémes »... si possible, trouver des solutions et les invite & donner
libre cours a leyr invention créatrice.

Priorité est naturellement réservée aux énonces composés par des
collégues et au dialogue ouvert entre eux par le jeu des réponses et
des solutions. Les auteurs sont priés de jeindre les solutions aux pro-
positions d’énoncés.

Enoneés, réponses et solutions sont & envoyer a I'adresse sulvante
(réponses a des problémes différents sur des feuilles séparées S.V.P,,
sans oublier votre nom sur chaque feuille) :

Frangois LO JACOMO
21, rue Juliette Dodu
75010 PARIS

ENONCES

ENONCE 273 (Gilbert REBEL, 65 - Tarbes)
a) Soit (u,),.py 1a suite définie par ses deux premiers lermes Uy et u; et la

relation de récurrence : Uy,; = U, — |u,,|. Montrer que si la suite (u,) conver-
ge, la série de terme général u, est, elle aussi, convergente.

b) Que peut-on dire de la suite (v,),ey définie par ses deux premiers termes
vg el v, et Jarelation de récurrence vy, = || = v, ?

ENONCE 274 (Mireille BOURNAUD, 94 - Vitry sur Seine)

Dans le plan euclidien, on considére un ensemble de points, noté E tel
que la distance entre deux points quelconques de 'ensemble IE soit un nom-
bre entier.

Montrer que, si les points de |’ensemble IE ne sont pas tous alignés, alors
le nombre de points de Eest fini.
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ENONCE 275(Pierre DANIEL. 07 - Beauchastel)

Un segment [AB] étant donné, H est un point quelconque du cercle de
diametre [AB]. Le cercle de centre H, de rayon HA, coupe en I et J la paral-
1¢le & (AB) passant par H, et le trap¢ze ABIJ est convexe.

Déterminer le lieu des points P et Q, respectivement intersection des dia-
gonales de ABIJ et intersection des cdtés (Al) et (BI).

ERRATUM ENONCE 270

Un contresens s’est glissé inopinémant dans 1'énoncé 270 (Bulletin 413,

p. 787). L' texte original étail le suivant :
La altura de un tronco de piramide regular y la apotema de la base
mayor son ambas iguales a a.
1° Calcular la apotema de la base menor con la condicion de
ser las caras laterales circonscriptibles a circunferencias.
2°;Cuantos poligonos regulares pueden ser base de los tron-
cos de piramide regular que existan en las condiciones ante-
riores?

Ce n'était donc pas le cété de la plus grande base, mais le rayon du cercle
inscrit dans la plus grande base qui devait étre égal 4 la hauteur. Toutes mes
excuses 4 'auteur et aux lecteurs, et merci & ceux qui m’ont signalé 1'erreur -
sans celle correction, le probléme n'a pas de sens!

Dans la premiére question, |'auteur demande donc de calculer le rayon du
cercle inscrit dans la petite base. Par contre, il s'agil bien de la hauteur du
tronc de pyramide.

SOLUTIONS

ENONCE 252 (Igor CHARIGUINE, Moscou)

On se donne un angle de sommet O. Sur 1'un des c6tés, on choisit deux
points A et A’, et sur |"autre, deux points B et B". Les droites (AB) et (A'B")
se coupent en un point M. Sur le cercle circonscrit au triangle OAB, on
construit la corde [OD] parallele a (A'B’}), et sur le cercle circonscrit au tri-
angle OA'B’, la corde [OD’] paralléle a (AB).

Montrer que la droite (DD') passe par le point M.,

REPONSE de Jacques BOUTELOUP (76-Rouen)

1] est intéressant de montrer une propriété plus riche d’alignement de
guatre points. Nous désignons par I le deuxieme point d’intersection des
cercles (OAB) et (OA’B’). Les points A, M, I, A" d’unc part et B, M, [, B’
d’autre part, sont cocycliques. C’est une propriété classique qui peut e justi-
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fier de fagons variées :

* Par une construction classique, I est le centre de la similitude A — B,
A' = B’ C'est donc le centre de la similitude A — A’, B+~ B’. d'ou le
résultat par la méme construction classique.

* Par Ja directe du théoréme de Simson, les projections orthogonales de I sur
les cotés de I'angle sont alignées avec celles sur AB et A’B". D'ou la pro-
priété par réciproque du méme théoréme.

» Par relation classique de points cocycliques : (AM, AI) = (AB, Al) = (OB,
OI) =(0OB", OI) = (A’'B’ , A'T) = (A'M |, A’'l) et la propriété, avec
démonstration analogue pour le deuxigme cercle.

Le résultat du texte s’établit d’ailleurs en utilisant un seul de ces cercles.
(DO,DI) = (AD,AI) = (AA’Al) = (MA' MI) = (A’B' MI). Le parallélisme
de (DO) et (AB) entraine celui de (DI) et (MI), d*ot ['alignement de D, I, M.
On montre de méme 1'alignement de D, I, M en remplagant D, A. A® par
D', A’, A dans le raisonnement précédent.
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AUTRES SOLUTIONS

G. BOUEZ (75-Paris), Marie-Laure CHAILLOUT (95-Sarcelles), Jacques
DAUTREVAUX (06 - St André), Edgard DELPLANCHE (91 - Créteil).
Christian DUFIS (87 - Limoges), IREM d'Aquitaine (33 - Talence), René
MANZONI (76 - Le Havre), A. MOLARD (67 - Strasbourg), Charles
NOTARI (31 - Montaut), Joél PAYEN (93 - Blanc Mesnil), Maurnice PER-
ROT (75 - Paris), Marguerite PONCHAUX (59 - Lille), Anne-Marie
RAUCH (67 - Strasbourg), Raymond RAYNAUD (04 - Digne), Pierre REN-
FER (67 - Ostwald), Jean-Marie ROBBE (25 - Villers le lac), René STOR-
CH (71 - Micon) et André VIRICEL (54 - Villers 1és Nancy).

REMARQUES
« Cependant gu'a Moscou une habile cuisine
Porte au tréne des Tsars un Boris Ethylsine,
GEuvre dans sa datcha un Chariguine Igor
qui unit dans son caeur Lobat et Pythagor »
André Viricel (Aofit 1996)

Plus prosaiquement, doit-on, dans un tel probleme, redémontrer que les
cercles circonscrits aux quatre triangles formés par quatre droites prises trois
4 trois on un point commun (point de MIQUEL du quadnlatére complet) ou
peut-on supposer ce résultat connu ?

Méme s'il est classique, ce résultal contient I'essentiel de la solution de
cel énoncé 252, les trois quarts des lecteurs |'ont utilisé et 80% d’entre eux
'ont redémontré, pour plus de la moitié en utilisant la similitude de centre
I ; trois lecteurs (outre Jacques BOUTELOQUP) ont ulilisé les relations angu-
laires et un seul la droite de Simson.

Deux lecteurs ont proposé une solution analytique ; par ailleurs, Christian
DUFIS propose deux solutions dont une ne fait pas intervenir le point de
MIQUEL : le parallélisme (D'B*)/(DB} et (OD’)/(BM) prouve que 1’homo-
thétie de centre D' qui transforme la droite (A'B") en la droite (OD) transfor-
me M en D. Jean-Marie ROBBE prouve d'abord, 2 I’aide de nombreuses
relations angulaires élémentaires, que (D'B)/(DB’), puis que D, I et D" sont

alignés, enfin que DMB = D'DO.

Maurice PERROT fait intervenir les intersections E et F de (DA") et
(DB') avec (AB), prouvant que les triangles DAB et D'EF se comespondent
dans une homothétie de centre M, vu que MA''MB’ = MA MF = MB ME et
que ces triangles ont fes mémes angles. Charles NOTARI propose plusieurs
méthodes : par exemple, pour prouver I'alignement de [, D, D', 1l fait inter-
venir I'inversion de centre O et de puissance OI2, qui transforme D et D’ en
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deux points d'ou 1'on voit le segment [OI] sous le méme angle.

A. MOLARD se demande si une solution en géométrie projective ne
serait pas plus élégante. Pour le moins, G. BOUEZ, Jacques DAUTRE-
VAUX et Joél PAYEN signalent le cas ol les deux cercles seraient tangents

en O : AB et A'B’ se correspondraient dans I"homothétie de centre O trans-
formant un cercle en I'autre, donc M serait & 1'infini, ce qui, pour G.
BOUEZ, n'est pas compatible avec I’énoncé alors que, pour les autres, le
résultat général reste valable, du point de vue projectif. Joél PAYEN étudie
également le cas I = M ot la méthode générale n’est plus utilisable alors que
le résultat reste valable. Ce cas se présente lorsque deux des quatre droites se
coupent sur 1'une des deux autres.

Peu de lecteurs se sont attardés sur les cas particuliers ; par exemple celui
o D et D' sont confondus et ou I"énoncé perd son sens est signalé par
Maurice PERROT et rtraité en détails par Marie-Laure CHAILLOUT, qui
prouve que cela se produit lorsque A, B, A’, B' sont cocycliques, donc
lorsque O, M, 1 sont alignés.

L’énoncé plagait A et A’ d’une part, B et B’ d’autre part sur une méme
demi-droite issuc de O. G, BOUEZ mentionne que cela n'a rien de pertinent,
d'ailleurs 15% des lecteurs ont placé O entre A et A’, et 15% n'ont pas fait
de figure,

On pouvait énoncer ce probleme différemment. André VIRICEL le rame-
ne au lemme suivant : deux cercles se coupent en A ¢t |, une sécante commu-
ne menée par A les recoupe respectivement en D et M, alors les droites (OD)
et (A’M) sont paralleles. G. BOUEZ remarque que les six points C, A, A,
B, B’, M sont permutables : étant donné un quadrilatére complet et les quatre
cercles circonscrits chacun 2 un triangle, par les (rois sommets du triangle on
méne une corde paralléle a la guatriéme droite, Les six droites joignant le
point de MIQUEL aux six sommets du quadrilatére complet passent chacune
par deux des sommets des 12 cordes remarquables ainsi construites.

Il mentionne également, comme généralisation du point de MIQUEL, le
théoréme de CLIFFORD :
pour n 2 2,

- & un systéme S,, ; de (2n — 1) droites est associé un cercle Cy, ) (Cy est le
cercle circonscrit au triangle),

- & un systeme S, est associé un point Py, commun aux 2n cercles Cyy (P,
est le point commun de Miquel du quadnilatére complet),

- & un systéme Sy, est associé un cercle Cyyyy contenant les (2n + 1) points

Fage
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ENONCE 253 (Maurice CRESTEY, Vincennes)

Pour chaque valeur de I'entier naturel n, on pose ug=+i - E (¥fi) o E(t)
désigne la partie entiére du réel t.
Etablir la convergence de la suile de terme général

VN=-L iuk (N e IN¥).
NS

SOLUTION de Renaud PALISSE (Paris)

Posons Wy =11r— i ux et dans tout ce qui suit ; K =E(YN).
k=1

K s 2K k24 2k
Ona: Wy = i uﬂ:ib" avec by = z (Wi - k)
k=1

n=1 o=k’

kg tk+ 1)
g T h <[ "7 Rdx 2212+ 2%+ 273, donc b <k + 213,
kl

=

KK+1), 2K
2

Par conséquent, Wy < 3

H

> K-1 tkt])
D’autre part Wy = 5:‘ Un= Y ak,avec ak = 2 Un

n=1 k=1 Il=kz+l

(k1) k+1)?
o, g i ;-,fz+ K dx ,d'ob a, = k- 1/3.
k

n=k+1
Par conséquent, Wy, = K{KT_” = %
Finalement, comme N - K2, on a Vi — 1/2.
AUTRES SOLUTIONS

Jacques AMON (87 - Limoges), Alain BAILLE (38 - Grenoble), Jacques
BOUTELOUP (76 - Rouen), Marie-Laure CHAILLOUT (95 - Sarcelles),
Roger CUCULIERE (94 - Marnes la vallée), Jean-Joél DELORME (69 -
Lvon), Francis DREY (67 - Haguenau), Martine GINESTET (75 - Paris),
Jean-Louis LACAZE-ESCOUS (75 - Paris), Marie-Christine LOMBARD
(83 - Toulon), René MANZONI (76 - Le Havre), Omarjee MOUBINOOL
(75 - Paris), Charles NOTARI (31 - Montaut), Joél PAYEN (93 - Blanc
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Mesnil), Denis PEPIN (51 - Verdun), Maurice PERROT (75 - Paris),
Marguerite PONCHAUX (59 - Lille), Anne-Marie RAUCH (67 -
Strasbourg), Xavier RELIQUET (78 - Chambourcy), Pierre RENFER (67 -
Ostwald), Jean RUFFIN (23 - St Pardon le neuf).

REMARQUES

« Quelques mots tout d’abord sur I'origine de cet énoncé, Eerit Maurice
CRESTEY.
On peut démontrer que I'ensemble des u, est dense dans [0, 1]. Ce résul-

tat figurait dans un livre d’exercices pour la classe de math.sup, aujourd’hui
¢puisé que j'avais rédigé en 1969 (Editeur DUNOD).
Par ailleurs, la valeur de la limite éventuelle de la suite des moyennes
arithmétiques donne une idée de la répartition des v, dans 'intervalle [0, 1].
Dans un domaine voisin, citons un théoreme de Sierpenski :

Pour tout réel x, la suite de terme général I!l— i [kx —E (kx)] converge et
k=1

sa limite A, vérifie 'inégalité A, < 1/2, I'égalité n'étant vérifiée que pour x
irrationnel.
D'ou I'idée de |'énoncé précédent. ., »

Comme 1’ont remarqué hon nombre de lecteurs, nous avons la un
exemple (ypique de suife non convergente qui converge en moyenne de
Césaro.

Mais deux questions se posent | peut-on en dire plus sur cette suite et
peut-on généraliser le résultat & d’autres suites ?
= |
YN
N — +oe ? 7 Certes non! C’est vrai si N est un carré parfait, mais si

Roger CUCULIERE demande :  Est-il vrai que V- ;_-. quand

Par contre, Xavier RELIQUET prouve, par récurrence sur k= E(YN] .
gue pour tout N € IN*, Vi, < 1/2,

En effet, sil’on pose N = k* + p,
2

3 Vk?-|+ 11 ]
k +p Zklk +in=0

Vy <
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Avec cette méme notation, signalons que la comparaison entre série el inté-
grale n'est pas la seule méthode utilisée pour encadrer V. Bon nombre de

lecteurs ont fait appel au développement limité de Y1 + X, mais certaing

€crivent : ﬁ—pﬁ = FNPZ = YN -k = p/2k, ce qui donne un encadre-

ment plus simple et un peu meilleur :

k21 2k
K= i i-EBEWm) sk+ 12
n= kl
OMARJEE Moubinool remarque que la suite ¥ — E (/) est équirépartie
dans [0, 1], ¢'est-2-dire que si I C [0, 1] est un intervalle de longueur A, le
nombre de n < N tels que u, € I est équivalent & AN lorsque N tend vers

I"infini. II cite & ce sujet : RAMIS-DESCHAMPS : Exercices analyse, Tome
2, RAUZY Gérard, Propriétés statistiques des suites (PUF) et POLYA
Szego.

Autre question abordée par plusieurs lecteurs : peut-on généraliser et cal-

N
culer la limite de L E x —El’) 7 Certes : pour 0 < & < 1, cette limite
k=1

vaut encore 1/2, mais le cas & > | semble plus difficile.

On peut, dans le cas od o < 1, généraliser la comparaison entre série et
intégrale :

(L3 la
fm” (Ha-1< 3 n“-Ein“lsflw (“-Ka+1
K klll

L Eln®=k
Comme le montre la figure.

ke [k ¥ J)lm
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En additionnant, on a, si E(N®) =k,

N
Fk)-k< Y n"-En") <Fk+ 1)+ k+1),

n=1

L ( 1/
avec F(k}:fk tdlin““—klk a]
0 n=l
|+ 1 1 be-1
or, $ . a8, gl
o=t a+1 2

d’ol le résultat, grice au deuxiéme terme 1/2 k' quj devient la partie princi-
pale de F(k). Cette derniere égalité n'est que le tout début de la formule som-
matoire d'Euler-Mac Laurin utilisée, par exemple, pour la formule de
Stirling ou dans I'énoncé 254 ci-aprés, mais dans notre cas particulier, il suf-
fit de remarquer que :
1] foen™
lu o R u+ 1

u étant un exposant quelconque, en I'occurrence u = /¢,

1
)u+

+ %(k— M lsxenlk

Signalons pour conclure 1'intéressante relation utilisée par Marie-Laure
CHAILLOUT dans lecasoll ¢ =p/q (p<q)

ol ; ST
a/ q
ZE[k s tElkw ) =P 0
k=1 k=1
L'idée est d'étudier Je nombre de solutions de : E(kra) =1 pour 1 < <ne,
Sil'on rapproche de notre formule sommatoire :
L g o!  pi
Ekq P ka Togrtayp Lyey Loja olndr)
k=1 k=1 2 2
on voit pourquoi il est plus facile de conclure lorsque 1'exposant o est infé-
reur & 1 que lorsqu’il est supérieur. ..
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ENONCE N°254
Soit  un entier supérieur cu égal a 1. Montrer que le plus grand entier m

tel que : fl < | est la parttie entiere de : | 4 [ n® S o W o
k:ﬂk 3 7

Déterminer tous les triplets (n. m, g) d’entiers supérieurs ou égaux a 2

(avec n < m) vérifiant : i 151-4
k=nk 1

SOLUTION

Pour savoir s'il n"était pas trop classique, j'ai soumis cet énoncé, en sep-
tembre 1995, & Pierre Samuel (62 - Bourg-la-Reine) qui, au vu de ma solu-
tion, m'a écrit : « la solurion n’est pas facile du tout ! Je ne pense pas que
beaucoup de lecteurs du Bulletin s'en tireront... » De fait, seul René
Manzoni (76 - Le Havre) s'y est attaqué, mais sans aborder le ceeur du pro-
bléme : les propriéiés arithmétiques de e.

Cet énoncé fait donc suite au n® 224 (Bulletin 397, février 1995, p. 452)
oll il €tait explicitement question des propriétés arithmétiques de e.
Malheureusement, en reprenant ma démonstration de 1995, j’y al découvert
une fatale erreur remeftant en cause la démonstration et le résultat de la pre-
mieére question : en fait, il existe une infinité de valeurs de n pour lesquelles
le plus petit m cherché n'est pas une partie entiére de

eafnt -n+l
3

—é— , méme si la plus petite d’entre elles est supérieure a

4% 1047,

Mais, comme 1'enfant qui laisse tomber une pile d’assiettes et s'exclame :
« j'ai de la chance, je n'en ai cass€ que deux », je me console en remarquant
que la seconde question est néanmoins récupérable : ¢h ouil, il n’existe pas
d’autre triplet solution (n, m, g} que (2, 2. 2), 2, 3, 6) et (3, 6, 20) : el qu’en

définitive, 11 suffit de remplacer (e,‘/nZ—n-t-% —% par

m =T\
[e ,Jn‘ -t —-% pour déboguer le probléme, L'espace est

mince entre ces deux réels, mais suffisant toutefois pour y caser un entier,
contrairement & ce que je pensais initialement !
L'idée de départ, c’est qu'on connait le comportement asymptotique de
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S(n) = f, i =Logn+y + 'z"],?' 12‘ x +120;4 .« y étant bien &videms
k= 4 Mn
ment la constante d'Euler : 0,577 215 66...
Or, exp 2[L——1?+ %...n:H}—ﬁLﬁ——l—T...
2 125 1204 T 90

On s'attend donc 4 I’encadrement suivant de 5 (n) :

2 2
y+Log‘\/n+n+l———]T <8(n)<y + Log re+n+_1—
3 90n 3

qui, par ailleurs, fournit de trés bonnes approximations de . Ces inégalités
peuvent se démontrer proprement : A droite, par |’étude de la fonction

LigeX +x+1/3
2 xt —x+1/3

% qui tend vers zéro a 1'infini et est décroissante,

donc positive, de sorte que la suite S(n) — Log nt +n+ %— est croissan-

te, donc inférieure & sa limite, laquelle vaut ¥ par définition. A gauche,
2 2
x4+ x+ 1/3-1/90x

x?—x+ 18 -1/90 [x - 1)
rieuse mais similaire (j'ai fait le calcul...).

Lnﬂ

I'étude de la fonction x x ) 7 est plus labo-

A partir de 13, si
=
m>evz u+1 _e 4 1 _1lyy,
12 90np® 2
i
S(m)>v + Lo V[ -
8 % 12 90 m”’

:-l+*r+L<:ng,1f'4'13—r1-|-;T >Sn-1)+ 1

de sorte que le plus grand entier m tel que S(m) — S(n = 1) = | est inférieur

—12
ouégala: e »\/ﬂ'l2 DTS T N =, donc & sa partie entiére,
3 12 504 . 2

= ) 4
. . Y 2 »
Pour la méme raison, si m = ev:z A o o ,_._1_ - =, alors

£ 1 30-;;3

B [
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S(m) < 8(n — 1) + ! et le plus grand entier m cherché est supérieur ou égal a

— 12 '
Iaparlicentiéredt:ev:??—n+L—e —““1“’_3"‘1‘
3 12 Qs 2

Tout le probléme revient a prouver que ces deux réels ont la méme partie
entiére.

Mon premier raisonnement consistait & dire : si m est compris entre

e}[nl -n+0,16—% eteﬁz—n-ro..’nf;—:l!—,alurs

2n+1 _

1 ;
e = 7 , ¢ qui est exact.

2@n-1)

(4

) Sy s 2n+ 1 ;
Or, cette inégalité impligue que est une réduite de e : c’est encore

2n-1
exact. Et on connalt toutes les réduites de e : ¢est incontestable, on n'en a
pas découvert de nouvelles depuis 1995, Pour toutes les réduites ayant un

numérateur et un dénominateur impair, 2n+l .o -LBS.} : fatale
-1 f2n -1
erreur | Cette inégalité n'est vraie que si 22“—"'—1 est irréductible.
n —_—

Considérons une réduite irréductible vérifiant :
{],[1162 {2n+ L 0,018
(2n - 1) 2n-1 (21 - 1)
et il en existe. .., elles vérifient donc ;
04 o 30n+ 1=_e< 0.45
(5@n-1)" S@=10 " (sfan—1)

2

5 ce qui fournit la premiére excep-

2n+ 1
2n—-1

tion annoncée, car rien n'autorise & supposer que soit irréductible !

Comment se sortir de ce mauvais pas 7 A 1'aide du résultat sophistiqué
gue voici

guels que solent les entiers n et m (n# 0),

(1) | (3m2+3m+ 1) = (32 =3n+ 1) e?|> L
In®
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1l en résultera en particulier que, quel que soit 7 = 1, 1] n'existe pas
d’entier m tel que :

>
(m2+m+13)=(n2—n+ 1/3) 2 <« &
I ) l = 3

i - 2
ce qui démontrera la premiére question corrigée ; et le fait que ;_;. € _ nous
30

sera précieux pour la seconde question.

La démonstration de cette inégalité (1) fait appel & des connaissances pré-
cises sur les approximations diephantiennes, que je vais rappeler brievemnent
ici, Les réduites d'un réel strictement positif x, les meilleures approximations
de x par des rationnels, s'obtiennent ordinairement par le développement de
x en fraction continuée : si ’on pose xy = x, les suites C; = E(x;),

I
Xt —C}

Xisl = permettent de construire deux suite :

ag=liay=cpia;, =ca;+di
bo=0;by=1:b;,1=cibi+b;
vérifiant entre autres choses :
Yizl,ab _i—-a;-1b;=(-1)
x;(a;=bx)=—(a;_ = b;_yx)
et surtout, b; , ; est le plus petit entier & = b; tel qu'il existe un entier a pour
lequel ja - by < |a;— b; x|.
Tout ceci se démontre par récurrence sur f. Les deux premiéres propriétés
prouvent que

et}
eVizl, ai—bix=—"_~——
x.b, + br'_ 1
et la (roisieme, qui sert ordinairement de définition a la notion de réduite,
fournit le fait que si 'E —x | < ‘1_2 4 est une réduite de ¢ : sinon il existe-
2b
rait un indice i tel que b, <b < b; + 1 pour lequel |¢; — byx| <|a - bx | < 1/2b,

g _al 5 1 ¢ 1 4. 1.
bi b| ~ bb, 2bbi o

S’agissant du nombre e, son développement en fraction continuée (que
I'on note : x = [¢g. €4y ..., €; ... |) s'oObtient & |'aide de la suite dg

ce qui est incompatible avec

polynbmes :
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Po) LPy (X)) =1+ xetVx= 1P, (x)=(2i + 1)P(x) + x2 Pi=1 (x) qui
vérifie par récurrence sur i
ViZ0, Py (x) =Py (1) =xP; (x)
ce qui, toujours par récurrence sur , permet d’encadrer :
2i+] 2041 2
(2) —h———— < le(x) e =Pi(-=x)e* ‘ < = (2 +Cx
1.3.5...(2i+1) 1.3.5...(2i+1) 2i+ 3
C étant une constante choisie de sorte que Vr € ]0, x|,

ztce —¢” <2t+c':;'q (Six=< 1, on peut choisir C'= 1,1).

8i je pose a; = Z'P;[-lz—) et b; =2IP;[--é-] jtai;

ag=l,ay=3etViz1,a,, =22+ a;+a;,
bo=1,b,=1letVi= 1bﬂ1—2ﬂh+nh+b,,.

Ona: bpic< [2 (2i + 1)+ ]b; ; et I'inégalité

{:—l

-1—<Log

i+ 1

1+1]<l
t 4
14135

‘ [ 2
montre que Vi =z, |1 + [ ; ] <l - ) d'ol
i -1 [

5 o ) 1S5
bi< = 2 (1.3.5...2i - )2

B AR

—ei < , d'o I"on déduit que, pour tout
(2 + 1) b;

ce qui entraine :

. a 3 504 o1 {o. ]
iz1, g" est une réduite de . On n’obtient pas ainsi toutes les réduites de e,
i

d’autant plus que ]a,-b;_l - =2. Comment obtenir les autres ?

Si a et b sont deux premiers entre eux, il n'existe que deux couples
{a. byet(a” b")telsque |a'b—-b'al=la"b-b"al=1 aveca'<a" <a.
Onad'ailleurs : a"+a”" =a, b’ + 8" = b, eta/b est compris entre a'/b’ et
a''tb”. La réduite précédant a/b est obligatoirement Y'une de ces deux frac-
tionsa'’b' oua”/b” : c'esta’lb’ sia'lb’ et alb sont de part et d'autre du réel
x, en I'occurrence e, et ¢’est a /b " sinon (auquel car a'/b' est la réduite pré-
cédant a”/b").
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Dans le cas de e, puisque tous les g; et tous les b; sont impairs, on a :

a‘ = Giel —ai bn _bin —b; ﬂ" _ Qs + a; b' _bia + b;

2 2 2 2

et @bl —aiw b'; =—,]2—(aibf+1 ~aimbi) ce qul prouve que e, qui est
oy i +1 a’ i ai+l

entre — ¢l —— . La réduite précédant est
¥ P+l I i+l b|¢
a’; a’; @;

donc ——, celle précédant — est — et celle d'avant, = | nous avons
b i b i b,‘ b;‘

désormais toutes les réduites de e, dont le développement en fraction conti-
nuée s’éenit: e=(2,1,2,1,1,4,1,1....241,...].
Seulement les seules réduites qui nous intéressent sont celles dont le

n . . i 75 ‘
numérateur et le dénomminateur sont impairs, ce qui est le cas des —, mais
i

a’;
pas des b—~ ni des ;}-ﬁ— puisque la’; by —ai &' |=1a"; by —ai b 1= 1.

Oublions donc ces réduites intermédiaires ! Si ce n'est que nous avons besoin

de la relation : b.x!-'—-l-— avec x; = [2i,1,1,2i42,1.1,...] pour
xib; + b”,‘_|

mieux encadrer b;: comme 2i < x; < 2i + 1 et b;/2 < b7, | < b,

e 315 < 1o~ bk iy - O demmie @

e[l+—q— -

<|ai—bie|<
<| | T

[2+ll

14025

il
tﬁ+1h

donc [1 ~0.57) 2 !
j lilde

1!\!‘
LS

Dans la mesure ol 2(2i + )b} < biyy < 2{2i + 1)b; —2-5-—-J on peut
i -1

encore préciser (en encadrant by, pour j trés grand) : Vi = 5,
115
uﬂch-li (2i) ! (24) !

3) (1-_1_, :
12i)il4e t ityE ilye

ce qui est encore vrai pour { = 2, 3 er 4.
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On peut (et on doit) déterminer par un calcul similaire les réduites de €2 -
si je pose : A, = P,(1) et B;= Py(=1), j'ai :
A(:.: l1A3= 2etVi= 1, AH,{ =(2£ i ”A,:"'A, =
Bﬂ= l, Bl =0 el VI = 1, Bf"l-| = (2! + lJBr + B._]

et la relation (2) montre que Ai 2 <J—5 donc les AL sont les
f (2i + 1)B; B

réduites de £2, mais ce ne sont pas les seules, d’autant que :
|A; By — A, B;| = 2. On remarque que Ay, et By, sont pairs, alors que

s ; : Al i
Asjy By, Asjy 2, Bay 2 sont impairs : on en déduit que L’f est la réduite
Ji+l
, hyr . s ‘ .
comprise entre =L et Z31+2 car ‘M Byivz - A3ra2232L] = 1, alors
Ba; Biaiy2 2 2

Adis2 o Alise3
jis2 Biisa

de e. Le développement de eZ en fraction continuée s’écrit donc : &2 =

[7,2,1,1,3,18,5,1,1,6,30,8.1.1,...3¢, 12i+6,3i+2,1,1,...].

que entre s'intercalent “les mémes” réduites que dans le cas

Mais parmi toutes ces réduites, seules les A3i o 43142 o0 Jeurs numé-

3 B2

rateurs et dénominateurs tous deux impairs, el dans ces deux cas-1a, les seuls
qui nous intéressent, m‘i |A i - Bie*|< % d'ol. en rapprochant
de la relation (2), [1 - Z] [E}—;—) < Bi< [1 + L] [E‘}'—|]

t\i12'e 2itki12'e

[ 2 15/4

et en utilisant [l W 21 < | ] pour i =2,

4i - IJ i =1
(4) "1-1_][(_2‘)—"_ <B,—<@j—! pour tout i =2,

3 il2e il2e

Tout cela est classique, mais ce qui nous intéresserait, ce serait de prou-

[3mz+ Im+ l]—{3n.2—3n+ l)ar.’2 < —15

3n

ver que si
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2
Im +3m+ 1

alors 3 est une réduite de e (pas nécessairement wrréductible).
3n -3n+1
Si le majorant était —— 1 , on pourrait invoquer le théoréme précédemment
6:1
utilisé, mais on a ]2 et c'est trés important que le coetficient soit strcte-
In
o b R
ment supéneur a £ _
30
Si a/b n’est pas une réduite d’un réel x mais vérifie : |b§ - xl . iz alors
b
le plus grand b, < b tel que a;/b; soit une réduite vérifie
la;— bx| < [P W I ']i"
i b b: b

Dés lots, |a,b — ab;] < 2K, Or, quel que soit Ventier j, on connait tous les
couples (@, &) tels que |a;b — ab,| = j : ce sont les (ka, + ja,_, , kb, £ jb, | }
ke Z.Etlarelation g, ; — by x=— x; (¢, — b,x) permet de calculer |z — bx|.

Limitons-nous au cas qui nous intéresse, A=1. L'entier f ne peut étre que 1.

Sib:kb‘--*b'-ﬂll ]a—bx:: Xit k >.!_}1_

xibi+ b bi b
Sib=kb+ b, pour que b < by, il faut que k< C; -1 < x;— 1. Done

kbg“l'bi—-})_k_
xibi + bia  Xi
Déslors :si2<k<C, -2 |ba- bx}|>[ -*k”‘ ,—2—&—";2>1

Xy
carx;> C; = 4
Outre les réduites, seules peuvent vérifier |a/b — x| < /B2, les fractions
g +aii (Ci = a; + ay
bi+ by (Ci—1bi+ biy
Or toutes les réduites de e2 pour lesquelles C; = 2 sont connues : pour les
unes, a, el b, sont impairs, mais @, ; et b, soni de parités distinctes ; pour les

- lorsque C, = 2.
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autres, a; et b; sont de parités distinctes, mais C; est pair et @, et b,_| sont

gi +ai.y . (Ci-1ai+ai
bl + bl-] [C: = ” br + br'-l
et dénominateur impairs, en aucun cas, ils ne pourront §'écrire :

impairs : en aucun cas n'auront numérateur

2
3_'“.—+—3M_I_.Doncsi (3m2+ Im+ i}—(3nl—3n+ 1):?2 5——1-5.

3n -3n+1 3n

2
alors 333"2—"“.3_’”—3'—]_ est une réduite (pas nécessairement irréductible)
38 =3n+1
de e

Mais 2m + | est elle aussi une réduite de e, car

2 2 2 2 N L
(2m + 1) —(2n-1) &* =-§»[(3m FE TG L (AR, P +"“’_3_l
d’olr
e—lle 1

e— lle 2
= i$
612n-1) 3(2’:_”

(2n-1) 9_eu2(2n— 1)

D-@2n-1
z<:(2m+ y=(2n Jec:6

- /e

or, £ S & l‘ les réduites irréductibles de ¢ & numérateur et dénomi-

6 9e 2
nateur impairs vérifiant :

1 [ 1
— - <lai—-bie|l< ;
{2i + 20, e Qi+ 1/2)b;
sidestle PGCD de (2m + 1) et (2n — 1), je dois avoir :
2

d ‘:e—l.fe_r_ 2
. ]
Pl & gy
2
st d >e—-h’e_ 1
2+ 12 6 3(2n-1)
et donc, pour { = 2, e‘iﬁfcdl {E_tjﬁﬂ. 1.

Or, (2n - 1) = db, et (relation (3)) [1 - 1), bi < 2! gonc
12if il i 1Ve
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1—»: {‘2:)1]’ [ —1,]-( In -3n+1 { 4 e’ ((z:)l)] (""%]

Mais 3n — 3n + 1 est un multiple impair d’un B,, pour j = 1 (mod.3) et
compte tenu que
2;
{1 + _1_) {2I} !
6i ﬂ (i) {:n

d'aprés la formule de Stirling, la re[ation (4) entraine :

-2 -2
1-¢ :-—011‘:3” —3n+l<1—e i+06
212 By 2 Y2

2
Comme le majorant est inférieur a (2i + 1), la réduite 3£2+—3-”ij'—1

) 3n =3n+1
ne peut étre que A,; / By, ou une réduite précédente.
Mais alors 3&_3_1—_3_&1-_1 ~&|> —_-I_T
In -3n+1 {2 + 2) By
Z
=
i=-0,11
W ],J
2
(27 + 2)[ — 3+ ]}
[‘_—_2) R LS )
22 g z
(3 n =3n+ l)
-2
Pouri =24, —— =1,
22.
doncon n'apas [(3m? 4+ 3m + 1) — (3n - 3n + 1) €3 < 1/3n2,
Pour i = 1. 7/1 s'éerit bien sous la forme 3m _+3m+ 1 . néanoins,
in =3n+1
|7—¢e¥ > 1/3 et pour 2 <i=< 23, ondoil avoir :
§-<€_UE‘ d-( UE;r+]‘:20
2 3

d étant un entier impair : seul { = L1 permet d’avoir un tel 4 (d = 3), mais
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alors, 2i = 22 = 1 (mod.3), donc Ay; et B; ne sont pas tous deux impairs. En
aucun cas |(3m?+ 3m + 1) - (3n2 —3n + 1) €2| ne peut Etre inférieur ou égal
4 1/(3n%, ce qui achéve la démonstration de la relation (1), donc de la pre-
migre question du probléme :

2
m+d
2

fl
'I'-—!——e!l?l2 —n+~l—

12

2
ne peut pas étre inférieur a € T

2 po#s % 1 2 et 3 1
-l i AT IR N T SNRE (SRR £ S e G R i
\/ % et Z ’\/ I

2
ont la méme partie entiére : le plus grand entier m tel que S(m)—-S(n=-1)<1

=y
est bien la partie entiére de e,anl-n+ .8 21
3 2

Lid
Reste la seconde question : 1'équation Zf= 1 —«é . Comme elle

k=n

semble simple aprés tout ce qu'on vient de faire !

En testant toutes les possibilités pour n < 5, on trouve les trois solutions :

Loy L L, 11,1, 1, 1_y_ 1 Prouvonsqu'il nen
2 2 @3 B3 4 5 8 20
existe pas d'autre, en supposant désormais n = 6.

3 P, T 1
Soit p un nombre premier vérifiant @ n < p =< m. Dans la somme iz
k=ri

n'apparaitront qu'un ou deux termes dont le dénominateur soit multiple de
p : 1/p ou éventuetlement 1/2p, car 3p > m. p restera donc au dénominateur
de la somme, et devra diviser g.

Or, pour tout entier n 2 2, 1l existe au mons un nombre premier p véri-

. an + ; 5 ) g
hant:n<p < antl : el pour toul entier n 2 |, il exisle au moins deux
P 1 po

nombres premiers compris entre 7 et (3/2)n + 2, Ces deux lemmes que 1'on
verifie a la main pour n < 30, se démontrent, pour n = 30, 4 I'aide d'un théc-
reme effecuf de Tchebycheft, selon lequel, pour n 2 30, le nombre m(n) de
nombres premiers compris entre 2 €1 n verifie :
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1730

U2 VA1
A (nfLogn) < mi(n) < 1.2A(n/Logn) avec A = Log {_2__“3_,__5“.___]
30

Comme pour n = 30,

Log (ﬁ—;&—l] < 1,09 Logn et Log (3/2 af) < 1.12 Log n.
)

J>m(_nJ+1

rr {5[5411_31_1,] >T(n)etm

E{3u+1
2

Pour n infiniment grand, ce premier résultat de Tchebycheff a été considéra-
blement amélioré, mais ces améliorations ne sont pas effectives pour les
petites valeurs de », donc pas utilisables pour notre probléme ot la moindre
faille peut faire manquer une solution de I'équation. Notons qu’en combinant
ces deux résultats, on peut affirmer que pour tout » = 1, il existe au moins
trois nombres premiers compris entre n et 272 + 3 : il en existe deux entre 1 el
(3/2) n + 2, etun entre E ((3/2) n + 3) et 2n + 13/3, ce dernier ne pouvant &ire
égala2n+ 4.

4n+ 1

Sim< 3 alors (dans "hypathése n =2 6),

e, ey :
S(m)—S(n—l)<L0gﬁ +m+ 1/3 <Logm+y3<:LogQ‘~<-l—_

[estdoncexcluque S(mM)-Sn-1)=1- l/g Maissim =

4”3“ L ilexis-

te un nombre premier p compris entre n et m; g, divisible par p, est supérieur
ou €gal a n, donc

B 4 m+ 23 1_)
Sm-Sn-1)=1 lmzan_”z ( s

S'i1 en est ainsi, m > en — {((3/2) 2 + 2/3) > (3/2) n + 2. il existe donc deux
nombres premiers au moins entrie n et m, et

f-712+m+1—
4 }Pz[ 2]
g>nt= e
n’!—n+l-- 12 Y=
90 n
2 .
Si 1'en pose ﬂzl——g—-———l »>032, m>e ”Hg—ﬂ+({l~2]~—l—.
3 12 90.6 2 .

Il existe donc au moins trois nombres premiers compris cntre 7 et m, dont
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I’un au moins est supérieur ou égal a 13 : cela résulte de ¢ Y28 - é— > 13 et,

pourn=7,m>en—2>2n+3. Doncg> l3n2et
m>eVni-nla—-213)-12>eVn?-n+0,16 = 112,

Dés lors, ?’—*‘-l- est une réduite de e et 'on a :

n-1\
A —
mcev::z-nﬂ-l——"‘—--—-e—z—L
08 5, 3

donc S(m) - S(n—1) < 1 = 1/(510n%).

2m + 1
Y n- ]
et m = 2,5n . le théoréme de Tchebycheff suffit 2 prouver que pour n = 36,
il existe au moins 6 nombres premiers entre n et 2,51, donc que g devrait éure
supérieur a 362n%, impossibilité qui achéve la démonstration.

0 étant supérieur A e, n est au moins égal 4 36 (réduite 193/71)
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