
Les Problèmes 
de l'A.P.M.E.P. 

Cette rubrique propose des problèmes choisis pour l'originalité 
de leur caractère: esthétique, subtil, ingénieux, voire récréatif, dont 
la solution nécessite initiatives, démarche inventive, recherche, effort 
intellectuel. 

Elle accueille tous ceux qui aiment inventer, cherche de « beaux 
problèmes » ... si possible, trouver des solutions et les invite à donner 
libre cours à leur invention créatrice. 

Priorité est naturellement réservée aux énoncés composés par des 
collègues et au dialogue ouvelt entre eux par le jeu des réponses el 

des solutiolls. Les auteurs sont priés de jo indre les solutions aux pro
positions d'énoncés. 

Enoneés, réponses et solutions sont à envoyer à l'adresse suivante 
(réponses à des problèmes différents sur des feuilles séparées S. V.P., 
sans oublier votre nom sur chaque feuill e) : 

François LO JACOMO 
21, rue Juliette Dodu 

75010 PARIS 

ÉNONCÉS 

ÉNONCÉ 273 (Gilbert REBEL, 65 - Tarbes) 
a) Soit (un).oeIN la suite définie par ses deux premiers tennes 11o et Ut et la 

relation de récurrence : un+2 = un -Iuo+d. Montrer que si la sui te (un ) conver
ge, la série de terme général un est, elle aussi, convergente. 

b) Que peur-on dire de la suite (vn)ne N définie par ses deux premiers termes 

Vo el Vl et la relation de récurrence vn+2 = jVn+l l- vn ? 

ÉNONCÉ 274 (Mireille BOURNAUD, 94 - Vitry sur Seine) 

Dans le plan euclidien, on considère un ensemble de points, noté lE, tel 
que la distance entre deux points quelconques de l'ensemble IEsoit un nom
bre entier. 

Montrer que, si les points de l' ensemble IE ne sont pas tous alignés, alors 
le nombre de points de lE est fini . 
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ÉNONCÉ 275(Pierre DANIEL, 07 - Beauchastel) 

Un segment [AB] étant donné, H est un poinl quelconque du cercle de 
diamètre [AB]. Le cercle de centre H, de rayon HA. coupe en 1 et] la paral
lèle à (AB ) passant par H, el le trapèze ABU est convexe. 

Déterminer le lieu des points Pet Q, respectivement intersection des dia
gonales de ABIJ et intersection des côtés (AJ) et (BI). 

ERRATUM ÉNONCÉ 270 

Un contresens s'est glissé inopinémant dans l'énoncé 270 (Bulletin 413 , 
p. 787). L ' lexIe original était le suivanl : 
La altura de un tronco de piramide regular y la apotema de la base 
mayor son ambas iguales a a. 

, 0 Calcular la apotema de la base menor con la condicion de 
ser las caras laterales circonscriptibles a circunferencias. 

20 i,Cuantos poligonos regulares pueden ser base de los tron
cos de piramide regular que existan en las condiciones ante
riores? 

Ce n'était donc pas le côté de la plus grande base, mais le rayon du cercle 

inscrit dans la plus grande base qui devait être égal à la hauteur. Toutes mes 
excuses à l' auteur et aux lecteurs, et merci à ceux qui m'ont signalé l'erreur
sans cette correction, le problème n'a pas de sens! 

Dans la première question. l'auteur demande donc de calculer le rayon du 
cercle inscrit dans la petite base. Par contre, il s'agit bien de la hauteur du 
tronc de pyramide. 

SOLUTIONS 

ÉNONCÉ 252 (Igor CHARIGUINE, Moscou) 
On se donne un angle de sommet O. Sur l'un des côtés, on choisit deux 

points A et A' , et sur l' autre, deux points B et B' . Les droites (AB) et (A 'B' ) 
se coupent en un point M . Sur le cercle circonscrit au triangle OAB , on 
construit la corde [OD] parallèle à (A'B '), el sur le cercle circonscrit au tri
angle OA'B ', la corde [OD ' ] parallèle à (AB ). 

Montrer que la droite (DD ') passe par le point M. 

RÉPONSE de Jacques BOUTELOUP (76-Rouen) 

Il esl inléressant de montrer une propriété plus riche d'alignement de 
quatre points. Nous désignons par l le deuxième point d'intersection des 
cercles (GAB) et (GA'B ') . Les points A, M,l, A' d'une pan et B, M, J, B' 
d'autre part, sont cocycliques. C'est une propriélé classique qui peut se jusü-
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fier de façons variées: 
• Par une construction classique. 1 est le centre de la similitude A 1--':1> B, 

A ' 1--':1> B'. C'est donc le centre de la similitude A ｾ＠ A' , B 1--':1> B', d'où le 
résultat par la même construction classique. 

• Par la directe du théorème de Simson, les projections orthogonales de 1 sur 
les côtés de l'angle sont alignées avec celles sur AB et A'B ' . D'où la pro
priété par réciproque du même théorème. 

• Par relation classique de points cocycliques: (AM, AI) = (AB, AI) = (OB, 
01) = (OB', 01) = (A'B' , A'I) = (A'M ,A'l) et la propriété, avec 
démonstration analogue pour le deuxième cercle. 

Le résultat du texte s'établit d'ailleurs en utilisant un seul de ces cercles. 
(DO,DI) = (AO,AI) = (AA',AI) = (MA',MI) = (A'B ' ,MI). Le parallélisme 
de (DO) et (AB) entraîne celui de (DI) et (MI), d'où l' alignement de D,l, M. 
On montre de même l'alignement de D', l, M en remplaçant D, A, A' par 
D'. A' , A dans le raisonnement précédent. 

B' 
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AUTRES SOLUTIONS 
G. BOVEZ (75-Paris), Marie--Laure CHAILLOUT (95-Sarcelles), Jacques 
DAUTREV AUX (06 - St André), Edgard DELPLANCHE (9 1 - Créteil), 
Christian DUFIS (87 - Limoges), !REM d ' Aquitaine (33 - Talence), René 
MANZONI (76 - Le Havre), A. MOLARD (67 - Strasbourg), Charles 
NOT ARl (3 1 - Montaut), Joël PA YEN (93 - Blanc Mesnil ), Maurice PER
ROT (75 - Par is) , Marguerite PONCHAUX (59 - Lill e) , Anne-Marie 
RAUCH (67 - Strasbourg), Raymond RA YNAUD (04 - Digne), Pierre REN
FER (67 - Ostwald), Jean-Marie ROB BE (25 - Villers le lac), René STOR
CH (71 - Mâcon) et André VIRICEL (54 - Villers lès Nancy). 

REMARQUES 
« Cependant qu'à Moscou une habile cuisine 

Porte au trône des Tsars un Boris EthyLsine, 

Œuvre dans sa datcha un Chariguine Igor 

qui unit dans son cœur LobaI el Pylhagor » 

André Virieel (Août 1996) 

Plus prosaïquement, doit-on, dans un tel problème, redémontrer que les 
cercles circonscrits aux quatre triangles formés par quatre droites prises trois 
à trois on un point commun (point de MIQ UEL du quadrilatère complet) ou 
peut-on supposer ce résultat connu ? 

Même s' il est classique, ce résultat contient l'essentiel de la solution de 
cet énoncé 252, les trois quarts des lecteurs l'ont utilisé et 80% d'entre eux 
l'ont redémontré, pour plus de la moitié en util isanl la similitude de centre 
1 ; trois lecteurs (outre Jacques BOUTELOUP) ont utili sé les relations angu
laires et un seul la droite de Simson. 

Deux lecteurs ont proposé une solution analytjque ; par ailleurs, Christian 
DUFIS propose deux solutions dont une ne fail pas intervenir le point de 
MIQUEL : le parallélisme (D' B' )I/(DB ) e t (OD' )//(BM) prouve que l'homo
thétie de ce nlre D' qui transforme la droite (A'B ') en la droite (OD) transfor
me M en D. Jean-Marie ROBBE prouve d ' abord, à l'aide de nombreuses 
relations angulaires élémentaires, que (D' B)//(DB '), puis que D,let D' Sont 

ｾ＠

alignés, enfin que DMB = D'DO . 

Maurice PERROT fait intervenir les intersections E et F de (DA' ) et 
(DB' ) avec (AB), prou vant que les triangles DAB et D'EF se correspondent 
dans une homothétie de centre M, vu que MA'.MB' = MAMF = MB .ME et 
que ces triangles ont les mêmes angles. Charles NOTARI propose plusieurs 

métbodes : par exemple, pour prouver l'alignement de l, D, D', il fait inter
venir l'inversion de centre 0 et de puissance 012, qui transforme D et D'en 
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deux points d'où l'on voit le segment [01] sous le même angle. 

A. MOLARD se demande si une soluti on en géométrie projective ne 
serait pas plus élégante. Pour le moi ns, G. BOUEZ, Jacques DAUTRE
VAUX et Joël PA YEN signalent le cas où les deux cercles seraient tangents 

en 0 : AB et A'B' se correspondraient dans l'homothétie de centre 0 trans
fo rmant un cercle en l'autre, do nc M serait à l'infini . ce qui, po ur G. 
BO UEZ, n'est pas compatible avec l'énoncé alors que, pour les autres, le 
résultat général reste valable, du point de vue projectif. Joël PAYEN étudie 
également le cas 1 = M où la méthode générale n' est plus utilisable alors que 
le résultat reste valable. Ce cas se présente lorsque deux des quatre droites se 
coupent sur l'une des deux autres. 

Peu de lecteurs se sont attardés sur les cas particuliers; par exemple celui 
où D et D' sont confondus et Où l'énoncé perd son sens est signalé par 
Maurice PERROT et traité en détails par Marie-Laure CHAILLOUT, qui 
prouve que cela se produit lorsque A, B, A', B ' sont cocycliques, donc 
lOrSque 0, M, 1 sont alignés. 

L'énoncé plaçait A et A' d'une part, B et B' d 'autre part sur une même 
demi-droite issue de O. G. BOUEZ mentionne que cela n' a rien de pertinent, 
d ' ailleurs 15% des lecteurS ont placé 0 entre A et A' , et 15% n'ont pas fait 
de figure. 

On pouvait énoncer ce problème différemment. André VIRlCEL le ramè
ne au lemme suivant: deux cercles se coupent en A et J, une sécante commu
ne menée par A les recoupe respectivement en D et M, alors les droites (OD) 
et (A'M) sont parallèles. G. BOUEZ remarque que les six points 0, A, A ' , 
B, B', M sont permutables: étant donné un quadrilatère complet et les quatre 
cercles circonscrits chacun à un triangle, par les trois sommets du triangle on 
mène une corde parallèle à la quatrième droite . Les six droites joignant le 
point de MIQUEL aux six sommets du quadri1atère complet passent chacune 
par deux des sommets des 12 cordes remarquables ainsi construites_ 

Il mentionne également, comme généralisation du point de MIQUEL, le 
théorème de CLIFFORD : 

pour n ｾ＠ 2, 
- à un système S20_1 de (2 n - 1) droites est associé un cercle C2o_1 (C3 est le 

cercle circonscrit au triangle), 
- à un système S2n est associé un point P2n, commun aux 2n cercles ｾｮＭｉ＠ (Pu 

est le point commun de Miquel du quadri latère complet), 
- à un système S2,+1 est associé un cercle C2n+1 contenant les (2n + 1) points 

P2n-
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ÉNONCÉ 253 (Maurice CRESTEY, Vincennes) 

Pour chaque valeur de l'eniier naturel n, on pose u, =.Jiï - E (.Jiï) où E(t) 

désigne la partie entière du réel t. 

Etablir la convergence de la suite de terme général: 

vN=l t Uk (NE 1N*). 
N hl 

SOLUTION de Renaud PALISSE (Paris) 

Posons WN = L t Uk et dans tout ce qui suü : K = E(fN}. 
N k = 1 

, 
ｫｾｫ＠ fCk+J) 2 

Or, L.Jiï,,;; -IX dx = 2k2 + 2k + 2/3, donc bk,,;; k + 2/3. 
ll =k2 k

2 

K{K+ 1) 2K 
Par conséquent, WN ";; 2 + --:3 ' 

ｾ＠ K-l ＨｫｾＩＲ＠

D'autre part WN ｾ＠ L Un= L ak, avec ak = L Un 

n=l k=l n=k 2+1 

(k + 1)2 

Or, L .Jiï f 
(k + 1)2 

;;. -IX dx ,d'où ak;;' k - 1!3. 
k' n=k2+1 

. KIK - 1) 
Par consequent, W N ｾ＠ 2 

K 
3 

Finalement, comme N - K2, on a VN --? 1/2. 

AUTRES SOLUTIONS 
Jacques AMON (87 - Limoges), Alain BAILLE (38 - Grenoble), Jacques 
BOUTELOUP (76 - Rouen), Marie-Laure CHAILLOUT (95 - Sarcelles), 
Roger CUCULIERE (94 - Marnes la vallée), Jean-Joël DELORME (69 -
Lyon), Francis DREY (67 - Haguenau), Martine GINESTET (75 . Paris), 

Jean-Louis LACAZE-ESCOUS (75 - Paris), Marie-Christine LOMBARD 
(83 - Toulon), René MANZONI (76 - Le Havre), Omarjee MOUBINOOL 

(75 - Paris), Charles NOTARI (31 - Montaut), Joël PAYEN (93 - Blanc 
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Mesnil) , Deni s PEPIN (51 - Verdun), Maurice PERROT (75 - Paris), 
Marguerite PONCHAUX (59 - Lille), Anne-Marie RAUCH (67 -
Strasbourg), Xavier RELIQUET (78 - Chambourcy), Pierre RENFER (67 -
Ostwald), Jean RUFFIN (23 - St Pardon le neuf). 

REMARQUES 

« Quelques mots tout d'abord sur l'origine de cet énoncé, écrit Maurice 
CRESTEY. 

On peut démontrer que l'ensemble des u, est dense dans [0, Il. Ce rés ul

tat figurait dans un livre d'exercices pour la classe de math.sup, aujourd'hui 
épuisé que j'avais rédigé en 1969 (Editeur DUNOD). 

Par ailleurs, la valeur de la limite éventuelle de la suite des moyennes 
arithmétiques donne une idée de la répartition des u, dans l'intervalle [0 , Il. 

Dans un domaine voisi n, citons un théorème de Sierpenski : 

Pour tout réel x, la suite de terme général ｾ＠ t [k x - E (k x)] converge et 
k = 1 

sa limite Àx vérifie l'inégalité Àx '" 1/2, l'égalité n'étant vérifiée que pour x 

irrationnel. 

D' où l'idée de l' énoncé précédent ... " 

Comme l'ont remarqué bon nom bre de lecteurs, nous avons là un 
exemple typique de s ui te non convergente qui converge en moyenne de 
Césaro. 

Mais deux questions se posent : peut-on en dire plus sur cette suite et 
peut-on généraliser le résultat à d'autres suites? 

Roger CUCULIÈRE demande: "Est-il vrai que YN- l- _-_1_ quand 
2 3 VN 

N ｾ＠ +00 ? .. Certes non! C'est vrai si N es t un carré parfait, mais si 

N = p2 + p, y N- l _ - 7 . 
2 12VN 

Par contre, Xavier RELIQUET prouve, par récurrence sur k = E(YN], 

que pour tout NE IN*, YN '" 1/2. 

En effet, si l' on pose N = k2 + p, 
2 

V ", k-IY 2 1 j-" . 
ｎｾＭＬ Ｍ k-l+ (' )L' 

k +p 2kk +p ;=0 
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Avec cette même notation, signalons que la comparaison entre série et inté
grale n'est pas la seule méthode utilisée pour encadrer VN- Bon nombre de 

lecteurs ont fait appel au développement limité de ｾ Ｎ＠ mais certains 

écrivent : ｾＲ＠ k ｾ＠ Yl-{ = YN - k ｾ＠ pl2k. ce qui donne un encadre-
+ 1 N + k 

ment plus simple et un peu meilleur: 

ｫｾｫ＠
K ｾ＠ L40 - E (40) ｾ＠ k + 1/2. 

n;: k 2 

OMARJEE Moubinool remarque que la suite 40 - E (-/iï) est équirépartie 

dans [O. Il. c'est-à-dire que si 1 C [0 • 1) est un intervalle de longueur À.. le 

nombre de n ｾ＠ N tels que u. E 1 est équivalent à À.N lorsque N tend vers 
l'infini. Il cite à ce sujet: RAMIS-DESCHAMPS: Exercices arla/yse. Tome 
2. RAUZY Gérard. Propriétés statistiques des suites (PUF) et POLYA 
Szegë . 

Autre question abordée par plusieurs lecteurs: peut-on généraliser et cal-

culer la limite de .L f ka - E(k ') ? Certes: pour 0 < Ct < 1. cette limite 
N.= 1 

vaut encore 1/2. mais le cas Ct > 1 semble plus difficile. 
On peut. dans le cas où Cl < l, généraliser la comparaison entre série et 

intégrale: 

f 
(k+l)lb (X N f (k+I)I';;': cr. 

Ir - k) dt - 1 " L n a - E ln al " (t - k) dt + 1 
k l ';;' E(n°):k k 1b 

Comme le montre la figure. 
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En additionnant, on a, si E(Na) = k, 
N 

F(k) - k '" L, na - E(n a) '" F(k + 1) + (k + 1), 
n=1 

avec 

ｾ＠ lia a 1 + lfCt l IICI (l/a- 1) 
.L..Jn =--k +o-k +Ok 
,=1 (1. + 1 2 

Or, 

d'où le résultat, grâce au deuxième terme 1/2 ki/a qui devient la partie princi
pale de F(k). Cette dernière égalité n'est que le tout début de la fonnule som
matoire d'Euler-Mac Laurin utilisée, par exemple, pour la formule de 
Stirling ou dans l'énoncé 254 ci-après, mais dans notre cas particulier, il suf
fit de remarquer que: 

_k_ + l k" _ k - 1 + l (k _ 1)" = k" + 0 (k"- ) 
( 

,+1 ) (( )"+1 ) 2 

u+1 2 u+1 2 

li étant un exposant quelconque, en l'occurrence li = lia. 

Signalons pour conclure l'intéressante relation utilisée par Marie-Laure 
CHAll.LOUT dans le cas où (1. = p/q (p < q) 

" (q/P) ｾ＠ (p/Q) 
L,E k + LE k =np+q+ n 
.1.:=1 .1.:=1 

L' idée est d'étudier le nombre de solutions de : E(kplq) = i pour l '" i < nP. 
Si ]' on rapproche de notre formule sommatoire: 

f k qlp + f> p/q = n p+q + l n p + l n q + 0 (n q-p) 
k=1 t=1 2 2 

on voit pourquoi il est plus facile de conclure lorsque l'exposant (1. est infé
rieur à 1 que lorsqu'il est supérieur.. 
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ENONCÉ N°254 
Soit Il un enlier supérieur ou égal à 1. Montrer que le plus grand entier m 

tel que: t-
k
l 

'" 1 estlaparrtieentièrede: (e . /n' -II +1)_1. 
k=n 'Y 3 2 

Détenniner tous les triplets (n, m, q) d'entiers supérieurs ou égaux à 2 

(avec Il '" m) vérifiant: t l = 1 _1. 
k= 1/ k q 

SOLUTION 

Pour savoir s' il n' était pas trop classique, j'ai soumi s cet énoncé, en sep
tembre 1995, à Pierre Samuel (62 - Bourg-la-Reine) qui, au vu de ma solu
tion, m'a écrit: « la solution n'est pas facile du tout! Je ne pense pas que 
beaucoup de lecteurs du Bulletill s'en tireront ... » De fait, seul René 
Manzoni (76 - Le Havre) s'y est attaqué, mais sans aborder le cœur du pro
blème : les propriétés arithmétiques de e. 

Cet énoncé fait donc suite au n° 224 (Bllllel ill 397, février 1995, p. 452) 
où il était explicitement question des propriétés arithmétiq ues de e. 

Malheureusement, en reprenant ma démonstration de 1995, j'y ai découvert 
une fatale erreur remenant en cause la démonstration et le résultat de la pre
mière question : en fait, il existe une infinité de valeurs de n pour lesquelles 
le plus petit m cherché n 'est pas une partie entière de 

(e ..J n' -Il + t) -t ' même si la plus petite d'entre elles est supérieure à 

4 x 1()47 
Mais, comme l'enfant qui laisse tomber une pile d 'ass iettes et s'exclame: 

« fai de la chance, je n'en ai cassé que deux ), je me console en remarquant 
que la seconde question est néanmoins récupérable: eh oui!, il n' existe pas 
d'autre triplet solution (n, m, q) que (2, 2, 2), 2 , 3, 6) et (3, 6, 20) ; e t qu'en 

définiti ve, il suffit de remplacer (e..Jn'-n+t)-t par 

(e • / fi 2 _ Il + 1_ e - 1 ) _1 pour déboguer le problème . L 'espace est 
'Y 3 12 2 

mince entre ces deux réels, mais suffisant toutefois pour y caser un entier, 
con trairement à ce que je pensais initialement! 

L'idée de départ, c'est qu 'on connaît le comportement asymptotique de 
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S(n) = ! 1= Log n + y + ...L - _1- 2 + __ 1- •. 
k. 1 k 2n 12 n 120 n 

y étant bien évjdem-

menl la constante d'Euler : 0,577 215 66 ... 

Or, exp (2 (_1- - ｾ＠ + _ 1- •... 11 = 1 +;\- + 12 - _1 -•.. 
2n 12n 120n ; " 90" 

On s'attend donc à l'encadrement suivant de S(n) : 

y + Log 2 1 l '1/2 1 Il + n + - - -----, < S(Il) < y + Log n + n + -
3 90 Il 3 

qui , par ailleurs, fournit de très bonnes approximations de y. Ces inégalités 
peuvent se démontrer proprement: à droite, par J'étude de la fonction 

1 1 x 2 + X + 1/3 . . . . . x- -2 Log 2 qUi tend vers zéro à l'lOflO1 e t est décroIssante, 
x -x+ 1/3 

donc positive. de sorte que la suite S(n) - Log ｾ＠ n
2 + Il + t est croissan

te, donc inférieure à sa limite, laquelle V::lut y par définition. A gauche. 

1 1 x
2 +x+ 1/3-1/90x 2 

l' érude de la fonctio n x - -2 Log 2 lx )' est plus labo-
x - x + 1/3 - 1/90 - 1 

rieuse mais similaire U'ai fait le calcul. .. ). 
A partir de là, si 

'1/
2 le' II m>e l/. -11+---+--2 - - >n 

3 12 90" 2 

S(m»y + Log (
m + 1) +...L ___ 1_ 

2 12 90m 2 

> 1 + Y + Log ｾＬＯ＠ -" + t > S(n - 1) + 

de sorte que le plus grand enlier III leI que S(III) - S(" - 1) "" 1 est inférieur 

y -12 " Pour la même raison, si ni ｾ＠ e n
2 

- n + l __ e _ -,4, _l, 
3 12 90·n 2 

alors 
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SCm) < S(n - 1) + 1 et le plus grand entier m cherché est supérieur ou égal à 

la partie entière de e n,2 _ n + 1 __ e _ _ --1L _1 . ｾ＠
12 ) 

3 12 90 n 2 2 

Tout Je problème revient à prouver que ces deux réels ont la même partic 
entière. 

Mon premier raisonnement consistait à dire: si m est compris entre 

e'in 2 -n+O,16-t ete'in2 
-n+O,34-t,alors 

ｉ ［ｮＫｾ｟･ｬ＼＠ 1 2,cequiestexact. 
" - 2 (2n - 1) 

O ·é ali'· 1· 2n+1 éd· d ' r, cette In g te lmp Ique que 2n _ 1 est une r wte e e : c est encore 

exact. Et on connaît toutes les réduites de e : c'est incontestable, on n'en a 
pas découvert de nouve11es depuis 1995. Pour toutes les réduites ayant un 

numérateur et un dénominateur impair, 12n + 1 - el < 0,285 2 : fatale 
2n - 1 (2" _ 1) 

erreur! Cette inégalité n'est vraie que si 2n + 1 est irréductible. 
2" - 1 

Considérons une réduite irréductible vérifiant: 

0,016 < 2n + 1 _ e < 0,018 
2 2 1 2 (2n - 1) n - (2n - 1) 

et il en existe . . , elles vérifient donc: 

0,4 < 5 (2n + 1) e < 0,45 ce qui fournit la première excep-
(5 (2n _1l)2 5 (2n - 1) (5 (2n _ 1))2 

tion annoncée, car rien n'autorise à supposer que 2" + 1 soit irréductible! 
2n - 1 

Conunent se sortir de ce mauvais pas ? A l 'aide du résultat sophistiqué 
que voici : 

quels que soient les entiers n et m (n '" 0), 

(1) 1 (3m' + 3m + 1) - (3n L 3n + 1) e' 1 > ｾ＠
3n 
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Il en résultera en particulier que, quel que soit n ｾ＠ l, il n'existe pas 
d'entier m tel que: 

l(m2 + m + 1/3) - (112 - 11 + 1/3) e21 < ｾ＠
90n 

2 
ce qui démontrera la première question corrigée; et le fa it que l > ｾ＠ nous 

3 30 
sera précieux pour la seconde question. 

La démonstration de cette inégalité (1) fail appel à des connaissances pré
cises sur les approximations diophantiennes, que je vais rappeler brièvement 
ici. Les réduites d'un réel strictement positif x, les meilleures approximations 
de x par des rationnels, s'obtiennent ordinairement par le développement de 
x en fraction continuée si l 'on pose Xo = x, les suites Ci = E(Xi). 

Xi + 1 = _ _ 1_ permettent de construire deux suite: 
Xi - Ci 

a o :: 1 ; al =- Co ; ai + 1 = Ciaj + ai_ 1 

bo=O;b1 = 1 ;b'+ I= Cjbi+b i _ 1 

vérifiant entre autres choses: 

't/ i '" l, aibi _ 1 - ai - 1 bi = (- I)i 

xi(ai - bix) =- (ai_l - bi _1x) 

et surtout, bi + 1 est le plus petit entier b ｾ＠ bi tel qu'il existe un entier a pour 

lequel la - bxl < lai - bixl, 
Tout ceci se démontre par récurrence sur i. Les deux premières propriétés 

prouvent que 
i 

, b (- 1) • "r:t l ｾ＠ l , ai - i X = -cc'--"';-- 
xibi + bi_l 

et la troisième, qui sert ordinairement de définition à la notion de réduite , 

fournit le fait que si 1 Q - X 1 < _ 1- Q est une réduite de e : sinon il existe-
b 2 ' b 

2b 

rait un indice i tel que bi < b < bi + 1 pour lequel lai - bix l '" la - bx 1 < Il2b, 

ce qUl est IDcompatI e avec - - - ｾ＠ - > - - + - 2-" 'bIlai al '" 1 1 1 
bi b bb i 2bb i 2b 

S'agissant du nombre e. son dével oppement en fraction continuée (que 
l 'o n note: x = [co. C l' , Ci . .. ]) s'obtie nt à l ' aide de la suite de 

polynômes: 
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Poix) 1, P, (x) = 1 + x et Vx;3 1 Pi., (X) = (2i + I)P,(x) + X2 Pi_' (x) qui 
vérifie par récurrence sur i: 

Vi ;3 0, Pi. , (x) - P' i., (x) = X Pi (x) 

ce qui, toujours par récurrence sur i, pennet d'encadrer : 

(2) 2x <I Pi(x)e-x - Pi(-x )ex l< x ＲＫ ｾ＠
2i.1 2i.' ( 2) 

1.3 .5 ... (2i+l ) 1.3.5 . . . (2i+l ) 2; + 3 

C étant une constante choisie de sorte que "dt E ]0. xL 

z t < e' - e -, < 21 + C + 3 (Si x";; l , on peut choisir C = 1, 1). 
3 

Si je pose Qi = 2 i P i(t) et b i = 2 i P ,( - t) , j'ai: 

ao= l , Q, =3et'Vi;;::: 1,a;+1 =2(2i+ l )a; + ai_1 

bo = l, b, = 1 et Vi ;3 l , bi+' = 2(2i + I )b, + bi _ , . 

On a: bi. , < (2 (2i + Il + (1 Il bi ; et l'inégalité 
22, - 1 

_1_ < Log (1 + 1) < 1 
1 + 1 1 1 

( 

2 )1 /15 
montrequeVi;3z, [1 + li J) < _.,_i_ d 'où 

4 4, - 1 / - 1 

7 i ( . ) 1/15 bi < - 2 1.3.5 .. . (2/ - 1) 2 
12 

ce qui entraîne: ｉ ｾＭ el < 1,03 2 ' d'où l 'on déduit que, pour tout 
b, (2i +ll bi 

a· 
i ｾ＠ l , b: est une réduite de e. On n'obrient pas ainsi (outes les réduites de e, 

d'autant plus que laibi- l - Qj_1 bi 1 = 2. Comment obtenir les autres? 

Si a et b sont deux premiers entre eux, il n'existe que deux couple s 
(a ', b ') et (a" , b") tels que la ' b - b' a l = la"b - b" al = l , avec a ' < a " < a. 

On a d 'ailleurs: a ' + a" = a, b' + b" = b, et alb est compris entre a'lb ' et 
a"lb". La réduite précédant alb est obligatoirement "une de ces deux frac 
tions a 'lb' ou a"lb" : c 'est a'lb' si a 'lb' et alb sont de part et d'autre du réel 

x, en l'occurrence e, el c'est a"/b" sinon (auquel car a'/b' est la reduile pre
cédant a"lb") . 
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Dans le cas de e, puisque tous les ai et tous les bi sont impairs. on a : 

a;+1 -ai h'. _ hi+1 -hi d' . 
2 . 1 - 2 • 1 

a ;+1 + ai b l ' . = bi+1 + bi 

2 " 2 

et d ibi+1 - 0i+1 b' i = - ! (aibi+! - Oi+l bi). ce qui prouve que e, qui est 
2 

ai 0i+1 , di t ai+L L éd' é 'd a; +1 entre - et -- n est pas entre -b' e -b' . a r ulte pr ce ant -b - est 
bi bi+1 i 1+1 i+l 

d' · , d' · 
donc ïf:, celle précédant b--;;-- est di ai 

-b'. et celle d'avant, nous avons , , 1 bi 

désormais toutes les réduites de e, dont le développement en fraction conti
nuée s'écrit : e = [2,1,2,1,1,4 ,1,1, ... 2i,I, ... ]. 

Seulement les seules réduites qui nous intéressent sont celles dont le 

numérateur et le dénomntinaœUT sont impairs, ce qui est Je cas des ｾＬ＠ mais 
bi 

d di, d d' i . l ' b b' 1 1" b b" 1 1 pas es -;;-: m es ｾ＠ pUIsque a j i+l - ai+l i = a i i+1 - ai+l i = . , , 
Oublions donc ces rédui tes intermédiaires ! Si ce n'est que nous avons besoin 

de la relation: lai - bixi . l " avec Xi = [2i,I,I,2i+2,1,1" .. J pour 
xibi + b i-I 

mieux e ncad re r b i : comme 2i < Xi < 2i + 1 e t b;l2 < b"i_1 < b i • 

(2i +12] b, < lai - biel< (2i + :12] bi . Or, d'après (2): 

. , . , ( C) ('.] «< Iai - bie l« , . ] « 1+ - - . 
2i +l! 2i+I ' 16i 

donc (1 _ 0,57).1LL < bi < (1 + 0,25 ) .1LL 
i i!-Ië i i!.fë 

( 

2 )1115 
Dans la mesure où 2 (2i + I]b, < bi.' < 2(2i + I]bi ｾ＠

1 - 1 

encore préciser (en encadrant bi+j pour j très grand): 'ii ｾ＠ 5, 
1115 

(3) (1 __ 1_) (2i] ! < ＨｾＩ＠ (2,] ! S; bi < (2i] , 
12i i ! .fë i i!.fë i!-te 

ce qui es t encore vrai pour i = 2, 3 et 4. 
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On peut (et on doit) détenniner par un calcul simi laire les réduites de e2 : 

si je pose : Ai = Pi(l) et Bi = Pi(- I), j'ai : 

Ao = l , A, = 2 et Vi;3 l , Ai+, = (2i + l )Ai +A' _i 

Bo = I , B,=OetVi;3 I , Bi+' = (2i + I)Bi +Bi_' 

et la relation (2) monlre que ｉｾ＠ -e
21 < 1.2 2 donc les ｾ＠ sont les 

Bi (2i + I)Bi B i 

réduites de e2, mais ce ne sont pas les seules , d'autant que: 
lA i Bi-l - Aj_L B;I = 2. On remarque que A3i+J• et 8 );+1 sont pairs, alors que 

AJ". E 3;. AJj + 2. Bl ; + 2 sont impairs: on en déduit que A 3i+112 est la réduite 
8 );+112 

comprise entre - -' ･ｴ ｾ Ｌ＠ car ｾｂＳｩＫＲ＠ - A 3; + 2- ,-+_1 :::: 1. alors A 3 ' Ar' lA ' B3 1 

Bl ; B 3; +2 2 2 

que entre A 3i + 2 et A 3i + 3 s'intercalent "les mêmes" rédui tes que dans le cas 
B 3; + 2 B 3"+3 

de e. Le dével oppement de e2 en fraction continuée s'écrit donc: e2 :::: 

[7,2, l , 1,3, 18,5, l, 1,6,30,8,1, l , .. .3i, 12i+6,3i+2, l , l , .. ,). 

Mais parmi toutes ces réduites, seules les A 3i e t A 3; +2 o nt leurs numé-
E3; B 3i + 2 

rateurs et dénominateurs tous deux impairs, et dans ces deux cas-l à, les seuls 

qui nous intéressent, . ] < lA i - Bie21 < -, _1_ d'où, en rapprochant 
(1+2)B i I Bi 

de la relation (2). (1 - ｾ＠ 1 ( (2i) i ) < Bi < (1 + ...L) ( (2i) i ) 
cl i!2e 2, i1 2e 

et en utilisant 

(4) 

Tou t cela est classique, mais ce qui nous intéresserait , ce serait de prou

ver que si 1 (3 ,,/ + 3 nt + d -b n 2 - 3 n + d e 2
1 $ ｾＬ＠

3n 
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2 

alors 3 ln / 3 ln + l est une réduite de e (pas nécessairement irréductible). 
3n -3n+ 1 

Si le majorant était ｾＮ＠ on pourrait invoquer le théorème précédemment 
6n 

utilisé, mais on a ｾ＠ et c'est très important que le coefficient soit stricte-
3n 

é . 'e 2 
ment sup neUf a _ , 

30 

Si a/b n'est pas une réduite d' un réel x mais vérifie : ｉ ｾ＠ -xl $ ｢ｾ Ｇ＠ alors 

le plus grand hi < b tel que aJbi soit une réduite vérifie 

)a - b·xl '" )a- bxl => 1""'- -El '" À (_1_ + _1_). 
1 1 hi b b hi b 2 

Dès lors, la;b - ab;1 < 2/.... Or, quel que soit l'entier i, on connaît LOus les 
couples (a, bl tels que )a;b - ab;) = j : ce sont les (ka; ± ja;_1 , kb; ± }b;_l l 
k E Z. Et la relation Q;-1 - bi_Ix:::: - xi (a; - bix) permet de calculer la - bx) . 

Limitons-nous au cas qui nous intéresse, À== 1. L'entier j ne peut être que 1. 

Si b = kb; _ b;_1. la _ b xl x;+ k > 1- > l 
xihi + b;_1 hi b 

Si b = kbi + b;_1 ' pour que b < b;+I> il faut que k :s::;: Ci - 1 < xi - 1. Donc 

kb;+b;_l k -'--'-'---',-'-'- > - . 
x ibi + b;_1 Xi 

Dès lors: si 2 '" k '" C; _ 2, Ib (a- bxll> lx; ｾ ［ｫ Ｉ＠ k '" ＲＱｸｾＬｾ＠ 2) > 1 

car x i > Ci ;3 4. 

Outre les réduites, seu1es peuvent vérifier lalb - x! :s;; l/b2, les fractions 

ai + ai- l (C i - 1) ai + ai_1 
.,-'-- .,-'--'- et lorsque Ci ｾ＠ 2. 
b; + b;_ 1 Ic; - 1) b; + b;_ 1 

Or toutes les réduites de e 2 pour lesquelles Ci ｾ＠ 2 sont connues: pour les 

unes, ai et bi sont impairs, mais ai-l et bi_l sont de parités distinctes ; pour les 
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autres, Qi et bi sont de parités distinctes, mais Ci est pair et Qi-I et bi_1 sont 

a- + a- 1 (e- - il a- + a- 1 impairs : en aucun cas 1 1 ni (r ) 1 f- n' auront numérateur 
bj +b i_l C,.-lbi+bi_J 

et dénominateur impairs, en aucun cas, ils ne pourront s'écrire: 

3m
2

+ 3 m+1 -I( 2 ) (2 ) '1 1 2 . Donc SI 3 m + 3 m + 1 - 3 n - 3 n + 1 e S; - -2' 
3n - 3 n+1 3n 

2 

alors 3 m 2+ 3 m + 1 est une réduite (pas nécessairemenl irréductible) 
3n-311+1 

de e2. 

Mais 2m + l est elle aussi une réduite de e. car 
2" - 1 

(2m + 1)2_ (2n _ 1)2 e2 =4 [bm \ 3m + 1) _ {Jn 
2 

_ 3n + de'] + e'; 1 

d'où 

e - lie 

6 12" - tl 
l , < (2m + 1) _ (2n _ 1) e < e - lie + 2 2 

3 (211 - 1) 6 (211 - tl 9 en (2" - 1) 

or, e - lie + .1. < lies réduiles irréductibles de e à numérateur el dénomi-
6 ge 2' 

nateur impairs vérifiant : 

1 < la, -b;el < l , 
(2i + 2)b, (2i + Il2lb, 

si d eSlle POCD de (2m + 1) el (2n - 1), je dois avoir: , 
_ d_ < e - lIe+_2_ 
2i + 2 6 gen 2 

et 

, 
d > e - Ile 

2i +112 6 

el donc, pour i '" 2, e - lie i < i < e - lie i + 1. 
3 3 

Or, (211 - 1) = db, et (relation (3)) (1 __ 1_) (2 i) ! < b, < (2 il ! 
l 12 i i! Ië i ! Ië 

donc 
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-2 (2) -2 2 
ｾ＠ 2il ', (i _1 < 3n' _ 3n + 1 < 1 - e (2/)!, (i + i) 

4 li 'r 6 4 (i !) 3. 

Mais 3112 - 3n + 1 est un multiple impair d'un B;, pour j " 1 (mod.3) et 
compte tenu que 

- 1 2i 2i 

(
1 ＫｾＩ＠ _2_ < (2;)! <_2_ 

6, r:;; (i !)' r:;; 
d'après la formule de Stirling, la relation (4) entraîne: 

-, ' I- e ·_011<3n -311+1 

2 
. r::2 l , 
Y L Bli 

1 -2 < -e 
2fï 

i + 0,6 

, 
Comme le majorant est inférieur à (2i + 1), la réduite 3 nI + 3m + 1 

2 
3n -311+1 

ne peut être que A2i / B2i ou une réduite précédente. 

Mais alors 

, 
3m +3m+l , 
3 n - 3n + 1 

i - 2 Pour i 3: 24 - - ;;, 1 
'22 ' 

e' > 1 , 
(2i + 2) B,; 

(
1 -2 )2 2-h-i - 0,11 

＾｟ＭＧＮＮＮＮＺＺ ＭＧＭＧＧＧＭ ＭＭ ＭＧＭｾ＠

(2; + 2) b n 2 _ 3n + Il 2 

> (i ｾｽＭＩ＠ ( ,1 )' 
3n - 3n + 1 

donc on n'a pas 1(3m' + 3m + 1) - (3n2 - 3n + 1) e'l "" 1/3n2 

2 

Pour i;: 1,7/1 s'écrit bien sous la forme 3 m 2 + 3m + l ,néanmoins, 
3 Il - 3n + 1 

17 - e'l > 1/3 et pour 2 "" ; "" 23, on doit avoir: 

ｾ＠ < e - I/e ; < i < e - lie / + 1 < 20 
2 3 3 ' 

d étant un entier impair: seul i = Il penne! d'avoir un leI d Cd = J), mai:; 
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alors, 2i = 22 " 1 (mod.3), donc A2i et B2; ne sont pas tous deux impairs. En 

aucun cas 1(3m2 + 3m + 1) - (3112 - 311 + 1) e21 ne peut être inférieur ou égal 
à 1I(3n2), ce qui achève la démonstration de la relation (1), donc de la pre
mière question du problème : 

(m +îf + ｉｾ＠ _e2(n2 -Il+t) 
2 

ne peut pas être inférieur à ｾ Ｎ＠
9011 

e,yn2-II+t -el; -90
1
,,2 -î et e,y"2_ n+j_el;.+ 90

1
,,2 -î 

ont la même partie entière : le plus grand entier m tel que S(m) - S(n - 1) '" 1 

est bien la partie entière de e . / Il 2 _ Il + 1_ e - 2 _1. 
'V 3 12 2 

Reste la seconde question : l ' équati on !1 = 1 _1 . Comme e lle 
k=-n k q 

semble simple après tout ce qu 'on vient de faire ! 

En testant toutes les possibilités pour II ｾ＠ 5, on trouve les trois solutions : 

1 =1_1 , 1+..L=1_1. 1 +1+1+1=1_-L . Prouvons qu ' il n' en 
22236345620 
existe pas d' autre, en supposant désormais JI ｾ＠ 6. 

Soit p un n,?mbre premier vérifiant : n :s; p ｾ＠ fn. Dan s la somme ! -k
l 

k=!1 

n'apparaîtront qu'un ou deux termes dont le dénominateur soit multiple de 
p : 1/p ou éventuellement ta p , car 3p > nl . P restera donc au dénominateur 
de la somme, e l devra diviser q. 

Or, pour tout entier Il ｾ＠ 2, il existe au moins un nombre premier p véri-

4n + 1 . fi ant : n ｾ＠ p ｾ＠ --3- ; et pour tout entIer n ｾ＠ l , 11 existe au moin s deux 

nombres premiers compris entre fi et (312)n + 2. Ces deux lemmes que l'on 
vérifie à la main pour Il < 30, se démontrent, po ur n ;. 30, à l' aide d' un théo
rème effectif de Tchebycheff, selon lequel, pour Il ;. 30, le nombre "(Il) de 
nombres premiers compris entre 2 et fi vérifie : 
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( 
"' 113 115) 

A (n!Logn) '" n(n) '" l ,2A(n!Logn) avec A = Log 2 Ｓｾ＠ ｉｉ ｊｾ＠ . 

Comme pour Il ｾ＠ 30, 

Log (4n; 1) < 1,09 Logn et Log (3/2 nF) < 1.12 Log n, 

n (E (4n; 1 )) > n (n) et n (E p"z+ 1 )) > n (n) + 1 
Pour n infiniment grand, ce premier résultat de Tchebycheff a été considéra
blement amélioré, mais ces améliorations ne sont pas e ffectives pour les 
petites valeurs de n, donc pas utilisables pour notre problème où la moindre 
faille peut faire manquer une solution de l'équation. Notons qu'en combinant 
ces deux résultats, on peut affirmer que pour tout 1l ｾ＠ l , il existe au moins 
trois nombres premiers compris entre n et 2n + 3 : il en existe deux entre Il et 
(3/2) n + 2, et un entre E «3/2) n + 3) et 2n + 13/3, ce dernier ne pouvant être 
égal à 2n + 4. 

Si m < 4n; l , alors (dans l'hypothèse n ;;. 6), 

S (m) _ S (n _ 1) < Log ｾ＠ m 2 + m + lI3 
Vn 2_n+ a. 

< Log m + 2/3 < Log !J!. < L 
n-lI2 112 

Il est donc exclu que S (m) - S (n - 1) = 1 - lIq. Mais si m ;;. 4n; 1, il exis

te un nombre premier p compris entre Il et ni ; q, divisible par p, est supérieur 
ou égal à n, donc 

S (m) - S (n _ 1) ;;' 1 _ lin ｾ＠ III + 2/3 > e (1 _1) . 
n - 1/2 Il 

S'il en es t ainsi , Ill> en - «3/2) e + 2/3) > (312) n + 2. j1 existe donc deux 
nombres premiers au moins entrte n et m, et 

m 2 +m+ 1 
q> n' => Ｍ ＭＭＭＭＭ｣ＭＭｾ Ｓ ｾ ｾ＾＠ e

2 (1 - ｾＩＮ＠
1l 2_n+l __ l_ m 

3 90 n' 
_ 1 e - , 1 3 ,/ 2 1 

a.-------, > O, 2, m>e ,n -n+(a.-2)--. 
3 12 90.6 2 

Si l'on pose 

Il ex..iste donc au moins trois nombres premiers compris entre n et m, dont 
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l ' un au moins est supérieur ou égal à 13 : cela résulte de e ru _1 > 13 et, 
2 

pour n ｾ＠ 7, m > en - 2 > 2n + 3. Donc q > l 3n2 et 

m > e 'i /1 2 - /1 (0: - 21 13) - 1/2> e ｹ ｲ ｾ ＭＭＧ Ｒ Ｇ ｟ Ｍ Ｌ Ｍ Ｌ＠ -+-0-, 1-6 - 1/2 

Dès lors, 2m + 1 est une réduite de e et l' on a : 
2" - 1 

A / 2 1 e- 2 e-z 1 m < e V" -/1+ 3-12- 9,,2 - 2 

donc Sem) - S(,,- 1) < 1 - 1/(510,,4). 

2m+ l pé . à . éd· Or, 2/1 _ 1 étant su neur e, n est au moms égal à 36 (r mte 193n l ) 

e t m ;;. 2,5" : le théorème de Tchebycbeff suffit à prouver que pour n ;;. 36, 
il exis te au moins 6 nombres premiers entre n et 2,5n, donc que q devrait être 
supérieur à 362,,4, impossibilité qui achè ve la démonstration. 
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