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Palais de la Découverte - Paris 

Avis de recherche n051 (Pierre Barnouin - Cabris) 

.. . Demande l'aide des lecteurs au sujet de deux conjectures qu'il émet 
concernant les triplets d'entiers premiers entre eux mesurant les côtés 
d'un triangle dom lm angle vaut 1200 (qu i sont don c solu tion de 
x' + y2 + xy = z', comme (3,5, 7) et (5, 16, 19). 

1) Tous les nombres impairs et tous les multiples de 8. et eux seule
mellt, peuvent figu rer dans ces triple ts. 

2) Le plus grand entier de chaque triplet est toujours congru à 1, 7, 
13 ou 19 modulo 30. 

1 - Des solutions rationnelles 
Pour des équations de ce type, une méthode classique consiste à tout divi

ser par Z2, et à poser X =:c/z et Y -= y/z. On est alors amené à chercher les 
points rationnels sur la conique (ici l'ellipse) d'équation : 

X2 + XY + y 2 - 1 = 0 (1) 

Bulletin APMEP rf' 414 . Février -Mars1998 

38 

Bulletin de l'APMEP n°414 - Fev/Mars 1998



y " 

1 ~ 

t M 

0 X 

-1 

Il ex iste six poin ts rat ionnels "évidents" sur cette ellipse: (O. ± l) , 
(±l, 0), (- 1, 1) et (1 , - 1). Cherchons les autres. 

Soit n le point (-1 , 0) et l1 une droite passant par n et un point (0, 1) de 
l'axe des Y. L'équation de cette droite est : Y = 1(1 + X) (2) 

Elle coupe l'ellipse en n el en Un point M dont les coordonnées s'obtien
nent en substituant la valeur de Y de (2) dans (1). On obtient : 
X2(12 + 1 + 1) + X(212 + 1) + 12 - 1 = 0, dont le discrimi nant vaut (t + 2)2 

Les coordonnées de M sont donc: 

2 

X = 1 - 1 t 
2 e 

1 + 1 + 1 

2 

Y = 1 + 2/ 
2 

1 + 1 + 1 

(3) 

Ces fonnules. avec t rationnel , fournissent toutes les solutions rationnelles de 
(l ), sauf(-l , l). 

En effet, si 1 est rationnel, a10rs X et Y aussi , Inversement. à chaque point 
rationnel M de l'ell ipse, distinct de n el de (-1, 1) correspond Une unique 
valeur rationnelle de t , à savoir 1 = YI(l + X ), et t = - 2 correspond au poi nt 
o.. On a donc une bjjection entre les points rationnels de l'elUpse et les points 
rationnels de l'axe des y ( ... plus le point à l' infi ni qui correspond au poinl 
(- l , 1) . 

NOIe 1 : En choisissant n et l'axe des Y plutôt que, par exemple, (0, - 1) et 
l'axe des X, On introdui t une asymétrie dans le problème, que l'on retrouve 
bien sûr dans les formules (3). 
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2 - Les solutions entières paramétriques de l'équation 
initiale 

Comme on cherche les côtés d'un triangle, cela impose x, y et z positifs. 
Panni les solutions de (3), on ne doit donc conserver que celles pour les
quelles X et Y sont simultanément positifs ou négatifs, c'est-à-dire les points 
rationnels du premier ou troisième cadran. Ces denùers étant symétriques 
des premiers par rapport à l'origine, on peut se IimÎœf à X et Y positifs, ce qui 
correspond à 0 < t < 1. 

Soit donc t = pl q, avec 0 < p < q et pgcd(p, q) = 1. En substituant cette 
valeur de t dans (3), on obtient : 

2 , 
X- q-p et Y 

- 2 2 
P + pq+ q 

p'+2pq 

p' +p q +q' 
(4) 

d'où les solutions paramétriques du problème initial : 

x=q2 -p 2 ; y =p2 +2pq et z =p ' +p q +q' (5) 

Par exemple, les solutions mentionnées dans J'énoncé proviennent respecti
vement de p = 1 ; q = 2 et de p = 2 ; q = 3. 

Note 2 : Le fait que pet q soient premiers entre eux n'implique pas que x, y. Z 

le soient : par exemple, p = l et q = 4 conduisent aux valeurs 15,9 et 21 , qui 
sont toutes multiples de 3. Après division par 3, il leur corresppond la solu
tion primitive (c'est-à-dire une solution où x, y et z sont preIIÙers entre eux) : 
(x ', y', z') = (5, 3, 7). li est donc intéressant de voir quels sont les diviseurs 
communs possibles. Il suffit d'ailleurs de regarder les diviseurs d communs à 
x et y puisque si d divise deux des termes, il divise aussi le troisième. 

Si un nombre premier d divi se y = p ep + 2q), alors il divise pou p + 2q. 
Il ne peut pas di viser p parce qu'il devrait diviser q pour diviser x = q2 _ pl. 
Or, p et q sont premiers entre eux. 

Supposons qu 'il divise p + 2q . S'il divise aussi q2 - p2 alors il divise 
(q + p) ou (q - pl. S'il divise (p + q) alors il doit diviser la différence 
(p + 2q) - (p + q) = q. C'est impossible, car pour diviser q2 - p2, il devrait 
diviser p. Reste le cas où d divise (p + 2q ) et (q - p). Dans ce cas, il doit 
diviser leur somme 3q et il ne peut pas diviser q pour les raisons vues cl-des
sus. 

Par conséquent, si x, y et Z ont un diviseur commun: jl est égal à 3. Dans 
ce cas, (q - p) est un multiple de 3 e t p '" q '" 1 ou P ;: q ;: 2 mod 3. 

Les formules (5) donnent donc toutes les solutions prjmitives quand 

(q - p) n'est pas multiple de 1 On les appellera soJuUons lypes 5 l, notées 
(x,y,z). 
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Quand (q - p) est un multiple de 3, les solutions primitives, dite de type 
S 3. sont données par : 

2 2 
x' =q - P 

3 
y ' 

3 - Les mllitiples de 8 

, 
p + 2pq 

3 
(5') 

Tout d'abord, on vérifie aiséme nt que z n'est jamais pair , ni a forti ori 

multiple de 8. Par conséquent, x ne sera multiple de 8 que si q2 - p 2 1'est ; de 
même, y ne sera multiple de 8 que si p' + 2pq l'est. (On n'a pas ici à se pré
occuper de t'éventuel1e divis ion par 3 qui ne changerait de tooute façon rien à 
la divisibilité de x ou de y par 8 et on peut donc utili ser (5» . 

3.1 x pair est-il nécessairement un multiple de 8 ? 

Oui, puisque p et q sont prernjers entTe eux., ils ne sont pas tous les deux 
pairs et x ne pe ut don c être pair que si p et q so nt impairs. Poson s 
p = 2p' + 1 et q = 2q' + t et substituons-les dans (5). On obtient: 

x=(q- p)(q +p ) =2 (q'-p ')2(q' +p ' + 1) 
et on vérifie sa ns peine que l'expression (q' - p')(q ' + p' + 1) est paire 
queUes que soient les parités de p' et q'. Par conséque nt, si x est pair, il est 
multiple de 8. 

3.2 tout multiple positif de 8 peut-il être égal à x ? 

Oui. Soit x = 8m'. Il suffi t de prendre p = 201' - 1 et q = 2m' + 1 pour 
vérifier que x = q2 - p2 = Sm', 

J.3 y pair est-il nécessairement un multiple de 8 ? 

Oui, puisque l'équation init iale est symétrique en x et e n y. On peut égale
ment le voir directement dans (5) : puisque p et q sont premiers entre e ux, 
y = p 2 + 2pq ne peut ê tre pair que si p est pair et q est impair. Posons p = 2p ' 

et q = 2q' + 1 et substituons ces valeurs dans (5) . Il vient : 
y =p(p+2q)=2p' (2p' +4q ' +2)=4p '(p' + 2q ' + 1) 

et. là encore, on vérifie que l'expression p ' (p , + 2q' + 1) est paire que lles que 
soient les parités de p' et q' . 

3.4 tout multiple positif de 8 peul-il être égal à y? 

Oui , à l'exception de 8. Soit y = 8m', avec m' > 1. Il suffit de prendre 
P = 2 et q = 2m ' - 1 pour vérifier que y = p 2 + 2pq = 4 + 801 ' - 4 = 8m '. 

4 - Les nombres impairs 

On doit ici distinguer les solutions de type S 1 de celles de type S 3. 
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4.1 Dans une solution de type s}t.t peut-a prendre n'importe quelle valeur 

impaire? 

Oui, à l'exception de x = 1. Soit x = 2k + 1. Il suffit de prendre p = k et 
q = k + 1. D'après la note 2, comme (q - p) = 1, les solutions données par (5) 
sont primitives. 

4.2 Dans une solution de type SJ, ..:r ' peut-il prendre n'importe quelle valeur 

impaire? 

Non. 11 existe une infinité de valeurs impossibles. La suite de ces valeurs 
est formée de progressions arithmétiques de longueurs et de raisons crois
santes. Les premières sont x' = 1, puis 3, 9,15,21 , 27, puis 45, 63, 81,99, 
117, 135, 153, 171 , 189,207,225,243 , puis 297, 35 1, etc. 

Montrons par exemple que x ' ne peut pas prendre la valeur 15. 

Si x était égal à 15, q' - p', dans (5) vaudrait 3 X 15 = 45 . Le nombre 45 
admet trois expressions de la forme q2 - p 2 : 23 2 - 22 2 ; 9 2 - 62 et 7 2 _ 22 
mais dans la seconde pet q sont multiples de 3 et dans les autres (q - p) n'est 
pas multiple de 3 et les solutions correspondantes sont de type S, : de fait, 

pour ces deux dern.ières, on obtient respectivement : (x, y, z) = (45, 1496, 
15 19) et (45, 32, 67). 

Nous étudierons plus loin (point 6) cette curieuse suite de valeurs impos
sibles. En effet , elles ne contredisent pas la conjecture de Pierre B ARNOUIN, 

car il existe toujours une soluti on de type 5 3 oi) le nombre y ' , lui, pe ut 

prendre n'importe quelle valeur impmaire, à l'exclusion de 1. Montro ns- le. 

Supposons que y ' = 2k + l. Dans ce cas, pep + 2q) = 3)" = 6k + 3 et il 
suffit de prendre p = 1 ; q = 3k + 1 pour obtenir cette valeur. On a bien 
(q - p) multiple de 3 et p et q prern.iers entre eux. 
Exemple: on vient de voir qu'il n'existe pas de solution 5 .1 avec x' = 15, en 

voici une avec y ' = 15 : 3)" = 45 = 6k + 3 donne k = 7 pui s P = 1 ; q = 22 qui 
donnent dans (5) les numérateurs: 483, 45, 507 et après division par 3 : 
(x' , )", z ' ) = (161 ,15 , 169). 

NOie 3 : Le fait que y ' puisse prendre la valeur 15 et pas x ' peut sembler 
paradoxal, dans la mesure où l'équation initiale est symétrique et x et en y. 

Cela provient du fait que l'échange de x et de y peut changer le type de la 
solution. 

Voyons cela de plus près. Soit M un point de l'ellipse, de coordonnées 
(X, Y) et M' son symétrique par rapport à la première bissectrice, de coordon-

nées Cy, X). La valeur du paramètre t ' associé à M' sera l ' = ~. En 
1 + Y 
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remplaçanl X el Y par leurs valeurs données par (3), on obtienl : t' = ~ 
1 + 2 t 

el si ( eS! rationnel, p/q, alors t' = kL = p: 
q+ 2p q 

On voil alors que si q= p mod 3, alors p' el q' sonl multiples de 3. Par 
exemple, p = 1 ; q = 13 (de type S J) conduil aux valeurs p ' = 12 ; q' = 15. 
Ces valeurs correspondent au même point M ' que p' = 4 : q' = 5 qui donne 
une solution de type 5 l' On peut en conclure que y ne peUl pas prendre toutes 

les valeurs impaires dans une solution de type S J' 

Exemple: La seule décomposition de 9 sous la fonne p ep + 2q ) avec p pre
mier à q eS! p = 1 ; q = 4. La solution (unique) correspondante est donc de 
Iype 5 ) e! la valeur y = 9 ne peut donc pas apparaî1re dans une solution de 
type 5 l' (Pour ces valeurs de p et q, on a vu qu'on obtienl (x', y', z' ) = (15/3, 

9/3.21/3) = 5. 3, 7». 

5 - Les congruences modulo 30 vérifiées par z_ 
n y a là un phénomène de crible . On a z = p2 + pq + q2, qui est manifes

tement impair quand p et q sont premiers entre eux . Voyons de qui se passe 
modulo 3. 

q 
0 1 2 

p 0 0 1 1 
1 1 0 1 
2 1 1 0 

z modulo 3 
On COnstate que Z est toujours congru à 1 modulo 3, sauf qi p " q mod 3 

auque l cas la so lution sera du type S 3' Par conséque nt , si une solution est de 

type 5 " la valeur de z correspondante est impaire et de la forme 3k + 1. 
Modulo 30, cela ne laisse comme possibilités que 1,7, 13, 19 et 25. Si on 
regarde maintenant z modulo 5, on constate que z n'est congru à 0 que si p et 
q le sont. Or p e t q sont premiers entre eux, ce qui élimine 25. 

Enfin, si la solution est de type 5 ), z' = (P2 + pq + q2)/3 ne peut pas êue 
un multiple de 3. Pour s'en assurer, on peut poser p = 3k + a, q = 3k' + a, 

avec a = 1 ou 2, et développer. On obtient z ' de la forme 3K + a 2, or a' est 
égale à 1 modul o 3. Par conséquent, z' est un nombre impair non multiple de 
3. Par ailleurs, si 5 divisait z', il diviserait pl + pq + q2 et on a vu que c'est 
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impossible, On est donc ramené au cas précédent et z' ne peut prendre que 
les valeurs 1,7, 13,19 modulo 30. 

6· La suite des valeurs impossibles pour x' 
Montrons maintenant que dans une solution de type S 3' il existe une infi

nité de valeurs impaires que x' ne peut pas prendre, 

Soit x' un nombre impair, mis sous la forme 3i(2k + 1), où 2k + 1 n'est 
pas multjple de 3. On cherche sous quelles conditions le nombre x == 3x x' = 

3.1'+1 (2k + 1) peut s'écrire sous la forme q 2 - P 2 avec p et q premiers entre eux 
et (q - p) multiple de 3. Posons q ~ p + 3m et substituons cette valeur dans 
x. Il vientx= q2 _p2 ~ 3m(3m + 2p) etx' ~ 3i(2k+ 1) = m(3m + 2p). 

On ne peut avoir m = 1 car dans ce cas, (3m + 2p )serait divisible par 3 et 
p devrait être divisible par 3. Par ailleurs, (3m + 2p) ne peut diviser 3i pour 
les mêmes raisons. Par conséquent, (3m + 2p) doit diviser (2k + 1). Soit 

a = 3
2
: ~ 21p . On a donc m = 3ia. Dans ce cas, (q - p) ~ 3m ~ 3i+1 a et 

(q + p) = (3111 + 2p) = 2 k a+ l ,d'où l'on tire pet q et la décomposition (6) : 

x = 3i+I(2k + 1) = q2 _ p2, où q= (2k+ Il+3
i
+

J

a
2 

et 
2a 

( 1 
j+l 2 

p =2k+I-3 a 
2a 

Comme, par hypothèse, (2k + 1) n'est pas un multiple de 3, ces valeurs 
conduisent bien à une solution de type S3' mais pour que cette décomposi

ti on soit ac ceptable . le nombre p doi t être positif, ce qui impose 
}+I 2 j+1 

3 a -1 3 -1 . 
k > 2 ' valeur elle-même supérieure à - -2 - - , qUI correspond à 

a = 1. 

j+ l 

Par conséquent, si k;;' 3 - l,x ne peut pas s'écrire sous la forme (6), et 
2 

j +1 

les ~ . valeurs correspondantes de x' sont impossibles. 
2 

La suite des x' > 1 impossibles est la réunion de toutes ces progressions 
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arithmétiques. Pour chaque progression Pi' le tableau ci-dessous donne seu

lement les nouvelles valeurs de x' imppossibles introduites par Pi' Par 

exemple,9 et 27 sont bien de la forme 18k + 9 et appartiennent à P ,; ils ne 

sopnt pas mentio nnés dans la ligne j = 2 car ils sont aussi de la forme 6k + 3 
et appartienne nt donc déjà à P l ' 

j Pj p q les k et les x' impossibles 

0 2k+ 1 k-I k+2 k=O : 1 
1 6k + 3 k-4 k+5 OEkE4 : 3,9, 15,21 , 27 

2 18k + 9 k- 13 k + 14 2 Ek E 14: 45 ,63, ... ,243 

3 54k + 27 k -40 k +41 5 EkE40: 297, ... , 2403 
.. . ...... . .. ... etc ......... . . . . . . . . . 

7 - Les x impairs dans les solution SI 

On a vu en 4.1 que x pouvait prendre toutes les valeurs impaires en 
posant p = k ; q = k + 1. Plus précisément: 

(p , q ) '" (0, 1) mod 3 donnent les impairs de la forme 6k + 1 
(p , q ) '" (l, 2) mod 3 donnent les impairs de la forme 6k + 3 
(p , q) '" (2, 0) mod 3 donnent les impairs de la forme 6k + 5. 

On peut alors se demander quelles valeurs impaires peut prendre x avec 
les trois autres combinaisons de paramètres modulo 3: (p, q) '" (0,2) : (1 ,0) 
et (2,1). 

7.1 Si (p,q) '" (0,2) mod 3, les impairs cOllcernés SOllt de /a f orme x = 6k+l, 
mais apparaissent~ils tous? 

Non.Soiot x = (q + p)(q - p). Posons ex = (q + p ) et ~ = (q - p). On doit 
donc avoir 2q = ex + ~ et 2p = ex - ~ . Pour être représentable, il est donc 
nécessrure que x admette une décomposition en produit de deux facteurs a et 
~ avec ex '" ~ '" 2 mod 3, ce qui élimine de nombreux impairs. 

En particulier, x ne peut pas être premier, car alors son unique décompo
si tion en facteurs est ex = x, ~ = l, différent de 2 modulo 3. De même, x ne 
peut être le carré d'un nombre premier a, car ses seules décompositions en 
facteurs sont alors a .a et a. 2. 1, qui co ndui sent respe ctive ment à 
p = ex - ex = 0 et à ~ = 1. Le plus petit nombre impair représentable ainsi est : 
55 = 5 x Il = 8 L 3'. 

7.2 Si (p,q) "" (1,0) mod 3, les impairs concemés sont de /a forme x = 6k + 5 

Des arguments similaires montrent que, là aussi, une infmité d'impairs ne 

Bulletfn APMEP rf 414 - Février -MarsI998 

45 

Bulletin de l'APMEP n°414 - Fev/Mars 1998



peuvent être aneints. En particulier, x ne peut être ni premier ni le carré d'un 
nomb re premie r e t le plu s petit impair représe nt ab le ainsi est: 
35 = 5 X 7 = 6 2- 1 2. 

7.3 Si (p,q) =(2,1) mod 3, les impairs concernés sont de /a forme x = 6k + 3 

Poso ns p = 3p' + 2 ; q = 3q' + 1. On obtient x = (q + p)(q - p) = 
3(q' + p' + 1)(3q' - p ' - 1), et p ' et q' doivent donc être congrus modulo 2 
(avec q ' > p'). Le plus petit impair représentable est : 45 = 5 x 9 = 7 2 - 2 2. 

7.4 Les première valeurs atteintes 

(p,q) " (0,2) (p,q ) " (l,0) (p,q) = (2,1) 
x=6k+ 1 x = 6k + 5 x=6k+3 

35 = 5x7 = 62 -1 2 45 = 5 x 9 = 7 2 - 2 2 

55=5 x Il = 82_ 32 65 = 5x13 = 9 2-4 2 

85 = 5 x 17 = 1 j2 - 6 2 95 = 5x 19 = 122_7 2 105=5x21=13L 8 2 

11 5 = 5x23 = 14 2_9 2 135 = 5 x 27 = 162- 1 j2 

143 =5 x I3= 122_p 
145 = 5x29 = 17 2 _12 2 155 = 5x3 1 = 182- 13 2 165=5x33 = 19 2- 14 2 

(e, 165= llx t5= 132- 22) 
185=5 x37 =21 L 16 2 

187= Il x 17= 14 2_ 3 2 

205=5x41 = 231- 182 209 =ll xI9 = 151-4 2 

215=5 x 43=24 2-19 2 231=ll x2 1=16 L 5 2 

On voit qu'il existe relativement peu de valeurs impaires possibles pour x 

représenté sous "une ou l'autre de ces trois formes et que leur distribution, 
qui dépe nd de la nature des facteurs prem.iers de x, est très irrégulière . 
Finalement , ce qui est surprenant n'est donc pas le fait qu'il y ait des valeurs 
impossibles pour x' dans des solutions de type S 3' c'est qu'elles fonnent une 

suite aussi si mple. 
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Une Bonne Idée ... 
pour uous.,.et pour "A.P.M.E. P. 

Achete. lu 7.$.ochwes Ap,,,ep 

taiteg-e>1 achete. pM vot.e C . ?:::J.j. 
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