
Les Problèmes 
de l'A.P.M.E.P. 

elle rubrique propose des problèmes choisis pour l'origùrat;/,; de 
leur caractère : ~!itlritique . subtil, ingénieux. voire récréa/if. dOnl la 
sotU/iml ' licess;(~ initiatives, démarche im ' enliv~, ,-ecJwfche. effort 
Ùlttltecluel. 

Elle accueille tous Cl'll), qui aimenl ;m'ttlfer, cherche dé « beau.\ 
problème. . ~ ,. , .. si possible. trmH't:f âes solurimrs el leJ' invi,e à dOJl1ler 

libre cours à leur im'emiorr créatrice. 
Priorité l'si naturellement r/sen'ée QrU" énoncEs compn.'iés par des 

collègues et au dialogue Ol.{\'en entre flLf par le jeu des répOI,ses pt 

des solwions. Les auteur,ç sont priés de jomdr-e les sohmolrs GlU" pro~ 

positÎons d'énoncés. 
Enotlcés, réponses et solutions SOnt à e,,~ ' o)'er à l'adresse suivante 

(répollses à des problèmes difjëm'/$ sur des 'euilles séparées S. V.P., 
saJlS oublier rOtf-e nom Sl~r chaque feuille) : 

François 1..0 JACOMO 
21, rue Juliette Dodu 

75010 PARIS 

ÉNOCÉS 
ÉNONCÉ n° 270 (Miguel AMENGUAL COVAS, Majo/que, Espagno) 

Une pyramide régulière tronquée esl lel1e que :;;a hauteur et le Côlé de sa 
plus grande base soientlOus deux égaux il a, On suppose n outre que chacu­
ne de ses faces admet un cercle inscrit. 
1 - Calcultr le cOté de s. plus peute base. 
2 - Combien de côtés peuvent avoir les bases d'une telle pyramide? 

ÉNO CÉ nO 271 (Michel LAFOND, 21 - DUON) 

Résoudre unns lN" l'équation : a' + fil + ,. 2 = " abc. 

ÉNONCÉ nO 272 (R. RA YNAUO, 04 - DIGNE) 

US deux demi-droiles lixes (X) el (Y) onlmême origine P el forment un 
angle aigu. La dem i-droite (X) porte un poinl r.xc A d,fférent de p , Un cercle 
variable (0) de centre 0 est tangenl en A à (X) el coupe (Y) en Bel C. 

Con truire le triangle ABC de façon que son périmètre ail une longueur 
donnée ~p . 
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SOLUTIO 's 
ÉNONCÉ nO 249 (Gabnel FRAlSSE. Il . Femtls les Corhières) 

Quelle esl la probabililé que, lors d'un litage du LOlo nau"nal (combln"i­
~on aléatoire de: 6 numéros p3.l1Jli 49), il Y ait nu moin!o. deux numém ~ consé­
cUlirs parmi les 6 bons numéros' 

SOL TlON de Gérard GRANCHER (76 - Rouen) 

NOlon, C'I ' xl' ... x.l un li rage de 6 numéros parmi Il . 2 . ... . 49 J ne 
contenant p3~ de num~ro!oa consécutifs avec " 1 < .f! < , . . < ~ G;. A ce (irage. on 

p"UI ",'SOCler de manière bijecÜ"e le lirage de 6 numéros (x,. xl- 1"1 - 2 . 

'. - 5) parmi I I. 2, .. .. 441 . Le nombre de li rages ne comprenant pas de 
numéros conséculifs esr donc égal au nombre de parties ù 6 éloimenb d'un 

ensemble en contenant 44. et vaut C ~4 = ...i.~ . 
6'38' 

La pruhabjlll~ qu'un urage contienne Olt muins 2 numéros cOn.'.écutifs 
- 1 

V"ut donc: 1 _ ( 44' ) (~) 
6!38! 6!43! 

AUTRES SOI.UT/ONS 

~ 1 _ 44!43! =224~3 - 0.495 1984494. 
49!38! 45402 

Alalll BAfLLE (38 - Grenoble). Philippe BARDY (56 - BeIgnon). Alain 
BESSON (74 - Sr Julien en Genevois). Jean -François BILGOT (43-S1 
Pau lien). PIerre CARRIQU[RY (75 - P,ris). Marie-Laure CHAILLOUT 
(95 - Sarcelles). FrançoIS COULOlGNER (76 - Forge, les Eaux ). Joël 

ROISSANT (3 1 - Toulouse), Pierre DELHA Y (59 - AulllY du Hatnaul ). 
Robert FERREOL (75 - Paris). Jean-Yves LE CADRE (35 - Renne,l. Pierre­
Yves LE CLO IREC (35 - Re nnes) . Marle -Chri"ine LOMBARD (83 -
Toulon). Pierre MA ACH (56 - Lorient) . René MANZONI (76 Le 

Hav .. ). Serge PAICHARD (53 - Lavall , Den iS PEPIN (~5 - Verdun). 
Mauri ce PERROT (75 - Pari s). M. PIC HEREAU ( 16 - St Yrieix) , 
Marguerile PONCHAUX (59 - Lille), Marc ROBLET (21 - Dijon). Michel 
TANGUY (29 - QUImper), et une solution rausse. 

REMARQUES 
L'énoncé n'élail pas original. mru~ le résuhat, que je ne connaissais pas. 

m'a semblé in téressant 

Plus ieurs lecleurs (Ph ilippe BARDY. l'ranço,, COULOIONU. Pierre 
DflItAY. Serge PAICHARD. Marguerile PONCHAUX) Slgnalenl que C'CSI l'exer­

CICC 77. p. 2M 1. de l'ouvrage de Tenmoalc S de la collecllon TERRACHER 
(ou le nO 64 dans l'édltion 1992 de TC E .IIée par Serge PAICIIARD). 
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Serge PAICHAkD signale en outre un article de Quadralure nO 13, 
Seplembrc-Oclohrc 1992, de Claud" BOUZITAT e[ Gi l PAGES, inlilulé US 
jours se suivent, les bouies aussi. mais qUI prend en compte le numéro com­
plémenta ire ; et même un arlicle de nnLre Bulle,ù, de Co tetle BLOCH 
(Poitiers), Joutr au "Lolo" en suiw1ll1 EuJa .. . ;'ai dû remanier la revue jus ­
qu'en 1979 pour le Irouver (n' 318, p, 223)! 

François COUJ..OIGNER cite l'Analyse combinatoire de. L. COMTlï (PUF, 

Tome 1, Théorème A, p. 3 1 J, Marie -Christine LOMBARD le Précis de 
M~fhéllialiques (HEC-Bréal l, Espaces probabilisés «h. 2, p. 61 , n' 215) el 
Exercices (nmmelJlés el résolus (p, 22. nO 1(6). P1CHEREAU l'a trouvé dane. 
(CS e\crcice~ corn'gés de maths posés cl l'oral dts concours NEC et ESCP de 
Christian LEBŒUF, Jean-Louis ROQUE. Jean GUIGAUD (Ell ipse 1986). La solu­
tion ulil ise 13 "méthode des trous de Kaplansly ana logue à celle uu lisée pour 
dénombrer des applications croissantes en se ramenant au dénombrement 
d'oppli cations strictemen t croissantes". Et Mane-Christine loMBARD deman­
de il ce sujet : qui est KAI'l..ANSKY? 

Pat ailleurs. celle mélhode de KAPLANSKY est-elle différenlc de celle que 
Coleuc BLOCH aunbuc il EULER, en l'occurrence la mélhode proposée ci -des­
sus? 

D'aulres méthodes ont élé uti lisées par les lecleurs ; Alain BESSON, Pierre 
CARI<JQUIRY, Jean-Yves LE CADRE, Denis PEP[" e l Michel TANGUY é~,bli<­
se nI que, si l'on appelle S (Il, p) le nombre de sous-ensembles de p élémenL' 
de Il, 2 . ... 11 1 ne cOnlenan! pas deuA élémenlS conséeullfs, en dIStingua", 
ceu). qui conLÎennent Il cl ceux qU.l ne contiennent pas 'l, on a : 

S(II,pl=S(II-2,p-l)+S(II-l,p) 
d'où le ré>ulktal général pat récurrence. 

Marie-Laure CHAIlLOUT. Pierre-Yves LE CLOIREC el PiCHEREAU rappro­
chen t cet exercice du problème cl as~ique : cumbien y a-t-il de k-uplclS 
ent iers striclCment posil ifs dont la somme SOit n? Il s'agit en ,'occurrence de 
7 enlierS: a l' Q;!. - a l - l , a, - a~ - 1. ... Gô - as - 1.50 - Utj donl la somme 

est 45 1 !-lI l'on appelle a" Qr· . . _1l6 1es numéms des six boules tirées. 

Enfin, Joël ROISSMIT, Pierre MMIACH e l René MANzONI s 'aidenl d'un 
pelil programme infonnatiquc, 

Signalons aussi que diverses génér.ll isBlions onl étré proposées : combien 
y il-t·i! de tirages tels que ln plus pel ilC dirférence cntre deux numéros \'01 -

SIOS sOl l supérieure OU égale à k~ .. . CeS! d'ailleurs CCI exercice 249 q ui a 

inspiré à Marie-Laure CHAILLOUT l'énoncé 25M, paru dans le nO 407 

(décembre 1996) el donl la Solulion par.îtrd, je l'espère, dans le numéro 415 
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(avril 1998 : j'essaie de combler 1. retru"d accumuilé et dont je prie les lec­
teur> de m'excu;.r). 

ÉNONCÉ nO 250 (d'aprè, les Olympiades Intemalionales 1993, Istanbul) 

Momrer qu'il exisle une mlînllé non clénombrablo de foncuons f de IN' 
dans IN" vérofiantles trois conditions : 

1(1) = 2 
lif(II Il" f(II) + n pour tout Il E lN' 

e t 1(11 + 1) > I(n ) pounoutll E lN' 
mais que, paoni e lles, il en exiSle une paire el une seule (g, h llelle que pour 
loule Qulre fonclion/vénlîanl ces troIS mSmes relations, 

'ftn E IN' 1(11\ =g(lI) ou f(n) " h(II). 

OLUTION 

, Vs + 1 
Appelons 'P le nombre d or , (la plu, grande racine de "2,, r + 1 l, 

el notons [xl ln partie cnli~re du réel.l. 

Pour quelle. valeurs de a la fonclion f(II) = l'Pli + al vérofic- t-ellc les 

lrois conditions 7 La première est vérifiée si 2 - <il '" a < 3 - q>. La troisième 
cS! toujour. vérifiée. car l'intervalle l!ptl + a , q>(11 + 1) + al, de longueur 
qJ > 1. cOnlitnt nécessairement au moins un enlier m tel que 

f(lI) < 111 '" f(II + 1). 

Quant à ln seconde, si l'on pose Il (II) = I(n ) - !pn, 
f(/(II») = [q>('PPi + "(11)) + al 

=/(11) + Il + r(q> - I)u(n) + al 
L'hypothèse a - 1 < U (II 1" a entraîne 0 .. ('1' - 1) .,(11) + a < 1 dès lors que 

1 _1. '" Cl <-1. 
'1' 'P 

Donc, pounout a E li - ~ ; ~ (, la funcuonf(ll) ~ l!ptl + al vérifie les 

trois condilions de l'énoncé. 1.1 Y une inlinité non dénombrable de telles 
foncuo"" car SI a CI P sont deu~ rée ls dislinc!." les roncuons ['l'" + al et 
['l'II + PI sont dr>unctes, 

C'est un résultal classique cen.es, mais qui ne va pas de soi. LI fnuL prou­
ver qu'on peUl toujours trouver un n peur lequel il ex iste un enLier compris 
entre 'PlI + a el 'P" + ~, aussi proches qut sOIent a et p. A partir du principe 

des Ilroirs. on prouve que pannlle.l N + 1 entiers 10. 1. ",NI. il e~isfe un q 
lei que IqIIl - [qIIlli < liN, ct si liN < la - PI , panni les kqq>, on peUL .n trOu-
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ver un lei que kq", + a el kq'l' + 13 n'aient pa> la même panle entIère. 

Cela 6tant. il n'y a pas que les ronctions ci-dessus qu i vérifient les lroj~ 
onditions requises el nous n'ovons résolu que la premlèl'e quc!Stlon du pro­

blème. 

Inléressons-nous de plus près à 10 fonction 1/(11) = f(lI) - 'l'". L, seconde 

hypotl1èse,f(l{II» = f(II) + Il entr3Îne : l/if(1l » = - ~ 1/ (II ) (1 ) 

Par ailleurs, 1. fonction " définie. elle, par V(II) = f (ll) - n est croissante au 

sens lurge car fIn + 1) ,. f(1I ) + l , el clle e'l surjecuve car 'lfll , n = 1 (1'(11 ». 
Donc V (Il + 1) ne peut être égal qu'à v (n) ou il. v(ll) + 1 : s'il étail plu' grand, 
la valeur 1' (11) + 1 ne serail jamais altelnle par v. Il en résuile quef(n + 1) 

vaui nécessairement soil f( Il) + 1 soi t 1(11) + 2, et uans les ueux cas 

11/(11 + 1) - II(Il)I~~ (2). 

Or, le fail que f(1l + 1) valllef(ll) .;. 1 ou fin) + 2 eotrafne que fif(1I + 1) 

vaut fif(n» ... 2 ou fif(Il» + 3, donc que panni trOIS enlie" consécutifs, l'un 
au moins peUL s'écrirefif(II)) . Prouvons, il parur de là, que 'lfll, 11/ (11)1 < 1 
par l'absurde, appelons m le plu> pelit entier tcl que II/ (m JI ,. 1 (m ,. 4 cru' 
les hypolhèsè" Imposenlf(l) = 2 donc f (2) = 3 etf(3) = 5, d'où 11/(111 < l , 
II/ (2)1 < l , II/ (3 )1 < 1). L'un des Imi.< enlierS III - l , m, III + 1 peut s'écrire 

lif(n », avec Il < /II ifif(II)) = n + 1(11);' Il + 2l. 

1 
Comme, par hypolhèse , II/ (Il li < l , d 'après (1) : Il ( 1(/(11))) < -:;- . 

"'­
Si fifcn)) '" m, l'hypolhèse III(m JI ,. 1 esl clairemenl contredile, mais elle 
l'esi également 'ilif(Il» '" m - 1 ou III + l, car, d'après (2), 

1,, (m)-I/(I11- III ~ ..L 10UI comme I,,(m + 1)-I/(m)I, or ~ + ~ '" 1. 

'" '1' 
n en tésuhe que pour 10ul ri , V(1l ) - '1'/11 < l, donc f(l!) ne peut prendre 

que deuJ( valeurS : ['1''' + 1] ou [","]. 

Mais cela ne ,uflït p.,,! Nou ' n'avons pas déterminé les foneuon g et l, . 
Nous savons que les foncllons (<1'" + 11 el ['l'"] ne vérifienl pas les Irois 
conditIOns. dunc ce ne som pas les fonctions cherchées. En outre, !'i Î "on 
appelle F, le k-ième terme de ln ,uite de Fibonacci CF, • l = Ft ' 1 + F, J, il est 

cio" par récurrence sur k que loute foncuon vénfiant les hypotbèses véri­
fie : I(Ft ) = FI t 1 pour lout k : en certains poinls, donc, l'une des "nleurs 

["," + 1 J ou [cpll] ne peUL jamais être prise. 
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Alors il nous fau t deu. asLUces pour conclure : tout d'abord, si l'on appel­
le Ar l'ensemble des entiers tels que/(II) = [tpll) et D) l'en,emble des enuers 

tcls que /(11 ) = [tpll + Il, Il " Ar <=> /(11 ) e Bt, quelle que soit la fonction / 

sau,falsa", les hypothèses, En cffet, si "(II> = tpll - [<l'I' J, 
[tp[tpIlJ + 1] = (tpll - "(II)) + Il + [1 - (tp - 1) Il (II )] 

et [tp(tpll + III = (tpll - u(n» + Il + ltp - (tp - 1) U(II)J , 

Or, tp étant irrauonnel , 0 < U(II) < 1 (u(n) ne peut pa, être nul), donc 
[1 - (tp-l)u(n)J~Oct(tp - (tp- l)u(II)}= Lan a donc toujours : 

ftp[<l'I,]+II=[tpIlJ+" ct [tpl<l'l'+ I]] =[tpn+1J+1l ( 3) 
Cene remarquable alternance nouS incite à construire deux fonctions g el h 
définies par : V'k , g(F.> = "(F,) = p .. 1 

et, pour touln stricte:menl compris entre Fil. et Ft+ 1 
g(n) = [tpnl ct h(n)=[tpll+ Il SI k pair 
g(II)=[cpn+1J e t h(II)=[tpll J si k impair. 

Les relaLions (3) que nous venons de demontrcr prouvent que les fonc­
tions 8 et ft satisfon t toutes les condi tions de l 'bypoth~,e, l'onégalité : 
tpFl + (1 - tp) < Kt. , <: tpF, + (cp - 1) élant toutefois nécessaue pour prouver 

que ces fonctions sont strictement croissantes : , 
on a en fait : F,+ t = cp, .... + (-'1'1) (si F, = F, = 1), ce qui se démontre très 

racilelTlenl par récu"ence. En outre. tOute ronction / vérifiant ]'hypOlbèSic est 
bien le Ile que pour IOul "./(11) = gin) OU/(II) = 11(11), (g, "1 estlllJe paire 
cherchée, ESI-ce la ,eule? 

C'est là qu'in tervient l'aulre astuce : supposons qu'il c xi ~ '\le une autre paLté 

1 g ' , '" 1, En quels polDts Il peu t-on avoi r g ' (II > = '" (II)? Seulelnent au. 
nombres de Fibonacci F" car si en uo autre point g ' (II) = Il ' (11), l'u n des 

nombres 8 (II) ou il (II) ne serail égal ni à g' (II) ni il Id"), la paire 'g ', '" 1 
ne conviendrail donc pOIS. 

Supposons que g' (F, + 1) < '" (FI + 1), En quels points 1/ e ]F, ' F .. Il 
a- t-on g' (II) < il ' (n)? Tous! Sinon il existerait un plus petit Il, 

F. + 1 ~r :s;; FI; + 1 - l, leI que celle inégalité soit mise en défaut. Or. si 

g ' (11 - 1) < h'(11 - 1), 8'(n) '" h'(II) du fait que g'(n) "'8 ' (n - 1) + 2 cl 
il' (II) ;;. h ' (II - 1) + 1. Pour ce plus petilll, on aurait donc 8' (II) = h' (Il), ce 
qui contredIrait le résultat précédent. Dès lors, sur chacun des. inlcrv01l1es 

)Ft ' Fk. ,[ g' coincid. avec" ou 8 ct h' cO'lOcide avec l'autre fonction 8 ou 

h. Or. les relations d"alternance (3) prouvent que si g' coïncjde R\'t.C g sur 
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JF" F,. 1[. ellc ne peut pas cOlnclder avec h sur IF .. l ' FI+![, donc 8 ' coïn· 
cide avec la mSme foncLÏon g ou h sur tout IN*. et h' co"mcide avec l'au1re 
l'onclion h ou g, d'oil l'unicité de 1. paire; ce qui achève la démon'tmLion. 

REMARQUES 

L'~noncé 5 de l'Olympiade lmemationale d'Istanbul (1993) demandait en 
fait de déterminer s'd eXiste une roncuonfvénIianL les trois conditions et on 
peut en trouver de toutes sortcs .. . In Marhematica{ AssocÏQt;on uf America 

propose pru- e.emple : /(/1) = Il + g (II) en posant 1/ (II ) = max {k 1 1 "., k < 1/ et 
/ (k )"" /1). L. connaissance de/(I) .. ](11 - 1) détermine g(ll) donc/(Il), qui 
est donc clairement défini par r~currence sur /1 . 

C'est en approfondissant ce problème d'Olympiade qu< J'ai élaboré la 
démonstration et l'énoncé ci ·de"us. L'originalité essentielle de celle 
démonstration e!,( d'éclipser la notion de choix : j'ni reçu SOt soluuons à 'e l 

énoncé, de Jacques BO\lTELOUP (76 - Rouen), Mane·Laure CHAILI.OlIT (95 • 
Sarcelles), François COULQIGNER (76 - Forges les Eaux), Pierre DrUiAY 

(59 • Aubry du Hainaut), René MANZONt (76 Le Havre) et Marguerite 
PONCHAUX (59 - Lille). qui tOUles reposaient sur l'argumemauon suivante : 
construire une fonction / saùsfai sant l'hypothèse revient 11 choiSIr :trbltrairc· 
ment. pour toue enlier Il sans anléc~dent , f (n) entre deu"C \'rucurs cons~cu­
lives_ Celle infinité de choix indépendants fournit donc une infinité non 
dénombrable de Jonctions f 

Cette argumentation, parfaitement valable, pose un probl~me pour la 
suite de fa démonslration, dans la mesure où Ics enuers sans antécédent ne 
sont pas les mêmes d'une fonclion à l'nutre. On peut, par e.emple, à chacun 
des choix. prendre la plus grande: des deux valeurS possibles, Mais la fone· 
tion ainsi définie ne sera pas ln plus grande possible puisqul!, par exemple, 
no", aurons chOISi /(4) = 7 ct non 6. donc /(7) = 1 l, alors qu'on "Urall pu 
avoir /(7) = 12. Elle ne sera pas nOD plus l'une des fonclions de l'ufll'!ue paire 
1 g, h 1 cherchée. 

San,:, contester la validité des démonstrations reposant sur cc~ choix. je 
me suis efforcé d'appuyer la mienne sur une propnété universelle tle toute 
fonclion solution. le fait que V(n) - <pn 1 < J, cc qui é\'l te de gérer 'et arb" 
Ir3..lre_ D'ailleurs , François CoULOIGNER me rejoint sur ce point . et sa dém­
ponstr3.uon est n définiuve très voisine de la mienne. 

ÉNONCÉ n° 251 (G. CAMGUILHEM, 9 - Aubon'lIliers) 

Soient A ', B' CI C' les p,eds des hauteUr> d'un tnangle ABC et soient aH 

et C" les points définis par A-ij' = k.IT el IT' = k A'i1 (pour ~ réel 
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quelconque) , Les droites (BB") et (CC") se coupent en 1. 

Quel cs t ['ensemble des points {lorsque k décrit IR:! 

SOLUTIO de GrégOIre l'Ecou (29 - Ile Tudy) 

Les points B" et C" décrivent des divisions .,emblables (d"nc homogra · 
phiques) sur (A 'C') et lA 'B ') , Les rayonsIBB") et (CC") sont donc liés 
homographiquement et leur interSection décrit donc une conique décompo­
sée car, pour k = 0, à (BA ') correspopnd (CA '). 1 décrit ainsi une droite qui 
passe par A (k = 1). 

C'est 1. symédiane de A. Pour cela, il suffi t de fàire tendre k vcrs l'i nfini . 
1 BB ") tend aloI'> vers la tangente au cercle ABC en 8 (antiparallélisme de 
(A 'C ,! et lAC) par rapport il (BA) et (BCI) ct J deVIent l'inter>ection J de, 
langentes en B el Cil ce cercle, C' est un point de la symédiane, 

Rtmarqll~ : Quel que soit le triangle A 'B IC' inscrit dans ABC, la 
construction précédente fournn loujours un point 1 qui décrit une droite pas­
sànt par A. Si A ', B ', C' .Ont les pieds d"" médianes, c'eS! la médIane i",u. 
de A. Si A ', B', C' sonl les points de contact du cercle inscrit, c'est la bissec-

I.rice inlérieure de Â 
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AUTRES SOLUTIONS 

Alnin BAILLE (38 - Grenoble), Jacque, BOUTELOUP (76 - Rouen), Marie­
Laure CHAILLOUT (95 - Sarcelles), François COULOlGNER (76 - Forges 
les Eau,), Jacques DAUTREVAUX (06 - SI André). Edgard DEL­
PLANCHE (94 - Crélell) , Christian DlJFIS (87 - Limoges) , Christine 
FE OGLIO (69 - Lyon), Jacques LEGRA D (64 - Biamtz), Marie­
Christine LOMBARD (83 - Toulon), René MANZONI (76 - Le Havre), A. 
MARCOUT (10 - Ste S.vlne) , Eric OSWALD (74 - BonneVIlle), 
Marguerite PONCHAUX (59 - LIlle), R. RA YNAlJD 04 - DIgne), Jean 
THEOCU TE (26 - Valence), André VIRICEL (54 - iller.; l ~s Nancy) et 
Une solution fausse. 

REMARQUES 

Suivanl les connrussances au <quelles on fal! appel, ce problème peu t 
sembler plus ou moins immédtat. et diverses mélhode~ peuvent être ulilisées. 
Concernant celle choisie ci-dessus, Christian DURS el G. CAMGUI HEM ren ~ 

oient à l'ouvrage de DELTllEIL et CAIRh , Complémenls de Giombrie 
(Gubay) et, oncernant les propriétés de la symédiane, il celui d'Y, et R. 
SOkTAIS, Ln gtométrie du triangle , aÎnsi qu'aux Exercices de géométrie de 
F.G,M, (Gabay), th. 984, P 1148. 

On peut aussi déterminer l'équati on de J'ensc:mble solution et prouver 
ainsi qu'il s'agit d'une droite : c'eS l ce qu'ont fait Marie-Laure CHAILLOUT. 

Marie-Christine LOMBAI\o, Marguerite PONCHMIX, Jean THEO<'I.lSTE el André 
VIRJC~t . Chrisline FENOGLIO et Eric OSWALD on l raisonné t!n coordonnées 
barycentriques. 

On peUL invoquer le théorème de Céva pour prouver que si (BB") (r.sp. 

(CC"» rencontre (AC) (resp.(AB» en BI (resp, C ,), Ble ~ 
B,A C,,, c,t mdé-

pendanl de k, donc l'inter>ec'ion A, de (AI} avec (BC) est fi.e : C'<St ce que 

proposent Alain BAt LI;, René MANZONI, A. MARCOUT et André V1Rl EL. 

En se mpprochanl d. la méthode de Grégoire l'Ecou, (utilisée égalemenl 
par Jacques BoUTll<lUP, Edgard DELPLANCHE, Raymond RAYNAUIl), Jacques 
DAlrTREVAUX el Jacques LEGRAND remarquenl que, si "on appelle l' t'Inter­
section de ln parallète à (A 'C') passant par Bot de la parallcle il (A 'B'} pas­
sant par C, le, faisceaux de droites (BC '), (BB ·). IBA ï. (Bl') d'une part, 
(CS' ), (CC"), (CA '), (CJ') d'autre part. ont même birapport, ils coupent donc 
(A1') en (A, 18' A ', j ') et (A. 1" A', J' ) ayant 'C même birapport, d 'où il 

ré.ulte que. 1. = le = l. 
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Ce rtsultat, très général, est cité pnr Chri,uan Dt/AS comme un lhéorème 
(lhéor~mc n, p. 175, du Deltheil el Caire), que G. CAMGUtLHEM énonce 
ainsi : si deux faisceaux de quatre drOItes 00, Ob, Oc, Od et O'a ', 0 'b', O'c ' 
o 'd ', Sllués dans un même plan ont des birnpports égaux et un rayon Oa 
confondu avec son homologue 0 'Q' , les poinls d'inter>ectioD H, C, D de Ob 
ovec O'b ', de Oc avec O'c' et de Od avec O'd ' sonl en ligne droile. 

Le fait que 1. parallèle (Bl') à lA 'C) passanl par B soit précisément 1. 
l.ngente (Bl) en B au cercle circonscrit à ABC n'esl nullement nécessaire 
dans le raisonnement ci-dessus, mais il pennet de caractériser la droite (AI) . 

e parallélisme de la tangente et de (A 'C') provient du fait que A ', C , A, C 
sont cocycliques : les angles de droites lA 'C ') , lAC') et lA 'C'), (AC) sonl 
égaux toul comme, pour 1. même raison, l'angle (Bl), (AB) est égal à (BC), 
(AC) , C'est d'ailleurs la notion d'antiparaUélJsme mentionnée pa, rl",i.u,. 
lecteurs 

Cela permet de voir que le problème posé est double : indépendamment 
du fail que A ', B', C' son t les pieds des hauleurs (il' pourraient <tle quel­
conques sur (BC), (CA), (AB)), (décnt une drotte passanl par A, et plusieurs 
Iccteurs J'ont signalé, Mais le fan que A ', B' el C' sont les pied!. des hauteurs 
permet de caracté:riser ladite droi te cOmme étant la symédiane du triangle 
ABC issue de A, ",it la sym~trlque de la médiane par rappon à la blSseclrice 
iOléneure ; la moitié des lecteurs l'ont remarqué. 

Si l'on appelle A l le pied de cetto symédtane, J'éwde des triangles ABA , 
, -

AB ' -c 
et ACA, montre classiquement que -'- = SIR ,~ . Or, la polaire de J par 

AtC si n B 

rappon au ercle CI) circonscrit il ABC est (BC) et la polaire de A est la tan­
gente en A ~ (n. Ces deux droites se rencOntrent en n, pôle de (Al) par rap­
port à en. li en résulte que l'int.r>ection de (AI) avec (BC) est conjuguée 

o 
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harmonique de n par rappon à B et C, c'est donc bien le pied de la symédia. 

--- --- aB · :l2 
ne car, dans la mesure où nA B = A CB , - - = sm 2 ~ . 

nc sin B 

A. MARCOUT tire ce demier résullat du rail que n e,t le milieu de" pieds 
des bissectrices issues de A, le centre du cercle d'Apollonius. D'autre part, ,i 
l'on appelle Al le point où la symédiane (AA,) recoupe le cercle (n, (nA,) 

est tangente Il (rI. 

Les quatre droites (An), (AB), (Al) et (AC) constituent dont un rrusceau 
harmonique el coupcnl toute autre droitl: suivanl une division harmonj qu ~ . 

Notamment la droIte (B 'Ci qui, nouS l'avons vu, est parallèle à (nA). ce qui 
rejeue l'un des quatre points de la division harmoniq ue fi l'infini, et permet 
donc de condure que la symédiane passe par le milieu de [B' C' ) On peul 
même remarquer que pour k = 1/2, (BB ") et (CC"} sont les symédianes 
issues de B ct de , elles se coupenl au pOIn t de Lemo,"e du triangle, qui 
appartienl à la troisième sym&ilane . autre manière de prouver que la droile 
cherchée est bien la symédIane issue de A. 

Edgard DELPtANCHE pousse le luxe jusqu'à calculer pour quelle valeur de 
k le poin t 1 est précisément le milIeu de [B ' C' ] pour 

k ~ l (1 + cotg B cotg êl. Parmi les dI vers prolongement' du problème 
2 

qu'li envisage, CItons le fait que. si H est l'orthocentre de ABC, le même pro­
blème posé ,ur le triangle HBC montre que (BC") et (CB") se coupenl sur la 
symédiane de HBC issue de H. 

Le cas où ABC est rectangle a souvent été é tudi é sépmment . S'li est rec­
tangle en A. pas de problème, le résulwt demeUré. mais B' = C' = A entrrune 
que la symédiane soluhon est 1. bauleur (AA '). le point d" Lemoine étant le 
milieu de [AA']. SI le triangle est rectangle en B (resp. C), plus de problè­
me le pro bl ème ne se poso p lus, il n'a pl us de sen puisque 
A' = C' =B= B"' (resp.A' = B' = C = C" ). ladroIle(BB")(resp. (CC")) 
n'est plus défirue. 

n convenait aussi. la plupan des ICCh!UrS l'ont fau. de préciser sile [jeu de 
1 étai t toute la symédlane. Si je prends un point 1 quelconque sur ceUe sym~ . 

diane, je délinis deu> faisceau • • (BA}, (BI ), (BC), (Br}) et «CA), (CI), 
(CB}. (Cl ') de même birapport, ce qUI entraîne que les In tersec tions 
B" ~ (B/) n (A 'C'i et C" = (Cl) n (B'C"i vénJient bien le, hypothè,es. Sous 
réserve qu ces intersections cxisten~ el tl conviendra éventuellement, si l'on 

ne raisonne pas en g(ométrie projective Cl qu'on exclut dons 1. valeur k = 00, 
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d'exclure de la droite solution le point J = J'. Tout comme pour k = 0, le 
point A I po.« problème : (SS") et (CC") sont alors confondues ct on ne peUt 
pas parkr de leur pOlOt d'intersection. 

Quoi qu'il en soit, cc problème doit logiquement être envisagé comme un 
problème de géométrie projective. Et François COULOtGNER ne s'en est pas 
privé : transformant la figure par une homographie qui envoie la droite (SC) 
à l'infini, il appelle R l'image, par cette homograptue, du point à l' infi ni de 
(S'C'), donc de (S"C"). (CA ') et (B"A') devenant alors parallèles, C" est 
l'image de R" par une homothétie" de centre R, ct 1 est l'Illlage de 8" par 
l'affinité d'axe (RC), de direction (RB) ct de môme "'ppon que l'homothétie 
il. Ainsi, quand 8 " parcourt la droite (CA ï. 1 parcourt l'image de (CA ' 
par celte affini té : J'ensemble des points 1 est une drolle. Image par l'homo­
graphie d'unc droite de la fi gure initiale. 

Terminoll5 par une démonstrat ion non moin' sophistiquée, due il Jacques 
DAlfTREVAUX : (BB ") CI (CC") IUoupent le cercle en B , ct C, respective.. 
ment. Il existe ,ur le cercle (r) une homographie Imnsformnnt Ben Cet C en 
B, A en A, 8 2 en C ,. et clle est manifestement involutive. Le théorème de 

F~gler permet d'en conclure que (S ,e,) passe par fi (peUl-on aueindre cc 
résultat plus simplement ?). il en ré,ulte que 1 = (8B , ) r. (CC2) apparuent < 

1. polaire de !l par rapport au cercle (n . 

Un agréable problème 
(. Exercices· 1996 du Concours Général) 

l - Soi t un parallélépipède rectangle. Montrer qu'on peut 
choisir quatre de ses sommets de façon à obtenir un 
tétraédre donllcs quatre faces sont des triangles rectangles. 
2 - Réciproquement .. . [d 'un tet tétraèdre au parallélépipède 
rectanglel 
3 - Rechercher pannl ces tétraèdres ceux qui ont aussi au 
moins deux faces isocèles. Donner les longueurs de leurs 
arêtes en foncUon de la longueur a de la plus peUte arête. 

Ct probltme 1 sa solulion fig"rtnl dllns 
PANoRAI\1A nt 96 
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