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Le pOint de départ de cel article est une erreur de mon fils. qui élaÎt en 
cinquJ~me. Ayant oublié la fonnule de r aire du disque, il avait ratt le péri ­
mètre fois ,1:.,. Comment lUI expliquer qu ' on peut en effet passer du p~ri­
mètre à l'aire , mais qu'il faut multiplier ce lui -ci non par ft mais par la moitié 
du rayon? 

l. BANDES CO RBES OU SERPENTINS 

J'ai pour finir trouvé ce que l'ai appel~ la méthode du serpentin : on peut 
considérer que le disque est une couronne circulaire dont le trou central est 
rédun il zéro. Or il est facile de fOlre admeme à un enfant que r aire d'une 
bande courbe de largeur consUmte / et de longueur "au centre" L est égale, 
comme pour un rec~~ngle, à 1 x L. Ici / = R et L = pénmètrel2, donc l' aire du 
disque est égale au demi -pénmètre foi~ le rayon ou encore au périmètre fois 
le demi. ra)'on, 
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n me restait à démontrer correctement ces quelques affinmlLions et l'un 
va voir que cela n'OSI pas si simple, .. 
Appelons serpenlin (1 ,1..) la lrace dans le plan d 'un segment [PQl de Jon­
gueur 1 dont le miile" N se déplace perpendiculairement à fPQ] SUlVanl uno 
courbé (C) de classe C2 el d longueur L 
Délenninons l'rute balayée par ce "gmom (quI ne sera l'aire du serpenlin 
que si celui-ci ne se recoupe pas lui-même). 
Pour cela paramétrons la courbe par J' abscisse curvlljgne .s . n point M du 

serpentin de coordonnées canésiennes (x,)') est égal il N + ~ ;; où N(X(s), 

YI'») appanienl à ln courbé et /1 esl le veelcur normal en N. 

C) P 

Dans ces condi tions, J'aire balayée esl ~gale à f
In 

_ 112 

JI nous reSle à calculer le j.cob .. " il r . "1 
il s . z 

Le vecteur;; a pour coordonnées (-Y' . X' J, donc M :;;; N + z;; donne : 

{ ., = Xy ~ ~~' .. d'où la malricc jacobienne : [X' - <y" - Y' 1 el le jaco-
y = T ~ Y' + tX" X ' 

bien il L, , y} 
é) h. :l 

X,2 + y,l + zIY'X" _ y"X' ) = J - ~ où R est le rayon de 
R 

courbure de la courbe en N, On s'aperçoit que pour que le jacobien soil tou­
jau", posItif il faut que /12 soit inférieur ou églll au minimum de IR l, aulrc­
ment dll , que le serp.nlin n'empiète pas .ur 1. dévoloppée de 1. courlw 
(C), 
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Dans ces condillons. 

fI du!, = l - ~d:dr 1. L f 112 

'""",Ob - R(s) 
o 1 _ 

L 

= 1 x L - 1. _ 1 (J' ,d: ) dr = 1 x L. 
R(s) - ln 

o 
Voil~ la propriél6 démontrée, mais nous avons dO meltre 2 b~mo l s il 1. 

généralilé (le serp<nun nC doit pas se recouper el surtout ne pas empiéter sur 
la développée). 

Ceci répond 11 une propriété de l' a,,e d'un couronne qui m'intri~uilil : 
une cou.ronne de rayon central R el de largc:Llr 2 r a une aire égale à 4rr.Rr: 
faisons tendre R vers O. 

TI me semble que 1. couronne "tend" ve" le disque de "'yon r, el pour­
tant 2rr.R, tend vers 0 !? La r épons~ eSt que la (onnule 2rr.R, n'e::,1 valable que 
pour r ,. R (la développée d'un corde, c'est son centre !). 

En fait, si l'on veut conser,'er la formule 1 x L, il taut compter négative­
ment l'ai..., de la pArtie du serpentin qui se trouve de l'autre côté de la 
développée, 

11 reste rnaÎntenanl un deuxième point à regarder. Ln longueur de la cour~ 
bc cenLralc (C) e·n·clle bien la longueur moyenne ? (En d'aulre" Icnnes, la 
longueur de la moyenne cst~elle la moyelme des longueurs 1) La réponse C:t 
oui. Appelons en dfct L, la longueur de 1. courbe le, ) d'ordon née _ dans le 

système de coordonnées (s.;;) et-dessus {courbe qui c>l parallèle à (C)) . Nous 
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allons montn:r que L 

En effel, comme M = N + (; ;;, dM = dr ï + z d;; = (1 - -' -) dr ï où ï 
R(s) 

esl le vecteu r tangent à (C) en N. Si bien qu e 

L , = i L(l - - ' - ) il> = L - z i L ~ (toujours d.ns le cas où 10 "" IRl) 
• R(s) R(s) 

o 0 

et l'on v~rijje bien que L, + L.- = U . 
n, TUBES 

Tout ceci ne vous donne-t-il pas c:nvie de passer à l'espace ? 

Les correspondants 3D du disque et de la couronne sont la sphère el le 
tore. Malheureusement. si une couronne de trou nul est un disque, un tore de 
trou nul n'est pas une sphère. Mais on peUL tOUl de même généraliser les ser­
penLlns ... 

Appelons tube «D),L) la troce dans l'espace d'un domaine plan D d'aire 
S donl le centre de gravité G se déplace perpendiculairement à cc plan sui­
vant une ourhe (C) de classe Cl et de longueur L. On suppose de pIuS que le 
dom",ne D est ùxe dnns le repère de Frénel (autrement d i ~ il n' y a pas de 
torsion). Le volume de ce tube eSI-il égal à S x L comme on pourrait l'espé­
rer? 

Pour cela paramétrons comme pJu.s haut la courbe par 1' 3 b sêl~se curvi­
ligne s . Un point M du serpentin de coordonnées cartésiennes (x , y, z) eS[ 

égal à N + t;; + \j b~ où N(X(s), Y(s) , Z(s)) appartient à la courbe, Il est le 

vecteur nonnal en N et jj le vecteur binonnal. 

On ne confondra pas le \reCleur tangent 1 avec le paramèlfc , . 
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Daru, ces condiùons. le volume balayé esl égal il 

f. L fi Jil lx. l'. dl dl cJ/ tir il t.. '. u) o (1.11)1: . 

Il nous reste il calculer le jacobien J = il lx, y. d qui se calcule facilemen l si 
il Is, " Il) 

on le mel sous la forme du produil mixte: d:t (il M . i) M . è) M) (merci a. a, êJlI 
il M. Dallord du lycée PllSteur pour celle remorque). En effel. en utilisnnlles 

r i ' dr n d; r b db ;; ' R .ormu es de:: Frenl!1 : - = - -=-- + - . - = - --'-. ou el T 
<A R ' m R T ru T. 

sonl les rayons de courbure et de torsion. on obtient : 

aM ( ,)- 11- ,­"ii7= 1 - li' - lin + fb 

êJM --=n 
è) , -i) M --=b 
il Il 

D'où, en u"lisanlles proproélés du détermlnanl : 

J = (1 -; ) <kt Ir . ; , b') = (1 -;) 
Farn,ule similaire à celle du CIlS plan, qUI ne fall pllS intervenir 1. lorsion. 

De 1. même façon . pour que le jacobien SOilLOUJOUrs positif il faul que, 
soit conSlBmmenl mférieur ou égal à IRI . ce qUi reSlrrlnt D dans la direction 

de ,7 
Dans ces condJLions. 

ff dxdjd;: =f.L ff (1- -' )ckcJ/m= 
.. b. R(s) 

u fI.If)eD 

L xS -1'-1 (ff ra,j,)dr=LXS . R(s) I, .• )<D 
n 
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comme nous l'allendlOns. (En effet, f f ' <t d, = 0 puisque N St au 
(t ,II'1eD 

centre cle gravité). 
Autrement dit. si l' n courbe un tube (mais pns lrop). son volume ne 

change pas. 
Remarquons que ce théorème généralise celui de Guldin, qUI concerne le 

cas paniculier o~ 1. courbe (C) est un cercle. On en dtdui t classiquement le 
volume du tore : V = 2", ' Rr' Où R est le rayon de révoluuon. 

Ici aussi , je m'étais demandé pourquoi lorsque l'on faillendre R vers 0 à r 

constant, V tend vers a alors que j'aurais plulôt attendu le rameu. 4/37tR l de 
ln sphère (ce qui aurail un joli moyen d'avoir le volume de 1. sphère à panir 
de lubes !). De nouveau , la raison en esl que la panic qui dépasse l'axe d 
révolution est comptée négativement. 

Pour le plaisir, j'ai calculé le volume réel d'un tore croisé (0 < R < r) ct 
~ 

j'ru trouv~ 1. magnifique fonnule : V = 27tr'(R(9 - sin 9 cos 9) + 3" rsin J 9) 

4 3 
Où Il = arccos (-Rlr) dont VQus vérifier .. qu'elle tend bien vers - 1< R 

3 
quand R tend vers 0

' 
Un tube très simple qui ne soit pas de révolution 

est celuj dont la courbe centrale est une hélice: circu­
laire. Je l'ai dénommé "lube hélicoïdal il section cir, 
culai(e" Ou plus simplement "torsade", mais je ne 
connais pas le nom officiel de cette surface el ne l'ai 
jamais vue étudi6e nulle part (avis de recherche !). 

En lout cas, si le", équations de J'hétice sont : 

{ 
x = rcos t 
y ~ rsin r 

::. = ~( 
2/r , 

le rayon de courbure est constant : R = r + _ ,_, ,- el une spire de ce lube de 
4 1< ,. 

rayon p a pou r volume. e n ulilisanl la formule ci-dessu s 

_1 2' 1 1 
V " 'V 41< r +" X 1<p 

Il resterall maintenant à d~tcnnine r l'aire lalérale d'un tube : Je laisse ce 

platsir au lecteur. ainsi que celui d'examiner le cas où le lube aurail une tor­
sion sur lui -même. 
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