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lntroduction 
Dans la prauque statis tique. parmi les opérations simples sur les variables 

aléalOltes Donmllc~. on utilise souvent une combinaison linéaire de variables 
gaussiennes qui est encore une variable gaussienne ou une somme de carrés 
de variables nonnales centrées rtdulles indépendantes qUI suit une loi de X' 
intervenant fréquemment dans les tests. 

Plus rarement on s'inl~resse au quotienl de deux variables aléatoires gaus
sienne" pour lequel 0 11 utilise sun out des [annules d'approximation. Lors 
d'une étude technique de ressorts hélicoïdaux, le rappon d'enroulement (quo
tient du diamètre moyen d'enroulement par le diamctre du iii) a fourni une 
occasIOn de pousser plus avanl l'étude théonque de la loi de probabIlité du 
quotient de deux variables gaussiennes Indépendantes. C'est ceue étude Ihéo

rique qui est présenté<! dans cet arucle. 
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Notations 

XI !loUll une 101 9{(ml a l) normule: de rnovenne ml ' de vurinm.:e 01 , . , 
X2 ~wt une 101 !J{(m~ • <1 : ~) t 

. ml III " 
X I et x! son t IndépendantéS, On posera al =a. et 01= a;' On notera , 

comme d ' habitude, FI Cl) la foncl lon de répartition Prob (Z < ;:) d ' une 

variable aléatoire Z et f (o)_dFz 1. densi té de probabilité de Z, ""CC 
l - - riz 

Rappel 
On sail que .si XI e l Xl sont centrées réduites , (m l = m ~ = 0 cl 

0', = 0 ., = 1), la variable aléatoÎre U :: ~ suil une loi de Caul'hy , avec.: 
X2 

F"lu) =J..(!! + Aret u) e t ru(u ) = (1 ') Aucu n momen t d ' l)rdre 
Tf2 Tfl+u' 

nt ~ 1 de Un' ex ÎSle, on peut seulement définir une "espérance cn vulcur 
principale" au ",ns de Cauchy que nous noterons E* (li) : 

P(U) = )11n f ·· 1 1/ 0) Cil = O. 
-- - i\ 1! 1 +11 

On veut généraliscf\:cs ri~ulullS ù des va eurs quelconques de 111 1' 11110 a,. 02' 

Etude de la variable aléatoire Y = UX où X suit ?((m, cr) 
Si 0" = 0, on a Y = Iim aVec probabIlité 1 ; si O";t O. on notera a = m 1 cr. 

On sait que (XlI) = 4:'::- e -Cl _l'I,cner:, 
(1 ! 21[ 

a) Fonction de répartition de Y 

F Yl") - Prob (i < .l) 

748 

&1Jerln APMEP ft ' 413 - 09œmbre 1997 

Bulletin de l'APMEP n°413 - Décembre 1997-



'" Prob (x > H + Prob lx < 0) '" 1 - --1-J "',- h - ml'Uu' (/)., si l > 0, 
, (f (lit 0 

f
I>, , 

= Proo lx < 01 '" .~ e - t, m'-". dt, 
Ci Y 21t' _ 00 

SI Y = O. 

_ 1 - h - "t)T2t1·d' f 
0 •• 

---- e t . 
(f ,12!i Il., 

SI ,,<O. 

~ • T 

Le chungemenl de varÎable x = m + (ft dans les intégrnlcs avec l'aide d'une 
tab le de la foncuon dt: r<6panulon de la variable nunnale cenLrée réduite per
met de tracer le graphe de Fr. En parli"ul;er 

F,,(O) = . ~ J -,-"Il'h, 
~ 2lf -«> 

Pùur des va le un; opposées de a (ou de m) les graphes ohlenus sont symé
triqu", par rnpport au POlOt 1 (O. In), 

Si J'on suppose a > 0 l)3r exemple. la ,"édi.n. p de Y dé l;n;. par 
F, (p) '" 1/2 est donnée par J'équation 

f 
-/l+II~ , 

1", _ 1_ e-t'ildJ 
2 21t - If 

car p > 0 puisque Fr (0) < 112 

b) Densité de Y 

f, (\,) _ d F t(yJ" , e-tll,-,'j'IlO' , V"E IR 
dy )' . (1 i2ii 

On ,'oi 1 que Ir (,.\ -

On peUl "ale 111er 
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f',.0')~ 1 ~4J/) ~)'120'[_1_(1 
y4alli al \Ji 

f ')' 0' ) ~ O. pour y = 0 el pour : 

Y I~ I -m-Vm'+8a1/ 
!4a 2 

Yl= (-III + Vm 2+8a 2
}/ 2 
!4a 

La dlsinbulion de Yesi donc bimodale. 

Elle cst symétrique dans le cas o~ III = O. Alors Ir (y ) eSI paire: 

1 - 11"1, 'u' fi h(y)= e ' ely ~ )' ~- . 
/alli l 1 2a 

Dans ce cas. J1 = 0 ct le graphe de F y passe par 1. 

e) Espérance de Y 

y 

J ~Y 1 r(l ' l~' n'existe pas car y Ir (y)- ~ • -4'11 lorsque lI' 1->" 
- l' a 2" 

On peut cependant calculer la vaieur principale au sen_ de Cauchy de l'in
lég .... le précédente ct l'on au .... 

J
+A 

E'(Y) = lim __ 2_ ~411)" .. I'J2a '<h' . 
A__ a 01f)' -

-A 
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Or 

-"'J'Za=f A. _lna\J( rnJa~'r - "tJC1~\ )dt ' =t e e· -e '--=--
y 

n 

_11I
1
r1a lI. A _112",.l"l 1 m <Iv 

= 2e e SJ-r---
o C1 y Y 

La fonctIon Il Intégrer étant de signe consUlnt (ce lui de m) et éqUIvalente à 
III 
2 2 quand y ..... - est intégrable sur [0, _1 ct 

CT )' 

i-l" l . "'*(y) _ 2 -m na' -tna, 1 ni dt· 
r... ' - .r::::-- e t! S 1 -,- ..., , 

Uf27r <7v ·' o ' 

E*(Yl=-L.1!!... ..... 'n ( "',-"12 lhlavl <Iv. 
ni (2; l o v 

Dans le cas où nt = O,fy lI' ) est p:ure el on valltout de suite que E·(Y) = 0, 

Remarque J 

On aurall pu oU55i obtenir E*(Y) à partir de la loi de X. 

E(.L) =f -1_1_ .-I.-m ,'l2a'dx 
X x CT lli 

n'existe pas mais 

() f -< , , f - . , E*.L =lim 1 __ 1_e"Û- .. " 2"dx+ 1_1_ .-t.- .. ,'n" dx 
X t->O ,. CTlli x CT 2rr 

- t 

existe : 
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E.(J)- 1 l ~ '-("-m'll'o ' ( "ul a ' "~Ia)d\ - - - -- f: ~ - e -
X afii 0 x ' 

00 retrouve le calcul précédent. 

E*(l...) =J..._m_ , - ":Il ( ~. - . ' Il Sil 'dl , ,A" 
X m fiii Jo " 

Remarque 2 

Puur exploitér numériquement la fomlule précedente, un peut simplifier 
l'écrilure de 1. fonction : 

l "" -\,!{! ,./, l,'" 
(a) = {) ~ - -' - ,,-"- dt', en remarquant que' 

e'(a) = f. -.-,," rh Im"a. [ 
-,,'/0 sil ("",] - 1- -dl ,h (iJ\" •• = c -- + \'l' -' --uo 

(II) a 
o 

les dérivaIJons i\.OU.!t le ~igne J "'" étant permisc~. 

" 
Remarquanl que e"(a 1 =" (J' (a) avec 0'(0) = ( '-r-· '''d.J =fii il J. 2 . 

en re,u l.e que fi ' ," = '12; ,,:n 
2 

o 

Comme e (0) = 0, II vicnl 010" Olal = i 21' f U .,:c. dr , 
2 u 

D'où finalcmenl : 

E"lYI=J...", -a'l' f "/"dr 
m 0 

on peUl vérifier su r cene expression que, quand cr .... 0 (donc CI .... - ), 
E·(Y) .... llm. 
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Pour celd un rcmnrqu~ que 

d'où. en [l<lSilnll- a = -v/a. adt = - dl' et 

' f " - ,' --- (l 'f! ,"!2d! f -t'r"{!/J.,l ut e = I! e UII , 

o 0 

Sur l'inler\'all. [0, a 'J on " 

donc 

- - +-,= ~- l :S:;O \ ' \' ' V [ \ 1 
2 2u- 2 a-

, -
- ~ -+, f2t l ~ 

e ~e- " o. 

qui e:, t intégrnble sur lü.DOr. 
On peul donc ,ppliquer le lhéorème de convergence dOllllnée et 

'1'" f ' M 

-,1 ",12 1 n. -\' 1"'1'20 " - ~ 

lim œ e ci ~ Iim c, ,A, ~ f . dl " 1 
U -Jo W .a---- 0 o 0 

On peUl au", nOier que P(Y) ""1 dévelo pable en ",rie enl,ere de a, le 
résultat étant as!)Cz .,imple : 

E'(y)~-L a( t( -I~' u'" ).(t . a"·' ) 
m {) 2 Il ! "1) Z Il! 12" + JI 

Etude de la variable aléatoire U = X l ' X 2 

b) Densité de V 

U1 densilé du veCleur V(X" X, ) esi 

&;lletin APMEP ft' of'3 Oècembre '997 
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On efeeclue le changement de variables 

{ ~ ~: UVV dejacobien lfl = Il ~ ~ Il " 11'1 

D'où la densité du vecleur W (U, V) , (1/. v) e JR2 : 

IV l -1n.(j l( .... - PI1L)~'ai+I" - .ttr}l;Ja';)_ f _ 1 ) . e - w u, v, 
2TrG 1 (J:2 

puis cellc de la variable U : 

fu'") = f - fifl,lI , l')dv = 1 f ~ " le-II2 (<>" - lP'· "dv, 
_ 2rra 1 a l __ 

2 

o ~ l'on a posé a2=.!!.y + ~, jJ = ~ + ~ , r = 121+ a~ ; 
0"1 (T2 0"1 (12 

f u'U) = e- Y12l2rra la '[f ~ -v e-I12(o"" - lp.'6, + fo'" v e - 11'(<>'," - lp.,6] 

sail, en regroupanl les deux inlégrales : 

soit : 

f (l lll) = e -'''I1ca la l f -ve -.' , ' fld , (P.' ) dv . 
o 

f Ulll) = e -,, 1l1ral (J2 a'f -1 . -"12 ch (J! 1) cIt. avoc ct = Y a11,l + aV 
a YGIG~ 

o 
En mlégranl par panies, il ,'ien' : 

rra, a 2 al . 1/lf ufrd = [- e -,n ch (~r)r + f --e -" 12 sh (~ r).~ tt. 

" 
1fala,a'eYllfutu)= 1 +~<p(~)enpo san l ",(.,) = f o",-"I2Sh IÀ/)tir, 

On peul simplIfier l'tenture de q> : 
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Donc 
'P'{Â) = Ir<7

J
<7,eylla'lu{tI) = 1 + Mp(À) 

équation différenuelle linéaire du premier ordre donll. >olulion cherchée eSI 

1 fA' ici : 'P(À) = / . n . -' ndt , puisque 'P(O) = O. 
o 

Finalement : 

où : 

À. =.Il.. = li, 0'., Il + a, <T, 
a (2 2 ,."2 

0'1 11 + al' 
On peul remarquer que 1 + Â'P(Â) eSI développable en ,éoe entière de À, le 
résultat ~tan( très olsin do l'expres5ion de E*{Y) trouvée précédemment en 
fonc lion de a. 

(

" ln )( _ ( )' 10 + ] ) 
Ir<7J<7,.r12a'lutu'= I +À L-4.- L ;1 À 

, =02 n! .=02 ,,!(2,,+ 1) 

- " = 1 + L À , 
, . , 1.3 .. ,, (211 -1) 

a'lu(u) eS! une fonction paire de Â. 

Les ouches densilé de U, graphes de lu .ont dIfficiles il éludier dans le cas 

général . 0)1 peUl cependan, faire que lques remarques Simples : 
- Les courbes densi,é de Cl dépendan' en rait de trois paramèltes par exemple 
Qlr Q 2 clr =a.!u2 : 

e-(';"lf'z.r ( (1) a,,,+a,r 
luit" = (' l) 1 + À'P À avec À = 2 ' "2 . 

Ir .. + r (.. + r-) 

- Si al=: 0 ou si a 2 =' O. l'une au moins des variables X 1 el X 2 est centrée. el 

lu (u) esl une foncuon paire de ... 

Dans le cas où a, = a, = O,fU(II) = (,r ,) el la variable Z = Ulf 
te u +,. 

.uil la loi de Cauch)' : Iztzl = l , . 
KI, +d 
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- On pCUI vérifier que f '~f uM du = 1 en utilisant le d6'eloppement en 

:w;;érie enlière ahsolumenl eL unifonném~IlI convergent en, u · 

Le changement classique Il = rlgtp ramène au calcul des intégrales : 

f "'O "l' ')" 1 1 ({II ,ill 'P + a, cos 'Pl" dq> ~ 1f ai + a; 1.3 ... ~' - 1 
~/: 2 " 

comme on peut le voir en utilisant une définition de la foncüon eulérienne: 

f
Jr Jl 1p - 1 ., 

8 (1' , 'II = 2 .<in () ms"" " 1 () dB. 
o 

b) Espé..-.lIlce de U 

E(U) = f":: rlf UlH1 du n'exi~te r ac;;, mais on peuL défin ir : 

f 
, .. 

plu) = E'.".. -A" f éd '01, 

E'1U1 = IIIll '" (. ;-, ' )12 :t f 
A - -tox> -,r n=O 

- A 

soi t 

+A 
2. 

rda, li + a .... '} 

l
' ~" , du. 

,,-+ ,.", 1 3.5 . . 12n - Il 

En se lim itam ~ux lermes pnirs cl en pOSJ.int li = rtgqJ. on aura : 

1 1. li l' .,. 

E*lul =2,." - u,U~ "L c •. 
If " _0 1.3.5 . .. (2" - Il 

BuNetin,APMEPrr 413 D6ccmbf61997 
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a\!Cl.: : 

c. = f. .l1h·,irI9+ a, co' ~"/gtpdtp. 

En utilisant encore les fonClion\ eulénennes. on troU\'C : 

C, =" ~ '.ç-.' " - k c: (~)'(a ; )' -, 1. 3.5 . 
", ,~ · PIJ/ - kl 1 1 2 

120 - il. 

Finalemenl, J'expresssion de PlU) peu, s'écrire : 

p(uj = ~ 0; ,-{,,;"" ) Il i (12 Il k 
III, " .=, ,.02(/I --,(j-1 

Cc qui ne semble pas très commode pour une ullh~auon numériqu~ . ,. 

On peu' se demander, X i el X, élanl ,ndépenu.nles, si : 

E* ItA = Ei~) = Eix ,) E* (~ J 
la réponse esl OUr. 

Il suffll de vénfic:r, comple [enu de l'txpression Lrou\lée précédemment de 
E* (I/Y), J'égaillé suivanle : 

1 + i 1-1)' a;' 
, =, 1.35, 12" I} 

el,;+a;l" i('f~ _ k _ ' -c:(~) '( ~;)" -"-' ) 
._ , .=o _IJ/ -kl - 1 _ _ 

L'identification de ces deux séries enlières en (J 2 (côllcub un peu Ion@.:, .. ) 

permet d\! voir que a 1 dIsparaît de la série. du second membre Le résuhal 

final eSI don. : 

(
-" ln ) 1 + L (_ II a, . 

n=' 1 3.5 . .. (211 - II 

On peUl, du reSle , sc demander il quelles conull ,ons plus général cs sur deux 
vanables aléalOires X, er X" ue de n,,~ ",'pecu,es!,Cx,) el/,(.,,) définies 

sur IR, on peur écrire : 

Ei~) = Eix Il . E" U,) X 1 el Xl elant independanlcs. 

8u~tlf1 APMEP rI' 4 13 · Ok8mbre '997 
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Une situaùon simple où il en est ainsi est la SUlVUnLe : 

condition 1 : J - IX ,II, (x , 1 d:c , < + .. 

condition 2 :/, (x, ) ,ausfait 11 une condition de Lipschitz au voisu\ag< de 0 : 

3 M> 0 te l que Ih~J - f , ( x~l,; M lx; - x;1 
pour toU l couple x ~ x ~ !o.llué dans un interval le centre en O. 

Eneffet,onsaitque: E*(!J.) = lim ff ~/ 1~ ( ,I /' ( X2 1 (~ 1 d:c, 
X"2 ~-t 0 lZ" zI!)o (l , 2 

avec a> 0, soit · 

E*(!J.) = lim J -d:c f -x I~ l .h(X, I -hl-x,Id:c" 
X :r 0 1 1 1 1 X ., ~ :2 1 -+ _.... Q _ 

D'après les conditions J et 2, le théorème de Fubini s'applique et on peut 
écrire 

E*(!J.) = J .... x 1 (x)d:c ·f-!zIX,I-ll(-x,1 d:c 
X J 1 1 1 .K 2 ' , _ 1 

- 0 

c'csl-à-due E* (~) = E(x ,) . E* ( ~; } 

On voi t facilement que, dnns le cas qui nous occupe : 

r () 1 - (I ,- m,)'I2"; Il (1 1 - (I ,- m,)'I'''' 
1 :c 1 = .r;;- e e 2: x 2 - .r.::- e· . , 

Ut ,ln a2f2g 

le, deux conditions Il ct 2) sont satisfaites . 

TeonlOons par quelques remarques s imples : 
- L' .. pression de E'(U ) dépend de trois paramètres m" m" <1,; E'(U) est 

indépendante de 0'" ce qui paraît logique. 

- Dans le cas où m, ou bien"" est nul, E'(U) = O. e qui eSI confoone avcc 

le fait que lu (II ) soit p:ure dans ces cas-IlL 

- Il peut être intéressant de tabuler la fonction paire 
, 

/'Id' =Z2(1 + :t 1_ II" -=-=--:-,=",'":---:-.) 
n=1 J.3.5, .. (211-1) 

&illBtln APMEP rf 413· Décem1".N8 '991 
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E'(U) = M(a,) 

e*( VI = !.!!..l M (a,) "', 
lorsque X, cl X, onl des moyennes égales. 

dans le cas général. 

- On peul se demonder si e*, qui prolonge E sur une classe de variables a léa
loires plus large que les variables Inlégrables, a se. propriélés : 

P(aX + b) = aPeX) + b, 
P(X+ Y)=E"(X)+P(Y), 

et. pour X el Y indépendames, E* (XY) = E*(X lE* (Y), 
Sans développer les calculs el en se Itmitont au ca, OÙ X possède unc den

sité/. on voit qu'une condition sufftsante pour qu'il en 'Olt ainsi cM que, pour 
tout b réel. 

f 
A+b J -A+b 

(C) IIm xjUldt=O el lim ,rjlr) dt = 0 
14. __ Il A-.. "'" -A 

Or E* (X) peUl très bien exister sans que cene condillon SOit satisfaite 
comme le montre J'eltemple suivant : 
la dcnsltéfest um (ce qui entralne l'exislence el la nullité de E·(X) el 

où : 

~ 

fui = L na. ([" ,2'+II.j.X .. , 
- les 0", sont stnclement positifs. 

ta. =1 pourquefsoil uncden lié, 
1 2 

• 3 
hm 2 ail = go (par exemple ail = --r:! ) 

" ..... - Il 1C 

et OÙ 1[2', ," Il.] désigne la fonc li on indlcalrice de l'intervalle 

Pour A = 2' el b > lIn (donc 11 > llbl, on n : 

f 
..• f l· ... lftr -

X fu' dt '2 xflx) dt > 2 a. 
A 2' 

t 1. condition (C) n'est pas satisfaile. 
Par contn::. cette condition est sausfrute par les den nés rcoconlrét!s dans 

CCI anide. 
- On ut se poser le problème de l'estimation des paramèues qui figurenI 

dans ln loi de U. 
Bul1etin APMEP rr- -4'3 . 04cemtmt '991 
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On sai t. depuis Kolmugorov que . si X est une \ ariable aléalom::: c:t 
(Xl' , , " X01 ) un 1l 4 up!et de variables aléru01rclô indépendante.s Je rnême 101 

, 
que X l"é<.:hrrnullon"}, 13 "moyenne ~mplrlquc" ~ LX; , cunycrgt pres4uc! 

1 

surement yers unt' llluitc m si el ~eulcmen l si l'espérance malhémotiquc 
E (X l cxi~te et est égale à m, 

" Par e:<:emplc , si X SUlt une loi de Cauchy, ~ L X i ne converge pas. 
1 

ême en probahililé. car 11 faudnut pour cel que ILl funcuon caractéristique. 

de X (1 ..... r::'."· fui a, ) sai l déri\"ablc à l'cm~,"e or c'est 10 foncl ion 

II-+e-H 

Pour eSLJrncr les paramè tr e~ de: la loi ue U. n peu t envi~mgcr d'utiliSl!r tics 
quanti les (qu.nil.s. médiane, ), On a n effcl la convergence presque .sûre 
des quanLJle!l. emplrique~ ven, ceux d(' X dès que la fonction de répW1.Juon de 
X es.l cont inue, Ceci amène à ~va lu e r les quanlilcSi de U el pourrmt con:"tltuer 
l'objet d'une nuteo ~LUde . 
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« Prenez le bon pli ... li 

(Championnat International de Jeux 
Mathématiques el Logiques) 

Une bande de papier de 2 cm de 
largeur est pliée comme nndlque 
le dessln . 

Quelle est r a ire minimum de la ) \. 
surface hachurée? 1'-_____ \~ 
Ce prlJbU'me el une Jo/tt/ion élémentaire (ni\etlU 5""" pour le!' 
connaissances en jeu), fiRlIUIIf dllll .1' PA1'iO~\{",rn 96, brochure de 
224 pnges co-difrusée par l'APMEP. 
Sans pOri: tX public: 80 F, Prix APMEP : 56 F. 

BuJ/etm APMEP n 413 ·lMCtJmbrc 1997 

Bulletin de l'APMEP n°413 - Décembre 1997-


	Etudes
	Etude de la loi de probabilité de la variable aléatoire quotient de deux variables gaussiennes indépendantes


