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Etudes

Etude
de la loi de probabilité
de la variable aléatoire
quotient de deux
variables gaussiennes
indépendantes

Marcel Jay - Paul-Louis Hennequin

Introduction

Dans la pratigue statistique, parmi les opérations simples sur les variables
aléatoires normales, on utilise souvent une combinaison linéaire de variables
gaussiennes qui est encore une varable gaussienne ou une somme de carrés
de variables normales centrées réduiies indépendantes qui suit une loi de x?
intervenan! fréquemment dans les tests.

Plus rarement on s'intéresse an quotient de deux variables nléatoires gaus-
siennes, pour lequel on utilise surtout des formules dapproximation. Lors
d'une étude technique de ressorts héhicoidaux, le eapport d'enroulement (quo-
tient du diameétre moven d'enroulement par le diameétre du fil) a fourni une
oceasion de pousser plus avant 'étude théorique de la lot de probabilité du
quotient de deux variables gaussiennes indépendantes. Clesl cette étude théo-
rique qui est présentée dans cet article.
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Notations
X, smt une lor A{m; o) normale de moyenne ary, de varance a7 ’
X suit une loi Al(ma . 03,
. ; m n
X, et X, sont indépendantes, On posera @ = EL el ay= 3.—3 On notera,
comme d'habitude, F (z) la fonction de eépartiion Prob (Z < ) d'une

variable aléatoire Z et f,(z) :df.i la densité de probabilité de Z, avee
Fz(z) = j_:fz (r) .

Rappel

On sait que si X, et X; sont centrées réduites, (m; = m; = 0 ct

ag; = &, = |), la variable aléatoire [/ = X1 uit une loi de Cauchy, avec

4

-

Ft-'l.-r}=%,~(§-+ Arct u) el fulu)= . Aucun moment d"ordre

S |1
Pl +n2’

m = 1 de U nexiste, on peut seulement définir une “espérance en valeur
principale” au seas de Cauchy gue nous noterons E* (/) :

+A
E*(U) = ""f B =0,
s I all+a)

On veut généraliser cos résultats & des valeurs quelconques de my, m,. Ty, Ga.

Etude de la variable aléatoire Y = 1/X ot X suit N(m, ¢)

Sto=0o0na Y= 1/mavec probabilité | ; sig 20, on noteraa=m/ .

On sait que fytx) = —L__ g -mii2o
. —
oVlx

a) Fonction de répartition de ¥
Fyy) =P b['_-: }
¥yl = P ¥ b
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Iy

= th(.ﬁ.’:%]-«- Prob(X <O)=1-—1 I e siy 0,
£ a¥Yir 4y
0 s e
e prontr <0l e [ 'y gyeg
a¥in J o«

a 3 %
= l-‘mb(‘l?ccx-:ﬂ) = 'I___I g -miie g 51y <),
h alir 4y

Le changement de vanable x = m + o' dans les intégrales avec "aide d'une
tahle de la fonction de répartition de la vadable normale centrée réduite per-
met de racer le graphe de £, En particulier

Fylo) =1 f e .
Ar =

Pour des valeurs opposées de a (ou de mi) les graphes oblenus sont symé-
trigues par rapport au point £ (0, 1/2).

Si I'on suppose a > 0 par exemple, Ja médiane g de Y défimie par
Fy (1) = 172 est donnée par 1'équation
R~ 7] 0
=t ¢ %k car > 0 puisque Fy (0) < 1/2.

b) Densité de ¥
f[(_"} _:fj F[ {_"} e ; I s c—ul’_i-mlz.f?ﬂ: X v“_ = IR.

dy yvioYar
1

y oVan

On voit que fy () - e lorsque |v | —» =,

Om peut calculer
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i . 1 Aiv-minei| 1 (1
Frore et ft ).
yieV2x ol
f'y(y)=0, pour y=0et pour:

y1=[—m— V" + Eﬂ'y 2
4o

}'z=[~m+’£m‘+ ﬂal/) .
io

Ty A

X TN,

LR Y Y2

|
3

La distribution de ¥ est donc bimodale.
Elle est symétrique dans le cas o m = 0. Alors fy (v ) est paire :

: 1 -12yia? ﬁ
fiy)= ———e oy ==y = 2—,
Y VoV "= 20

Dans ce cas, gt =0 et le graphe de Fy passe par [.
<) Espérance de ¥

- " r I
y fy(¥) dv n'existe pas car y fy (y )~
f* fyly p fy v avin

.2
e’ nlorsqueh'l-im

On peut cependant calculer la valeur principale au sens de Cauchy de I'in-
tégrale précédente et I'on aura
+A

¥ 3
E*(¥) = lim 2 nemlno’y
At o -!"Zm‘ 4
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Or

+A
f o Avem’ mmﬁ.' f(-un mine’_ A aa',ds
A
] z . 2.1 2 2 d‘
= = -iNe”y 't & ’
=8”ﬂdf¢lﬂ‘(fmu"—t’wﬂ"];—_
3 .,

A
el 1120’ m dv
=2e e sh —5— ==
G yY

H

0
La fonction & intégrer étant de signe constant (celui de m) et équivalente 3

T - quand y —» +=e est intégrable sur [0, +oo] et
oy
i ! 1.2 ‘ﬁ.
E"u’l Zr r“m’ eln""sh—.,—m ar’ Y
0 gy
s
s 2a en -2 shia 4

]
Dans le cas ol m = D.fy (v ) est paire et on voit tout de suite que £4(Y ) = 0.

Remarque 1
On aurait pu aussi obtenir £*(Y ) & partir de la loi de X,

S
2 i
El)= 1_ 1 t-mine’
X j_._ *o¥ar
n'existe pas mais

h | . e b b |
—lim _]_ 1 e—{n—ln‘] ﬂﬁ‘h__f l_ 1 g—{t-—n) Rd’d‘:
E‘(X} e ) *gVor i Tawns

existe :

z i i - -
1) =tim- 1 | Ax+m) 20" t-miza’
(X) 0 | X - de + i dr,
i a 21( p T _u‘
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Xl ay
on retrouve le caleu] précédent.

i’.‘( I‘l = l-_.,.'!a_ .-h":r"‘ | f_” b= .\'I‘I:J,cﬂ'l M

E'(L)= 1 f e-[:"-em‘}"lo"'(rmlio:__c-mnﬂ')dl_"
T A G

Remarque 2

Pour exploiter numériquement l1a formule précedente, on peut simplifier
I'éeriture de la fonetion :

6 (a) =f FYe Sfl_l:t_lﬂ d, en remarquant gue
0

#'(a) = &R oh tan o =["'-] fa ﬂ"@:!.t * f ve B shian 4
a o a
il
0
0'(@ =f ve™ ” L'fl'—-::"” dv et que 0% = f ve S—‘I'-i"ﬂ dv,
i 0

les dérivations sous le signe f glant permises.

9
Remarquant que 8"(a ) = a 0" (a ) avec g (0) ___f iy 2_1,‘__;_{. i
2
0
en résulte que 6’ lad = ?'.Err ;M

= 0l v Yoz (“rn
Comme @) =0, ol vicnt alors Bu_T e .
u

D'oil linalement ;

Byl = a{—w_“:'ljf PP

"
on peut vérifier sur cette expression que, guand 6 = 0 (donc @ = =),
E%(¥) = Um.
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Pour cela on remarque que

e n e’]’?: R
d'ol, en posant § - a = —v/a, adt = - dv et
N a & T n A
_a*n 1‘n [ g 1P
w® fd‘ dr = e eV i,
0 M

Sur l'intervalle [0, @] on a

donc

e Sevn
qui est intégrable sur [0,00[.

On peut done appliquer le théoréme de convergence dominée et

N =
lim @& lim ¢ € i = e =1
U g—= 9

On peut aussi noter que E*(Y) est développable en série entigre de a, le
résultal éant assez simple ;

Ely)=L . z(—:l_a H 20 )

2 p! n-llZ n Ln-r—ll

< i—”"uz"
+z;35 2+ 1))

m=|

E‘{V)::% can |t

Etude de la variable aléatoire I/ = X ; / X,
b) Densite de U/
La densité du vecteur V (X, X2) est

fotey . 2, 1-——-'—- ~12firy- e e e m 37a )

2100 ;
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On effectue le changement de variables

{X1=U.V
Yas ¥

de jucobien [J]= || ¥ Y

D'oi fa densité du vecteur W (U, V), (4, v) & IRZ:

eﬂﬂﬁm-- m )+ (v - m:;";sﬂ:

E?CJI'E!U Ity )
102
puis celle de la variable U7 :
- tem (1 2
’ £ -2fve 9
m:f o, v) dv =-—I—-—f |vle s dv,
fu L 20101 J ...
T T | muu |, ma - DTy
ot l'on a posé: @ = + B=Zlr ¢ 25 y=alv ol
o1 cT; (o b3 15—15

-

0 2 ] ¥ 22 m
fiu = e "o o z[f BV 2P0 +f y g~ s ‘ﬂ”,dn-]
= 9

soit, en regroupant les deux intégrales :

iy 2 3
fiw =e"%ina | EI ve ¥ Poh B dbv,
0
soit

Ll
ft,u:l:e”’”nrolo'la’f :z‘*'”m{g:}d. avec e =Y oiu'+ a‘%,
0

1

En intégrant par parties, il vient :

oy U}_ﬂ:er”fvlul :[— t_,:,! ch (g r) o ¥ f - e"':ﬂ sh [g r).g d,

(]
- F 4
ro, o, " = |4 g cp(g-) en posant n;obll:f e P si (Ad) at.
0
On peut simplifier I'écriture de @

“'n _=
qo'iﬁ.l:f techlAf) d (détivation permise snusf )
a
0
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Donc
@A) =rooye e fy(wy=1+Ap(A)
équanon différentielle linéaire du premicr ordre dont la solution cherchée est

A
ici 1 (a) = et 7 f ¢~ g, puisque @(0) = 0.
0

- MA’:}J‘ :‘f-:’xzd}
0

A E (4 51H+a‘,0'

(o*u +0'2’

On peut remarquer que 1 + Ap(4) est développable en série entigre de 4, le
résultat érant trés voisin de l'expression de £*(Y) trouvée précédemment en
fonction de a.

- n n_2n+i
nag, G-_.c'-"f.‘.azh_,lui= [+ 1{2 -’i;‘-—_)( E __(.:_I_AL____)

n=02 n!l\n=02 n!2n+1)

Finalement :

&7
fyn=—-—
mo,0,0"

ou

= 2n

A

=1+ _
~13..2n-1)

0% fi; (u ) est une fonction paire de A

Les courbes densité de U/, graphes de fi; sont difficiles a étudier dans le cas
géncéral, On peut cependant faire quelques remarques simples:

- Les courbes densité de [/ dépendant en fait de trois parameétres par exemple

ajpazelr=0,/0;:

_( g r

fuy =€ (1 + Ap(A) avec A =Sl T Al

-Sia; =0 ousia; =0, 'une au moins des variables X, et X, est centrée, et
Su () est une fonction paire de u.
Danslecasod a, =a, =0, flu) = - et la variable Z = Ulr
T T R A

suit la loi de Cauchy : fAD=

ll-wj'
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raiz

m.f

- Lorsque Jul = oo, fiy ()~ €772 00 g 4 g o ay),

s
- On peut vérifier que j £y du = 1en utilisant le développement en
—n
série entidre ahsolument et uniformément convergent en 4°

T )
s olval)iz o i
f ol du:n"{ A 1 f | Z ‘a T azﬂ iy

W P T A 135 0m-1)

—

o
b 3 HTE - n
I ol i la u+ an ki
= T 5 e+l
aay 2+ A 1.3.020-1)
.
Le changement classique « = rrgg raméne au calcul des intégrales :
3 3
aj+ay | 13420 - 1)

1

L

ax i Tu
f (ﬂl sint @+ as cos tﬂl ap =

comme on peut le voir en utilisant une défimtion de la fonction culérienne ¢

1

x/32 = )
Bip, {ﬂ:?.f sin 8eos ' B a0
]

h) Espérance de U

Elt) :.-f —ﬁ ot e n'existe pas, mais on peut définir :

+A
Elu) = le w f o\ e,

A—=son of 4

+A
2w

spit  EHU) = hm g Z _F'!‘E%L'!l!ﬂ“L — i,

W A 135 .02m-1)
-

En se limitant aux termes pairs ct en posant @ = g, on aura :

E*{U}=2F‘|_f—‘*;£-ui],u3 _,,Z'_ Y

ot 1,335,080 1Y
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avec :

ril In
-_-f [a, sin@ + a,cosq) 1g¢ dp.
0

En ulilisant encore les fonctions eulériennes, on trouve :

cn-Jru”zl:_j—‘m_— ( ](r")n- 1.3.5.. {20 - 1),

Finalement, l'expresssion de E£4(U) peut s'écrire :

et 5[5 co el (g

ce qui ne semble pas trés commode pour une utilisation numérique. ..
On peut se demander, X | ¢t X, étant indépendantes, si :

E‘M:E‘{%FELY,).E*(}'—‘)

la réponse est OUL
11 suffit de vénfier, compte tenu de l'expression trouvée précédemment deo
E* (1Y), I’éga]ité suivante :

O Fk

.IIJ

-1l

Y .y Ayt
e-lﬂi”:”"‘z-:l(“;;im%f‘c[ ]( ) )

L'identification de ces deux séries entiéres en a, {(calculs un peu longs...)
permet de voir que a, disparait de la série du second membre. Le résulta
final est done :

=My g
E"il.ﬂ-m a (l+nz-:|( 1)’ ___‘_‘__-_“135,.&"*1})

On peut, du reste, se demander & quelles conditions plus générales sur deux
variables aléatoires X, et X5, de densités tespectives f (x,) el fy(x;) déhnies
sur [R, on peut écrire :

X |
E.{.-’EJ) e L (;H X, et X, étant indépendantes.
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Une situation simple ob il en est ainsi est la suivante ;

condition | ; fﬂt-"xlfd‘lidﬁ‘:""'

condition 2 : f;l:; ) satisfait & une condition de Lipschitz au voisinage de 0
IM>0tel que [f;Lr';' —f:'.\'jl <

pour tout couple X, X, situé dans un intervalle centré en 0.

X, - x;l

a-{l

Pl

En effet, on sait que : E"(x—l = lim If —lfjl"llfa(x b v,
gy o

avec o> (), soit :

-—Ilm-” f X filxgh. f—zu’) £t ")dr

sl

E*['-"-L
X

D'aprés les conditions | et 2, le théoréme de Fubini s'applique et on peut
écrire

E*(i-l)=f“}‘!""|“&l f -’l"-:_(_xl“h‘
) h Lt

clest-i-dire E¥ (’-‘4) =Elx,). p¥ (}L}
x! |

On voit facilemen! que. dans le cas qui nous oceupe :

1 5 3 )
c—lr,—-uJ-I :dzﬂ_r‘u"}l 2 cdlt-:_"’ 41a7

1 1
d’;m i d‘gm 1

les deux conditions 1) et 2) sont satisfaites.

filx)=

Terminons par quelques remarques simples :

- L'expression de E*((7'y dépend de trois parametres my, tm,, @5 E*(U) est
indépendante de o, ce qui paraft logique.

- Dans le cas oli my ou bien m, est nul, E*(U) = 0, ce qui est conforme ayec
le fast que fi;(w} soil pare dans ces cas-ld

- 11 peut étre intéressant de tabuler a fonction paire

Mo =22 | & Pa=2 1)’ =
P (*’,,Z, .3.5...!2::-1])

0
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E*(U)=M(ay) lorsque X, et X, ont des moyennes égales.
EMU) = %i— M (ay dans le cas général.

- On peut se demander si £¥, qui prolonge £ sur une classe de variables aléa-
toires plus large que les variables intégrables, a ses propriéiés
E*(aX +b)=aE*(X)+b,
E*(X+Y)=E*(X)+ E*(Y),
et, pour X et Y indépendantes, E*(XVY) = E* (X ) E*(Y).

Sans développer les calculs et en se limitant au cas ol X posstde une den-
sité f, on voit qu'une condition suffisante pour qu'il en soit ainsi est que, pour
tout b réel,

~A+h

At+b
(C im [° xfod=0e lim XA d =0
A-ve &y A-b-m J_ 4
Or E*(X) peut trés bien exister sans que cette condition soit satsfaite
comme le montre l'exemple suivant :
la densité fest paire (ce qui entraine 'existence et la nullité de E* (X) et

f'.t‘}'—‘ Z na, 1[.“,]-9 |fll]"r’

n=]
ol ¢
- les @, sont strictement positifs,

< Zu" =;_p0mqucfsnit une densité,

lim 2"% = oq (parcxemple a, :..33_.5 )
- - nx

et ob I g0, y4) désigne la fonction indicatrice de I'intervalle

n n l !
22" 4]
PourA=2%¢t b> }/n (doncn> 1/b),ona:

Asb 2%+ lin "
f xﬂ.r)dtzf xfmde> 2 a,
A 1*

et la condition (C) n'est pas satisfaite.
Par contre, cette condition est satisfaite par les densités rencontrées dans
cet article.
- On peut se poser le probléme de l'estimation des paramétres qui figurent
dans la loi de U,
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On sait, depurs Kolmogorov que. si X est une variable aléatoire ct
(X, ... X, Y un n-uplet de vanables aléatores indépendantes de méme ol

que X (“échanullon”), la “moyenne empirigue” }TE X, , converge presque
|

stirement vers une limite m si el seulement si 'espérance mathématique
E (X )existe et est égale & m.

Par exemple, si X suit une loi de Cauchy, Fli ﬁxi ne copverge pas,
1

méme en probabilité, car il faudrait pour cela que la [onction caracténsigue

de X (t f W £ ddv ) soit dérivable A l'origine or ¢'est la fonction

] = gl

Pour esimer les parametres de la loi de U, on peut envisager d'utiliser des
guantiles (quartiles, médianes). On a en effet la convergence presque siire
des quantiles empiriques vers ceux de X dés que Ja fonction de répartition de
X est continue. Ceci améne & évaluer les quantiles de UV et pourrast constituer
['objet d'une autre étude.
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