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Avis de recherche

Vous pouver utiliser cette rubrique pour poser dex guestions de touf
ardre : demande d'une démounstration, d'une référence, de résolurion
d'un prabléme, d'éclaircissement d'un point d'histoire, ete. L'anonvmat
de ceux qui le demandent est conservé,

Veuillez envoyer vos questions et réponses, avec une feuille par sujer et
votre nom sur chacune et, si possible, une disquerte Mac ou PC (avec
enveloppe affranchie pour son retour immédiat) a

Robert FERREOL

6, rue des annelets

75019 Paris
Ou & ladrexse internet du lycée d'Enghien :
cabout @ sancerre.ac-idf jussieu. ft

NOUVEAUX AVIS DE RECHERCHE

Avis de recherche n® 84 de R. Ferréol

Probléme des baeufs de Newton : "Sachant que n; (=75) beeufs ont brouté en
= 12) jours I'herbe d'un pré de s, (= 60) ares, et que n, (= 81) baruls ont

brouté en ry (= 15) jours I'herbe d'un pré de 55 (= 72) ares, on demande le

nombre n4 de bauls nécessaire pour brouter en 14 (= 18) jours I'herbe d'un

pré de yy (= 96) ares. On suppose que, dans les trois prés, I'herbe est & la

méme hauteur au moment de l'entrée des beeufs et qu'elle continue & croitre
uniformément depuis leur entrée."”
La réponse donnée dans les livres conduit 4 la relation :

—T—-Ih—h]'t-"” 5= )+”‘r‘ {t:~ 1) = 0, ce qui donne #4=100.

Mais j'ai construit deux moddles, I'un continu, 1'autre discret, qui condui-
sent, l'un & n3 = 100,56 et J'autre & ny = 98,82... Qu'en pensez-vous ?

Avis de recherche n® 85 de Marc Royer (Montélimar)

Etant donnée une fonction f; existe-t-il des fonctions g telles que f= gog?
Comment construire leur graphe i partir de celui de f?

Avis de recherche n® 86 de Marc Royer
Existe-t-il des polyédres convexes ayant 7 arétes?

Bullatin APMEP 7 413 - Ddcembire 1897

778



Bulletin de 'APMEP n°413 - Décembre 1997-

REPONSES AUX AVIS PRECEDENTS

Avis de recherche n® 72 : véritable raison de l'absence de Prix Nobel en
mathématiques
Pascal Michel (Paris) m'a envoyé copie de deux articles -
- The Amenican Monthly, Vol 91, No 6, 1984, p. 382
- The Mathematical intelligencer, Vol. 7, No 3, 1985, p. 73-74,
qui placenl la fameuse rivalité entre Nobel et Mittag-Leffler au rang de
Iégende (voir Bulletin 411). 1l semble tout simplement gue Nobel ail proposé
des prix pour les domaines qui l'intéressaient, et les mathématiques n'en fai-
saient pas partie.
Pascal Michel lance maintenant un avis de recherche sur |'origine de cetle
rumeur!

Avis de recherche n® 74

Lorsqu'en 1889, Peano publie ses axiomes, zéro en est exclu. A partir
de quand zéro fut-il admis a vivre dans IN?

Michel Guillemot (Toulouse) a envoyé un extrait du formulaire publié
par Peano en 1899 oll, cette fois, les nombres entiers naturels démarrent 4 0.

Avis de recherche n® 77

Démonstration de géométrie pure du résultat suivant concernant le
triangle : le point de Gergonne (point de concours des céviennes des
points de contact du cercle inscrit avec les cotés), le point de Nagel (point
des céviennes des points de contact des cercles exinscrits avec les cotés),
I'isotomique du centre du cercle inscrit et 'isolomigue de 1'orthocentre
sont alignés et forment dans cet ordre une division harmonique (I'isoto-
mique d'un point de coordonnées barycentrigues (¢, [, y) ¢tant le point

JJL ]
de coordonnées : (u' E ?)

Etude de Jacques Bouteloup (Rouen)

Tout en résolvant la question posée, cette étude met en évidence quelques
autres propriétés de géométrie du triangle qu'il m'a paru intéressant d'établir
a cette occasion. Nous désignons respectivement pat I, H. J ¢t N le centre du
cercle inscrit, lorthocentre, le point de Gergonne et le poimt de Nagel du tri-
angle ABC.

I - Premiére division harmonique remarguable :
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C - .
@ b P K
Considérons sur |[BC] le pied D de la bissectrice "‘n
iniéricure, le pied K de la hauteur, les points de y

contact P et Q du cercle inscrit (C) et du cercle
exinscrit (C). A est un centre d'homothétic de ces
deux cercles, et (AQ) recoupe (C) en un point R,
homothétique de Q, 3 tangente paralléle & (BC),
donc diamétralement opposé & P. La droite (AK) est
parallele & (RP), I est le milien de [RP), Le faisceau
(ARQ, AP ; AID, AHK) est donc harmuonigue. et coupe (BC) en la division
harmonique (Q, P; D, K).
N.D.L.R, peut-gire est-il utile pour tous les “jeunes” de moins de 50 ans,
dont je fais partic et a qui on n'a pas enscigné ces belles mathématiques
d'énoncer le théortme ict utilisé que tous les mathélems savaient jusqu'aux
années 60 : Pour qu'un faiscean de quatre droites concourantes soit harmao-
nigue, il faur et il suffit que trois de ces droites découpent deux segments
“égaux” sur une paralléle & la quatriéme.
2 - Correspondance homographique remarquable

Nous considérons les points analogues D', K°, P, Q' sur CA. Soit (h) Ia
correspondance homographigue entre (BC) er (CA) caraciérisée par :
P—=P,Q— Q' D~ D' Les égalués de birapport entrainent que K — K.
Si m == m’ duans (h), nous avons une cormespondance homographique entre
Am et Bm'. Le point d'intersection de Am et Bm' décrit done une conique
(I
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passant par A, B, et les pownts J, N, I, H obtenus & partir des positions parti-
culigres ci-dessus. Le remplacement de (CA) par (AB) conduit i une conique
passant par A, C et les quatre points remarquables. Elle est donc confondue
avec la précédente, et (I") passe par C, qui est ninsi sa propre image dans (h).
On en déduit des égalités de birapports.

3 - Etablissement de la propriété recherchée.

| B

~f

Ki Q Db M D P

Nous considérons la correspondance homographique (") o (h) o (s}, () et
(s') désignant la symétrie sur BC par rapport au milieu M de [BC], et (s") la
symétrie analogue sur (CA) . Dans (s), P et Q s’échangent, D ¢t K donnent
les 1sotomiques D) et K, C donne B. Nous avons des propriéiés analogues
sur (CA), avec notamment C donne A , §i p* est 1'image de p dans cetie
homographie, nous avons encore une correspondance homographique entre
Ap ¢t Bp'. Mais maintenant AB +— BA . La droite (AB) étant sa propre
image, le point d'intersection de Ap et Bp' décrit une droite contenant les
points obtenus A partir des positions particulidres : N, J, [, et H, isotomiques
de Tet H.

La diviston harmonigue (Q, P ; D, K) donne par symétrie la division har-
monique (P, Q : D,, K|) d'ois un faiscean harmonique de sommet A, coupant

la droite obtenue suivant la division harmonique (J, N, 1;, H;), ce qui établit
la propriété demandée par M. Blaschard.
Buitetin APMEFR v 413 - Dédcamnbre 1957

781



Bulletin de 'APMEP n°413 - Décembre 1997-

+ - Application de la correspondance homographique (h).

C étant sa propre image, la droile (mm') passe par un point fixe. On en
déduit ainsi la concourance de (PP'), (QQ'), (DD"), (KK') . Il s"agit bien
entendu d'une propriété projective. Les 4 droites peuvent étre paralleles.

5 - Autre obtention de la conigue (T).

("), passant par A, B, C, H est une hyperbole équilatdére. Elle est caracté-
risée par son passage par 1, et la démonstration ci-dessous peut &tre générali-
sée A la définition d'une hyperbole équilatére passant par A, B, C et un point

O {ixé. Orientons les perpendiculaires de 1 4 BC et CA par 1P et P, et

considérons 2 points g et q' varishles sur chacune, tels que Iq=1iq' . Ils sont
en correspondance homographique, donc aussi les droites (Aq) et (Bq"). Le
point d'intersection décrit une conique passant par A et B, par [ (qetq’ en 1),
J{getqg'enPet P'), N(q et q' en R et au point analogue R'), H (qe1 q" &
I'infini). On démontre ainsi de nouveau que ces points sont sur une méme
conique.,

Pour passer 2 la question posée, il suffit d'utihser le fait gu'une conique
passant par A, B, C a une équation barycentrigue de la forme : ayz + Bzx +
ny=0.

Les coordonnées X, Y, Z des isotomiques vérifient X + PY + 2 =10. 1ls
sont alignés. C'est plus rapide, mais on utilise les coordonnées, et 1'on
n'obtient pus immédiatement la propriété de division harmonigue. On peut
déterminer &, i, ¥ en écrivant que la conigue ou la droite passent par 2 des
puints remarquables. On a ainsi des vérifications.

Jindique sans explicitations de calculs le résultat & un {acteur prés ;

a=alp-a){(b-c),B=bip-b)lc—a):y=cip-c)(a-b)
6 - Propriétés de "hyperbole (T).

Le faiscean harmomque de sommet A situé sur Ja courbe la coupe en 2
couples de droites conjuguées (TH) et (NJ). La transformée par isogonalité de
la droite (OI) es! une conique passant par A, B, C, H, 1. C'est donc (T'). On
passe ainsi de Of & la droite étudiée par la succession d'une isogonalité et
d'une isotomie. Les points N et I s’échangeant par la 2°, on en déduit que OI
contient les isogonaux de N et 1.

Je signale enfin une propriéié remarquable de () : Le centre est le point
de Feuerbach de ABC. J'indique 2 possibilités de démonstration, ['une

aboutissant & ses coordonnées barycentriques (sans détailler les calculs),
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1"autre utifisant des propriétés de géométrie du triangle ;

1 démonstration : on détermine les coordonnées barycentriques de ce
centre en écrivant qu’il a comme polaire Ia droite de 1'infini, de coefficients
1, 1, 1. On trouve a(ff + ¥ - @) et permutations, ce qui donne aprés utilisa-
tions des valeurs calculées de oo B, v : (p-a)(b-c)? et permutations, pouvant
encore 8"écrire @ a sin?(B-C)/2 ¢t permutations, ¢t 1'on trouve (si on les
connait !} les coordonnées du point de Feuerbach.

2% démonstration : on utilise la propriélé remarquable ; étant donnée une
droite issue du centre (0 du cercle circonscrit, le coupant en M, M’ les cercles
podaires d’un point § variable de cette droite (passant par les projections
orthogonales de p sur BC, CA, AB) passent par un point fixe @ qui appar-
tient au cercle d'Euler (podaire de 0) et aux droites de Simson de M et Mi
(cas particuliers). 1l est appelé orthopdle de la droite. C'est le centre de
I'"hyperhole équilatére transformée isogonale de la droite, les asymptotes
étant les droites de Simson de M et M. Dans le cas de la droite OL, un
cercle podaire est le cercle inscrit, et p est ['unique point commun au cercle
inscrit et au cercle d'Euler, c'est-a-dire le point de Feuerbach. (I} est pour
cette raison appelée hyperbole de Feuerbach.

Autres réponses : P. DELEHAM (Mayotte), E. DerpLANCHE (Créteil)

Avis de recherche N” 81

Considérons I'ensemble des restes de la division euclidienne d'un
nombre premier par son rang. Cet ensemble est-il majoré, ou, a 'oppo-
sé, égal & IN ? Peut-on trouver trois nombres premiers consécutifs ayant
méme reste ?

Notre collegue avait aussi envoyé sa question & “Pour la Science”, qui a
déja publié une réponse dans son numéro de septembre 1997 (p. 7). On y
trouve une démonstratton de la non majoration de 1'ensemble des restes, uti-
lisant le développement asymptotique de la suile des nombres premiers :
Pa = ninn + nin{lnn) — n + o(n). L auteur pense qu'on pourrait arriver 3
démontrer que cet ensemble de restes est de densité 1.

Frank GauTier (Clermont-Ferrand) a cherché les restes apparaissant
Jusgu'au 30000°* nombre premier et a remarqué que 44 n'apparaissait pas.

Le plus petit triplet de nombres premiers consécutifs égaux modulo leur
rang, est (1181, 1187,1193), de restes 17 modulo leur rang (194,195,196), et
le plus petit quadruplet de tels nambres premiers est (1741,1747.1743,1749),
de rangs 271 & 274 (envoyé par Pierre BARNOUIN, qui pour la premidre {ois a
abandonné le Zhasic, pour passer & Maple, utilisant sa puissante fonction :
“nextprime’™)
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Avis de recherche n" 83 de M. Deleham (Coconi, Mayotte),

Déterminer les hexagones dont le périmétre est supérieur i la somme
des longueurs des diagonales,

Réponse de Jean Moreau de St Martin (Paris)

I - A priori, tout segment reliant deux sommets d’un polygone sans étre un
des cotés est une diagonale. Un hexagone ena 9,

Vaici un exemple d'hexagone plan ABCDEF ayant la propriété de
I"énoncé : les somimets ont pour coordonnées A(0,0); B(3,0); C(0.1); D(3,1);
E(0.2), F(3,2),

E 2
C D
A B

Ces hexagones ne peuvent éire convexes, comme on le verra plus lain
(§3). La dimension prépondérante sépare 'ensemble (A, C, E) de
I'ensemble {B, 1), F| en sorte qu'clle influence les 6 chtés et seulement 3
diagomales,

Cela n’étant pas une détermination bien nette des hexagones ayant la pro-
priété, ]'ai envisagé d’autres interprétations de I"énoncé.
2 - L'auteur de I'avis a peul-Etre eu en vue le cas de "hexagone régulier, ol
le périmétre P est égal a la somme (53) réduite aux “grandes” diagonales
AD. BE, CF, C’est aussi le cas de I'hexagone inscrit dans un cercle et ob
ACE (ou BDF) est un triangle équalatéral.

L’ hexagone régulier a cela de remarguable qu'une petite délormation pe
produit, pour la quantité P — 53, qu'une varintion du second ordre.
(Corrélativement, dans le systéme articulé constitué par les ciiés et les
grandes diagonales, la distribution des forces n'est pas statiquement détermi-
née).

Cependant il ne s'agit, pour P — 83, ni d"un maximum ni d"un minimum,
méme parmi les hexagones inscrts ;

- avee ABCDE concentrés en un point du cercle, F diamétralement opposé,

P—S83 est égal au diameérre;
= avec ABC concentrés en un point du cercle, DEF concentrés au point dia-

métralement opposé, ¢'est S3—F qui est ¢pal au diametre.

A fortion le signe de P — S3 ne permet pas de caractériser précisément [a
forme des hexagones convexes, En fail, étant donnés 3 points non alignés, on
Bullgtin APMEP it 413 - Décemtwe 1997
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adlafois:

a) il existe un hexagone plan convexe dont ces 3 points sont des sommets et
vérifiant P<S3;

b) il existe un hexagone plan convexe dont ces 3 points sont des sommers et
vérifiant P>S§3,

Prewve de a).
Soient A,B.C les points donnés, O un point intéricur a I'angle formé par les
demi-droites BA et BC. Soient D, E, F Jes symérriques de A, B, C par rap-
port & O.
Dans I'"hexagone ABCDEF on u P<S3 si BO est pris assez grand (par
exemple BO > 3(AB+BC)).
En effer CD=FA< AB + BC+ 2BO,

BE=2B0O,AD=CF>2BO-AB -BC,
d'ol  P<4(AB + BC)+4B0O, S3 >6B0O —2(AB + BC).
Preuve de b)

Soient A, T, E les points donnés, A', €', E' les pieds des médianes du tri-
angle ACE.

On a (inégalité du parallélogramme) 2AA" < AC+AE et les indgalites
analogues pour CC' et EE', d'ou pour I'hexagone AE'CA'EC la propriété
53 <P

Ce dernier hexagone n'est pas strictement convexe mais il existe un
hexagone ABCDEF qui en est "voisin™ en gardant la proprite.

Je considére le disque de centre E’, de rayon r < (P'— 8'3)/3, puis sa par-
tic extérieure au triangle ACE et intérieure  I'angle CEA. Je choisis B dans
celte partie.

AB + BC > AC, BE<EE' +r,donc AB + BC -BE> AC—-EE’ -r.

Je choisis de méme D prés de A’ et F prés de €', de fagon & constituer un
hexagone strictement convexe. En ajoutant les inégalités on a
P-SisP' -8'3-3r>0.

3 - Je (ais maintenant porter la somme sur les 6 “petites” diagonales AC, BD,
CE, DF, EA, FB. Pour tout hexagone convexe le périmétre est inféricur &
leur somme 56.

Soit un hexagone convexe ABCDEF et B', D', F' les imersections de EB,
AD, CF avec AC, CE, EA respectivement.

Examinons la variation de la quantité MA + MC — MD - MF quand le
point M se déplace de B en B' sur la droite BE. Comme cos(ME, MF) >
cos(ME. MA), le déplacement élémentaire de M donne une vanation de MA
plus petite que la variation de MF : MA — MF augmente, et de méme

MC - MD.
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Au total la quaniité Q = P — S6 nugmente quand on passe de |"hexagone
ABCDEF (Q1) a4 AB'CDEF (Q2). Elle augmente encore, de la méme fagon,
quand on passe & AB'CD'EF (Q3) et 2 AB'CD'EF' (Q4). Les mnégalités
Q1 < Q2 < Q3 < Q4 sont strictes s1 ABCDEF est strictement convexe.

Mais Q4 est I'opposé du périmdtre du triangle B'D'F', ce qui entraine
Q4 <0 etdonc Q1 <0,

Pour conclure, on voit mal comment la condition de I'énoncé peut “déter-
miner” des hexagones. Elle délermine dans I'ensemble des hexagones une
partie qui, avec la définition de la somme a 6 ou 9 diagonales, ne contient
aucun hexagone plan et convexe.
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