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24 Ju illet 1997 

(Chaque problème vaut 7 pOInts · Temps accordé : 4 heures et demie) 

1 • Dans le plan, les points à coordonnée., enti~rcs sont les sommels de carr6s 
unités. Les carrés sont coloriés :1ltemauvemenl en blanc ct nOir (comme sur 
un 6eluquler). 

Pour tout couple d'entiers slrictement positif!!; m el n, on cons idère ua tri~ 
angle rectangle dont les sommets sont des poin~, à coordonnées entières et 
dont les CÔI~S de 1':lJlgle droll, de longueurs ni et n, suivent )C, CÔl6s des car· 

rés. 
Soit S, l'aire lotale de la partie noire du lriangle el S2 l'aire IOlale de sa 

panie blanche. On pose ; f(m,n ) ~ 151 - S21 . 
(a) Calculer f(m,n) pour tous le, enuers 'lnc.emenl positif, m el /1 qui son' 
tous deux prurs ou tous deux. impwrs. 
(b) Montrer que pour tOUI ni el n :f(m.ll ) $ (I12)max (m,n). 
(c) Montrer qu'il n'existe pas de conSlante C telle que. pour tout ni el n, 

f(m,/I) < C. 

2 . L'angle A eSl le plu, peUL dans le triangle ABC. 

Les points B el C d Î vj~ent le cercle circonscrit au triangle en deu.x ar...:s . 
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Soit U un poinllntériour il l'arc limJlt par B et C qui ne conuent pas A. 

Les médiatrices des segments AB et AC renCQnltent la droile AV re.peeu­
vement en Vet W. Les droites BV et CW se coupent au po.nt T. 

Monlter que; A V = TB + TC. 

3 - Soient XI. Xl ' . . . ,XI'! des réels v6nfiant les conditions suivantes : 

Ixt + x, + .. . + x. 1 = 1 

lx il ~ !!...±..! pour j = 1,2, . .. , Il . 
2 

et 

Montrer qu'il existe une permu13lÎon (j't, h , ... ,)',l de (x" x" .. , x,) telle 

que: 1Y, + 2)') + ... + Il)',I;!; Il ; 1 

Deuxième jour 
25 juillet 1997 

(Chaque probl~me vaut 7 points - Temps accordé; 4 heures et demie) 

4 - Une matrice carrW à Il lignes et n colonnes, à éléments dans l'ensemble 
S = (1. 2 , ... , 2n - 1 ) est appelée une matrice d'argent si , pour tout 
i = l. , ... n, la réunion de la i-ème ligne CL de la i ~mc colonne: contienllOus 

les éléments de S. Monlter que : 

(a) ,1 n'existe pas de malt;ee d'argent pour n = 1997 ; 

(b) il e>llSl. des malrices d'argent pour une infinité de valeun; de ri . 

S - Trouver IOUS les couples (a, h) d'entiers a;? l , h ~ 1 vén1iant l'équation: 

a (b' ) = b a. 

6 . Pour tout entier strictement positif n,J(n) désigne le nombre de façons de 
représenter Il comme une somme de puissances de 2 à txpasants enuers posi­
tifs ou nuls. 

Deux représentation qui ne diffèrent que par l'ordre des termes de la 
somme sont considérées comme les mêmes . Par exemple 1(4) = 4, car le 
nombre 4 peut être représenté par les qualte façons sui vantes : 4 ; 2 + 2 ; 
2+1+ 1; 1+ 1+1+ 1. 

Mon uer que, pour tout enlier II ~ 3 : 

2n'/4 <1(2") < 2n'/2. 
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