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Examens et concours

Le Baccalauréat ici et ailleurs

En prolongeant l'article de Pierre LEGRAND "Les mathéma-
tiques dans les baccalauréats généraux de quelques pays” -
Bulletin APMEP n® 400, C. JEANBRAU nous a déja offert, dany
le Bulletin n°® 411, ses reflexions et commentaires sur les sujets
des Baccalauréats anglais er américains. Nous terminons ici
son tour d'horizon par les concours tenant lieu de Baccalauréat
au Japor.

Les concours
japonais

C. Jeanbrau

(Suite et fin de l'article du Bullefin n°411)

QCM national...

Partie A, premier exercice
Soit le polyndme P(x) = x3 + ax? + bx + ¢ = (x + d) (x* + ex + f).
Sachant gque son resre par x + 3 est 2 et qu'il esr divisible par

x*+2+ Y3, trouver la valeurde a, b, ¢, d, e, f.
P(x) divisible par x+2+ \'ﬂ

{La convention {qui n'est citée qu'en fin d'énoncé de la partic B) est que les
lettres désignent l'un des chiffres (0, 1, 2,3, 4, 5,6, 7, 8, 9)).

On ne peut donc avoird = 2 + .

Par suite, x + 2 + Y3 divise le trinome & coefficients entiers (x2 + ex + f)
dont la seconde racine est alors nécessairement Y3 — 2 A cause de la forme
méme des racines, (X +ex+ =[x + 2+ V3)x 4+ 2 - V3] mxd a4 1.

Onadonce=4etf=1.
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Division euclidienne de P(x) par (x + 3) : P(x) =(x + 3)Qx) + 2: 2=P(-3)
Sont-27+9% -3hsc=2e29%-3b+c=29 "

Par ailleurs : P(x)l=(x+d)(x* +dx+ ll=d +(d+4px2+dd + 1 )x + d.
En identifiant avec la forme (x* + ax®+ bx +c);a=d+4, b=4ad+ 1, c=d.
Par report dans (*), il vientd =2 ; d'ot immédiatement :a=6,h=9,c=2.
Des notons de base sur les polynomes et la division euclidienne sont néces-
saires, qui, sauf erreur, ne font pas partie du bagage standard de nos éléves
de terminale (7).
Partie B (Premidre moitié)

On donne dans un plan rapporté a un repére orthonormé, les points

0(0, 0), A3, 0), B(1, 2Y3), C(1-q 2-a) {3).

I°) BC =be (1, Yd); ABC =ef degits.

2°) Soit P le poinr générique de la perpendiculaire issue de C a) la
droite (AB) ; ona : OP = OC +u (Vg h) ot uest un paramétre.

3°) Sait Q le point générigue de la droite (AB) ; on a

00 =0A +1 fij , Yk ), oit ¢ est un paramétre.

4°) Soir D la projection erthogonale de C sur la droite (AB) ; les coor-
données de D sont (1 + min, (p—q/r)s ).

Sachant gue chague lettre minuscule grasse représente ['un des chiffres
de | & 9 ou le signe moins, trouver b, ¢,...5.

1)Ona: BC =bc{l. \’E|=— ﬂll. V3). On en déduit b =— et ¢ = a, done
a positif, d = 3. Par ailleurs, (AB) et (BC}) ont des directions syméinques

par rapport i (x'Ox) et ainsi ABC =60°donce=6etf=0.

2) La droite (CP), perpendiculaire i la droite (AB), fera un angle de mesure
30° (modulo 180%) avec x"Ox. On pourra donc la paramétrer & partir du

point C et d'un vecteur directeur de composantes (ﬁ.l) et retenir, en
identifiant & 1a forme proposée : g=3eth= 1.
3) De méme, la droite (AB) est paramétrable A partic du point A et d'un vec-

teur directeur de composantes |- 1, ¥3) . En identifiant avec la forme pro-
posée, onaura i =—, j=letk=3.
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y A

A{3,0)

=¥

4) Le point D appartient & la droite C, perpendiculaire i (AB). C'esi donc “un
pointP": x=1-a+ uV3 Py =1(2 ~a) V3 + u. Mais le point D est aussi un
point de la dreite (AB). C'est donc "un point Q" : x=3 -1y =t V3.

Finalement, on obtient le systéme en (u, t)

{u 3+t=2+a
u-—lﬁz(a—znq
Nserésouten u=a¥3 /2 ett=2-a2

Par report dans 1'un des paramétrages (en u ou en t), il vient :

x=1+af2;y=(2-m’2}ﬁ

Par identification avec la forme donnée, il vientm=a, n=2,p=2,q9=a,
r= '2, s=13,

51 'énoncé fourni est exhaustif, on notera qu'il laisse & la charge du candidat
I'hypothése implicite {a > 0, a entier de 0 2 9}.

L'exercice suppose, 3 part cette remarque, une bonne aisance relative aux
repérages de directions dans le plan et au paramétrage de droites.
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CONCOURS 1991 TODAL...
3 : Soit l'éguation x* - 3x - p = 0, oi p est un réel. On désigne par
Stp) le produit de la plus grande racine de 'équation par la plus petite
lorsqu'il y a 3 racines réelles, distinctes ou non, et le carré de la racine
réelle lorsque celle-ci est unigue. Trouver le minimum de fip).
Représenter graphiguement f,
Premiére solution :
y=x3-3x-p
y' =3x2-3=3(x1-1)
La fonction y = y (x) définit par morceaux
- une bijection croissante de |—oe , — 1] sur |-se, 2 —p}
- une bijection décroissante de [-1, 1) sur [-2-p, 2 -p]
- une bijection croissante de [1, +==[ sur =2 - p, +=|
On peut imaginer une discussion selon le signe de
Tp)=(-2-p)2-p)=p?-4.
Cas n® 1:T(p)>0:1l v a une seule racine réelle.
C'est le cas |p < -2 ou p > 2). Aprés recherche des racines par la méthode
de Cardan, on obtient, en notant j = ¢2%® gt |2 = ¢472 |es deux racines
cubiques non triviales de l'unité,
= (a(p)'® + (b(p))'"
X =(alp))'™)j + (HpN¥3 j2
x3 = (&)™) + ()35

ol arp)-“—ﬂmha bp=Et1P =2 i"d

La racine réelle est x, et on a donc : fip) = [(a(p))'? + (b(p))1 )2
On peut donc €tudier succinctement le graphe de y = y(p) = {(p) et donner
l'allure générale de la courbe.
Casn® 2 T(p)=0. 1 y a alors trois racines réelles (dont deux confondues
pourpi=4. Cestlecas:-2=p=2
On cherche les racines sous forme trigonométrique/polaire : x = peosB.
Apres calcul, on obtient les trois racines :

xp = 2cos[(1/3) Arcos(p/2)]

x; = 2ecos[(1/3) Arcos(p/2) + 2r/3]

x; = 2cos[(1/3) Arcos(p/2) + 4n/3].

Par:  0<(1/3)Arcos(p/2) Sn/3
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2n/3 < (1/3) Arcos(p/f2) + 2R3 <n
43 = (1/3) Arcos(p/2) + 4nf3 = 51/3.
On peut valider le classement : X, = x; < X
Pourp=2:x, =X,
Pourp=-2:x,=x,.
Dans tous lescas : [-2=p=2):
£(p) =xpx; =4 (cos[(1/3) Arcos (p/2)]} { cos [(L/3) Arcos (p/2) + 2r/3) |
f(p) = 2[cos [(2/3) Arcos (p/2) + 2m/3] + cos (2n/3)]
f(p) = 2cos[(2/3) Arcos (p/2) + 2n/3] — 1. On peut donner 'allure générale de
la courbe.
On a évidemment : -3 <f(p) <1,
Le minimum est obtenu pour (2/3) Arcos(p/2) + 2n/3 = m.
Soit pour ; Arcos(p/2) = /2, soil pour p =0,
Bilan global ; munimum de {(p) égal & -3 pour p = 0.
La guestion consistant & savoir si je ne viens pas d'appliguer le
principe “pourquoi faire simple guand on peut faire compligué” est
posée.

Deuxiéme solution :
Le probléme posé est en effet un probléme d'intersection :
Yi=%-3x Ya=p Yi=Y2

On peut l'examiner en tant que tel, Représentation graphique immédiate de
yy = x* = 3x, On “coupe” ce graphe par celui de y,; = p. On dégage immédia-
tement (visuellement) :

- une seule racine réelle pour |p| = 2,

- deux racines réelles dont une double pour |p| = 2,

- trois racines réelles pour |p| < 2.
Le graphe de y, est celui
d'une fonction impaire :
symétrie centrale de centre O, 4 l
I est alors évident que le pro-
bléme posé est pair par rap-

porl au paramétre p et qu'il / :

suffit done de 1'étudier pour = ] 2 x
p=0. . :

Minimam : : - 4

Hors le cas [p| > 2 od, carré ==

de l'unique racine, f(p) est {
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positif, les racines extrémes sont de signe contraire el f(p) est négatif. Le
minimum n'est done & rechercher que pour [p] < 2.
Soient a < b < ¢ les trois racines réelles,
Par les relations entre Tes coefficients et les racines d'une équation. on écrit
a+b+c=0elac+blas+c)=-13.
Onendéduit: a+c=-b & ac=-3+b%
Or, f(p) = ac.
Il est donc clair que le minimum de f(p) est égal & -3 et atteint pour b =0,
qui correspond i p = (). On peut construire le graphe de y ; f(p)...
Casp>2..
La fonction y, définit une bijection croissante de |2, +e| sur ]2, 4.
L'unique racine réelle de I'équation peut se définir par y,~'(p) et on peut
construire Je graphe de £(p) en deux étapes sur J-2, +ea..,
- d'abord en construisant, par symétrie par rapport & la premiére bissectrice
(y = x) le graphe de y,'(p).
- puis en déduisant celui de fip) = [y~ (p)]%
CasV=p=2..:
On retient de I'étude du minimum : £(p) = -3 + b? o0 b représente la racine
“médiane” de l'équation examinée. On note que b peut se lire sur l'arc
-1 =x <=1 du graphe de y,.
Mais y, définit une bijection décroissante y . de [-1, 0] sur [0, 2] et on peut
donc lire b=y, !(p)pourd=p=<2.
On peut done lire ; f(p) ==3 + [y« 1 ()]~
On peut donc construire en trois temps le graphe de la restriction de y = f(p)
a l'imtervalle [0,2] :
- symétrique par rapport 3 y = x du graphe de la restriction de y;. de y; 2
[~ 1, 0] pour mettre ¢n place le graphe de y,.-'(p);
- ranformation de ce graphe par (x,y) = (x,y%)
- transformation du graphe obtenu par la translation (x,¥) = (x,y-3).
Bilan ;
On a construil par morceaux le graphe de la restriction de y = f(p) & R+
On compléte par symétrie par rapport & y'Oy pour avoir le graphe complet.
La deuxieme démarche (hors résolution effective de I'équation du troisie-
me dégré) est-elle réellement (plus) “simple™ ?
Elle suppose des connaissances moins “spécifiques” que la premiére sans
doute et sa pertinence s'impose de fait pour la recherche du minimum.

Mais si elle est de nature & fournir un graphe techniquement convenable
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v =fp) |

de y = f(p) & partir de celui de y = 83— 3x, elle n'épuise pas le probléme de la
de la définition calculatoire explicite de la fonction p — fip) el n'enléve pas
par 12 totalement son intérét au ealcul plus lourd qui Ta précade.

On peut trouver A ce probléme une solution arithmétique :
2 et 5 étant premiers entre eux, 5q — 2p prend toutes les valeurs de Z
quand p et q parcourent Z.

On en déduit que, pour @ = 1/2, |5 —2p - o] = 1/2, I'égalié éant atteinte
par les couples (5k, 2k) et (5k + 2, 2k + 1),

Morsqu-zla'ula L =1

Y29 Y29 2Y29 '

sachant quelﬁ_—fM est la distance du point de coordonnées {(p,q) & la
29

droite d'équation -2x + Sy ~a =10,
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