
Examens et concours 
Le Baccalauréat ici et ailleurs 

En prolongeanl l'anicle de Piure LEXiRAND "Les malhéma· 
liqu.s dans les baccalarmials généraux de quelques pays" . 
B .. I/.lin APMEP nO 400, C. JEANBRAU fl OUS a déja offen, dans 
1. Bul/elin nO 4/ J, ses réflexions el commentaires sur les sujels 
des Baccalauréals anglais et amérh"ains. Nous te.mrinons ici 
.son tour d1horizon par les concours tenant lieu dt Baccalouréat 
au JlJpon. 

Les concours 
japonais 
c. Jeanbrau 

(Suite et fin de l'article du Bulletin n° 47 7) 
QCM national ... 
PllI1..ie A, premier exercice 

Soille polyniJme P(x) = xl ... ax' + bx + c = (x ... d)(x2 ... ex + f). 
Sachanl que son reSle par x ... 3 esr 2 el qu'il eSI divisible par 

x 2 ... 2 + fi, trouver la valeur de a, b, c, d, e, f 

P(x) dJviSrble par (x + 2 + V3l 
{La convention (qui n'est CII~ qu'en fin d'tnoncé de la partie B) eSI que les 
lettres désignent l'un des cbiff!es (0,1. 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9») . 

On ne peUL donc avoir d = 2 ... f3 . 
Par s.uite, x + 2 + fi divise le ninome 0 coefficients entiers (x2 + ex + f) 

dont la seconde racine est alors nécesSllirement fi - 2 à cause de la Conne 

même des racines. (x'''' ex + J) -Ix + 2 + Y3Hx ... 2 - V31 - x2 ... 4x + 1. 

00. donc e = 4 el f = 1. 
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Division euclidienne de P(x) par (x + 3) : P(x) = (x + 3)Q{x) + 2 : 2 = P(-3) 
$oil-27 + 9. - 3b + c = 2 <=> 9. - 3b + c = 29 (0) 

Par ai lleurs: P(x) = (x + d)(x2 + 4. + 1) = x' + (d + 4)x2 + (4d + I )x + d. 
En idenlifiant avec la fonne (x' + .x2 + bx + c) : a = d + 4, b = 4d + l , c = d . 
Par report dans (0), il vient d = 2 .. d'où immédiatemen l : a = 6, b = 9, c = 2 . 
Des noûons de base sur les polynomes et la division eucUdie nne sont néces· 
saires, qui, sauf erteur, ne fonl pas partie du bagage standard de nos élèves 
de lerminale (?). 

Partie B (Premi~re moitié) 

On donne dallS WI plan rapporté à WI repèr. ort/lOlIormé, les points 

0(0,0), A(3, 0), B(I, 2'/3), C(I -a, (2-a)Y3). 

J' 1 ïië =be (1, id).- Aiè = ef tkglés. 

20
) Soit P le point générique dl! la perpendiculaire Îssue de C à) la 

droite (AB) .. on a .' OP = OC + Il (.fi:, 11) où Il est ttll paramètre. 

3°) Soit Q le point ginlriqlll! de la droilt! (AB) .. 011 a 

OQ = OA + t (ij , fi) , Oll t est un param~rre. 

4°) Soil D la projection onhogonale de C sur la droite (AB) .- les c (}or~ 

données de D som (1 + min, (p - qlr J.ff ). 
Sachant que chaque leure minuscule gras,jt représt!.ml! l'lin des chiffres 
de 1 à 9 ou le signe moins. trouw:r b, c, ... s. 

1) On 3 : Bë = be\!. VdJ =- ah. ffi. On en déduil b = - el e = a. donc 

a posilif, d ~ 3. Par ailleuni. (AB) el (BC) onl des directions symélflques 

par rapport à (x 'Ox) et ainsi ABC = 6Oo donc e = 6 el f = O. 

2) La droile (CP), perpendicuhure à la droite (AB), rera un angle de mesure 
30° (modulo 180') avec x'Ox. On pourra donc la paramétrer à partir d u 

poinl C et d'un vecteur directeur de composantes (6 ,1 J ct relenir, en 

identifianl à la forme proposée : g = 3 et h = 1. 

3) De même. la droite (AB) es t paramétrable à parut du po 101 A el d'un vec­

teur directeur de composanles 1- 1. {3] . En identifiant avec la fomle pro­

posée, on aura l "-. j = 1 et k = 3. 
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: 

A (3,0) 

1 0 (0, 0) 1 x 

4l Le point D appartien t à la droite C, perpendiculaire à (AB)_ C'est donc "un 

pOInt P" : x = 1 - a + uD ; y = (2 - al D + u_ Mws le point D est aussi un 

po int de 1. droite (AB l- C'esl donc "un point Q" : x = 3 - 1 ; Y = t D_ 
Finalement, on obuentle système en (u. t) 

{
UD+ I =2 + a 
u - 1 fi = (a - 2) {3 

n se résou t en u = • D 1 2 et 1 = 2 - al2. 

Par report dans l'un des paramétrages (en u ou en tl, li vient : 

x = ] + aI2 ; Y = (2 - al2l D 
Par idenlilicooan "Vte la forme donnée, Il vient m = a. n = 2, p = 2, q = a, 
r=2,5=3. 

Si l'énoncé fourni eSI eKhauslÜ, on notera qu 'li laisse à la charge du candidat 
l'hypolhèse imp lici le ( a > 0 , a entier de 0 à 9) . 

L'exercice suppose, à pan cette remarque, une bonne aisance relative aux 
repérages de directions dans le plan e l au parnm~ltage de droiles_ 
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CONCOURS 1991 roDAI.. . 
,,0 3 : Soit "équation .xJ - 3.x. - p = O. où pest fm réel. 011 disigll~ par 
J(p) le produit de la plus grande racin. de l'équalion par la plus petite 
Jon'qu'iI y a 3 racines réel/es, dislinCteS ou nO/i, el le carré de la racine 
rient lorsque cell~·c i est unique. Trouver le. minimum de f(p). 

Représenter graphiq!lementf 

Première solution : 

y= xJ -3,\-p 

y' = 3xL 3 = 3 (XL I) 

La fonction y = y (x) définit poI morceaux: 

- une bijection croissante de l -~ ,-Il sur ]-~ • 2 - pl 
- une bijection décroissante de [-1. 11 ,ur [-2 - p, 2 - pl 
- une bijection croissante de [ 1. +-[ sur - 2 - p, + ~[ 

On peulll1l1lgJncr une discussion selon le signe de 
T(p) = (-2 - p)(2 - p) = p2 - 4. 

Cas nO l : T(p) > 0 : il y a une seule racine réelle, 
C'est le cas {p < - 2 ou P > 2}. Après recherche dèS racIOes par la méthode 
de Cardan, on obtient, en notant j = ellJtl] et j2 = e4uuJ les deux racines 
cubiques non triviales de l' unité. 

où 

x, = (a(p» lfl + (b(p))lfl 

'2 = (a(p»llJ)j + (b(p»11J j2 
x, = (a(p))lfJ)j2 + (b(p»11J j 

a (Pl = p - v;r:4 el b (p) = p + y-pr:4 
2 2 

La racine réelle est XI el on a donc : f(p) = [(a(p»'fl + (D(p»lfl]l. 

On peut donc étudier succinctemenl le graphe de y = y(p) = f(p) cl donner 
l'allure générak de 1. courbe , 

Cas nO 2 .- T(p) ,,; O. li y • alor> ltOis racines réelles (dont deux confondues 

poUT l" = 4. Cesti. cas : -2 ,,; p"; 2. 
On cherche le' racine, sous Conne trigonométrique/polaire : x = p cos 9. 
Après calcul, on obtient les trois racines : 

Xl) = 2cos [O/3)Arcos(pl2)] 

x, = 2cos [(l/3) Arcos(pl2) + 2rt13] 
x, = 2cos[( 1/3)Arcos(pl2) + 4rt13J . 

Par : 0 :'i; (1 t:J) Arcos(pl2) :'i; 1tI3 
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2"'3 .;; (113) Artos(pl2) + 2"'3 .;; lt 
4"'3 .;; (1/3) Arcos(pl2) + 4"'3 .;; 57tl3. 

On peul valider le classemenl : x, .;; x2';; xo. 
Pourp=2: x, = '1' 

Pour p = -2: '"' = x,. 
Dans tous lescas : (-2 .;; p ,;; 2) : 
C(p) = ,",x, = 4 (cos [( 1/3) .A..rcos (pI2)]) ( cos [( 1/3) Artos (pI2) + 2"'3lf 
C (p) = 2 [cos [(213) Arcos (p/2) + 27tl3] + co, (2"'3)] 
f(p) = 2cos [(213) Arcos (p!2) + 27tl3] - 1. On peUl donner l'aliure générale de 
lacouroe. 
On a évidemmenl : -3 ,;; f(p).;; 1. 
Le minimum est obtenu pour (213) Arcos (p/2) + 2"'3 = lt. 

SOil pour : Arcos(P/2) = 7tl2, SOil pour p = O. 
Bilan global: nunimum de f(p) égal ;-3 pour p = O. 

La question consisllJnt à savoir si je fIe ,-;ens pas d'appliquer le 
princip' "pol/rquoi Jaire simple ql/oru! On peu' faire compliqué" es' 
posée. 

DeUIlome solution: 

Le pr obl~me posé est en effet un problème d'm,ersecuon : 

y, = xJ - 3 X Y2 = P Y, = y, . 
On peut l'examiner en tant que tel. Représentaùon graphique immédiate de 
y, = xl - 3x. On "coupe" ce graphe par ceJw de y, = p. On dégage immédia­

tement (visuellement) : 
. une seule racine réelle pour Ipi > 2, 
- deux racines réelles dont unc double pour Ipl = 2, 
- trois racines réelles pour Ipl < 2. 

Le graphe de y, es ' ce lui 

d'une fonction impaire 
ymétne centrale de centre O. 
n est alors évident que le pro· 
blème posé est pair par rap· 
porI au paramètre p el qu'il 
SUffi l donc de l'étudier pour 
p 0.0. 
Mininwm: 
Hors le cas Ipi > 2 où, carré 

de l'un ique racine, f(p) eSt 
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positif, les mein .. extrèmes sont de signe conlraire et f (p) est négatif. Le 

minimum n'ost donc il rechercber que pour Ipi ,,;; 2. 
Soient a < b <; c les [rois: racines réelles. 
Par les relalions entre les coefficients et les racines d'une équation, on écrit : 

a + b +c = 0 et ac + b(a+c) = - 3. 
On en déduit: a + c = - b et ac = - 3 + b

'
. 

Or, f(p) = ac . 
n est donc clair que le minimum de f(p) est6gal à - 3 et atteint pour b = 0, 
qui correspond il p = O. On peut construire le graphe de y : f(p) .. 
Cosp >2 .. . 
La fonction y, définit une bIJection croissante de ]2, _! sur ]2, _[. 

L'unique racine réelle de l'équation peut se définir par YI-' (P) et on peut 

constrUire le graphe de f (p) en deux élllpes sur J-2, _[ . . 
. d'abord en constrUisant, par symétrie par rapport à la première bissectrice 

(y = xl le graphe de y, - I(p), 

. puis en d6duisant celui de f(p) = [y -I(p)p. 

CasO"p"Z ... : 
On rcuent de l'étude du IlUnlmum : Ccp) = - 3 + b' où b représenle la racine 
"médiane" de l'équation examinée . On note que b peut se lire sur l'arc 
-1 ,,;;,E;l du graphe de y, . 
Mais YI définit une bijection décroi .. anle y," de [- l, OJ sur [0 , 2] et on peut 

donc lire b = YI"- ' (p) pour 0 '" p E; 2. 

On peUl donc lire: f( p) = -3 + [Ylo- 1 (p)]'. 

On peUL donc construire en trois temps le grapbe de 1. restrlcuon de y = f(p) 
à l'intervalle [0,2] ; 
- symétrique par rapport à y = x du graphe de la restriction de YI" de YI à 

[- 1, 0] pour mettre en place le graphe de Ytoot(p); 

- tranfonnation de ce graphe par (x.y) ..... (~,y2); 
- tran.formation du graphe obtenu par la tr:mslation (.,y) ..... (x,y-3). 
Bilan : 
On a construit par morceaux le graphe de la restriction de y = (p) à IR+ 
On complète par symétrie par rapport à y'Oy pour avoir le graphe complet. 

La deuxi~me démarche (hors résolution effective de l'éqUlluon du troisiè­
me dégré) est-elle réel lement (plus) "simple"? 

Elle suppose des connaissances main. "spécifiques" que 1. première sans 
dOUle et sa pertinence s'impose de fail pour la recherche du minimum. 

Mais si elle est de nature it fournir un grapbe tedutiquement convenable 
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de y = f(p) il partir de celui d. y = xJ - 3,. ell. n'épuise pas le problème de la 

de la définition calculatoire explicite de la fonction p ...... f(p) et n'enlève pas 
par là totalement son intérêt au calcul plus lourd qui la précède. 

On peut trouver à ce probltme une solution anthmétique : 
2 el 5 étant premiers entre eux. 5q - 2p prend IoUles les valeurs de 7Z. 
quand p cl q parcourenl7Z. . 

On en déduit que, pour Il = 1 n, ISq - 2p - CIl ;;. ln, l'égaillé éUlnt alleinte 
par les couples (5k, 2k) et (5k + 2, 2k + 1). 

Alors ISq - 2p - CI l ;;. _ 1_ et r = _ 1_. m 29 2m 
sachant queI5q-~- II I cst la disUlnce du point de coordonnées (p,q) à 1. 

29 
droite d ' équ.~on -2, + 5y -Il ~ o. 
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