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Des fOlldements mathématiques p~nn~'tanl unt A'J alys~ rigoureuse et 
proclu! de l',ntuition, à ln man il,. du ca/cII I infinitisimal d. Ltibniz. 
~x ist .enr aujourd'hui. La brochllre APMEP " Fondtmr~n(J pour un et1sei~ 
gntmenr dt! l 'allalyse en termes d'ordres d~ grtJl1deu r". en décrit lme 

approche i/énlLlJlaire el complète que cet article vous invite à goûter. 

1. Introduction 
Dans la section 1 des Prillcipia, NEWTON s'inl~resse à l'an, essentiel pour 

établir les lois du mouvemenl des corps solides, de délenmner "les propor­
tions IIlt ;me~ entre grandeurs naissantes OII tvanouissanus" . De son côté 
LEIBNIZ propose un calcul infinitésimal où, en introdwsant des règles de cal­
cul sur des qrwrUitis infiniment petilt!,s comme "ulle man;~rt de parler 
confonne à {'an d'im'eruu" , on pouvait abouùr aux mêmes résultats que 
Newton avec'!;Q méthode desfIu.xions. 

Ccl. se passait dans les années 80 du XYU'siècle, La notion de limite et 
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ses sOUS-prodWIS, 1. onùnuité, les dérivées, les intégrales, les séries et tous 
les sublLls raffinemenlS de l'Analyse mathématique en sont issus, Mais les 
infinitésimaux, par ailleurs eniOUreS d'une aura métaphysique propagée par 
leurs zélateurs les plus acharn~s. n'ont pas survécu aux. tentatives infruc­
tueuses, éta l ~cs sur près de deux siècles, pour les déJillir "dans le style 
d ' Arclumède", c'est-à·dire ft l'aide des deux opérations et de la relation 
d'ordre sur les nombres réel. . La notion de linutc a échappé au naufrage 
parce qu'elle a enfin trouvé une telle définition au cours du XIX' SIècle, 
après bien des controverses . Et depuis, bon an mal on, on a enseigné non 
sans douleur le calcul des l.irnites en se bas3Ilt plus ou motos explicitement 
sur leur définition en tennes "d'epsilon-delta" (de moins cn mOms explicite­
ment d 'ailleurs, à mesure que \es études secondrures se sont génémlisées). 
Est-il excessif de croire qu 'cn la fln de ce millénaire, on aura renoncé sous 
nos latitudes à enseigner une matière vidée de sa substance fau te de trouver 
un audi toire attentif 11 en pereevoir la subtile ordonnance? Est-ce Un ~ fatalité 
ou peu taOn inventer quelque parade? 

On pourrai t pretendre qu'une pédagogie mieux adaptée saurait accomplir 
ce muacle. Mais n' a-t-on point d6jà dtpensé des trésors d'imagination pour 
cela? n semble bien que le, efforts d'adaptation pédagogIque conduisent à 
l 'appauvrissement de la matière et à des artifices nouveaux qui l' ~ l oigncnt de 
son objet prenûer, Est-ce le moment d' appliquer le même remède avec une 
énergie renouvelée? Cene aUlLude n'csl·elle pas la. même qu' n d'auues 
lieux. ai:. l 'application des anciennes recene s a.vec une vigueur nou'Ycllc 
adjoint au mal des intérêts au principal? La man ière dont on piétine dans le 
traJtemeot des grandes plaies de notre humaine condition ne montre-t-elle 
pas combien il est illusoire de vouloir résoudre un problème induit par 1. 
structure d'un cenain COnteXte sans rien cbanger à ce conleXle ? 

Dans la question de l'enseignement des mathématiques, les rrois modifi­
cations de contexte principales que \' on peut envisager sont les suivantes ; 
(i) dmnger 1. structure des classes : les mathématiques "sérieuses", c'est-à­

dire celles qui dépasseot la simple exécution d'un calcul, sont réservées 
à une éli te restrein te, 

(ii) supprimer dans les programmes tout ce qui n'est pas accessible 11 la 
grande majorité des élèves, en particulier les questions de ltnûtes. 

(hl) changer )' Analyse. 

Le changement (i) est tentant d'un point de vue technocratique, mais se 
heurte au r.it que les nouons de dérivée et d'intégmle, et plus généralement 
le l1llsonnement sur des entités abstraites ont trop d'applications pratiques 

dans tous les domaines, de plus en plus nombreux, o~ l'on applique la modé­
li sation mathém:u.ique, pour que l'on puisse en réserver l' intelligence à Une 
BlIU«m APMEP rr '" 1 - J~Nler 1991 
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é li te restreime (quo l'on sélectionnerait sur quels cri tères 1). 
Le changement (ii) a les mêmes incoDv4!nients, mais agit de manière plus 

diffuse. A moyen terme il n'y a même pas d'füle compétente à ln ortie ... 
Ains ~ si l'obj~c(if est d'éflSéigner tme notion de limite accessible au p/rlS 

grand nombre sans concession sur le contenu scientifique de La matière, il 
nous resre à explorer 1. changemmt (iii~ 

n ne peUl ,'agir ni d'une e",plor.lion de nature pédagogique, ni d'inven · 
1er une transposition didacuque aslUc ieuse de la notion de limite. U faul donc 
chercher la base du changement J ans le contenu scientifique évoq ué plus 
haut ! 

Or depuis un siècle, les fondements de la mathématique ont été fortement 
c1ruifiés. La tbtone des ensembles cod.fife par ZERMELO et FRAENKEL repré­
senle un conlexte de référence formel communément admis pour 1. pratique 
mnthématique. Jusque vers les années. 60. 00 pensait que les vieilles notions 
infinitésimales n 'avaient pas de place dans ce conlexte. C'est alors que le 
mathématicien et logicien Abraham ROBINSON a prouvé le conlraue, Cil utili ­
san' un modèle non standard du corps des rfels, c'esl à dire essen tiellemenl 
(\jsonet du modèle standard. li a construit là-dessus une analyse, di le "oon­
slandard" pour celte raisOD, qui dépasse de très loin la simple résurgence du 
calcul infini tésimal de LEIBNIZ. Par la sui.e , en 1977, E. NELSON' monlré 
comment on pouvait fonder la pratique de celle analyse sur une e~tension 
formelle, nommée Intemal Set Them'Y, en abrégé IST, de la .héorie des 
ensembles ZF de ZERMELO-FRAENKEL. aVeC aXJome du choiA. 

Ce point de vue formaliste rend particulièrement clatr le type de change­
ment de contexte que nous pouvons tnlroduire dans la mathématique pour 
résoudre notte problème d idactique . Ce cbangem.n~ qui SI en fait un ren­
jorCemtlll sans auCune mu/ilotion, peUl être CODslrUit en plUSieurs étapes en 
fooclion des besoins. Chacune est un affaiblissement d 'lST, don. la pleine 
force n'eSl ullle qu'au niveau des math~matiques avancées_ 
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Les dEt,ajls de cene CQn,s.truction sc trouvent dans une récente brochure l LMM ] 
que l'APMEP vienl de. publier. Nous y avons travaiUé pendant près de trou ans 
afin de proposer des bases solides el minimales en vue de fonder une didactique 
nouvelle. de l' Analyse au Lycée et dans le prerruer cydc universitaire. Elle est 
décli6: à la mt:moire du bon maitre Georges Ru:o et de notre ami l ean-Louis 
CAUOT. le brillant ~I~vc qui lu i était si proche dans l'ordre de la cunosh6 
d'espri t. Lorsqu'cn 1973, G. REEa a proposé à R. Ltrrl dc se lancer dans 
l'aventure IDleUcctuelJe de" ANS, dont JI enu'Cvo)'ail des applications fécondes 
dans di\'ers domaines (des équations diffmnlietles à l'algèbre en passant par 
les probabullés et la m~lisalion). il lui paraissait éVident que cette nouycUc 
(acette des mathfmatiques aurai. un jour une incidence fonc Sur l'enscigncmcnI 
tltmentaÎre de l'analyse. 
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L'objet du présent anicle est d'illustrer le charme de notre doctrine à tra­
vers quelques chaotillons typiques de son application. La chose n'étant pas 
de nature commerciale, il impone peu que le sujet s'en trOuve dénoré, pour­
vu que \' emendement de nos pairs y trOuve ses aises .. , 

Un peUl avertls.scIDCnl au lecleur' s'Impose ici. Cet anicle n'csl pas un résumé 
de la brochure [LMM]. lIaunùt êté diffiCile en quelques p.ges de résumer notre 
d~marche. d'en montrer la solidité mllth~m atique. les bases épistémologiques et 
phi losophiques, les exploitations ngoureuses el riches. l'éconorrue de pensée el 
ln puissance Invenbvc qui en rfsultent. Plus I~g~eme.nt, nous vous mvllons à t.n 
goûter l'espnt à travers une fiction didactique qui. peut-être. recuelJler3 votre 
adhéSion à l'id~e d'une constnlction coh~rente des concepts en jeu. el vous 
ouvrira des horizons nouveaux . Cetle fiction Il un Butte obJectif: celui d'esquis­
ser une explou8lion dldaruque compl~mentaire des fondements développés 
dans la brochure. li s'agit d'un exemp1e de prolongement possible. OUS aime­
rions en susciter d'autres è partÎr du débat vif et pasSiOnné que la brochure ne 
pourra pas ne pas 5umuler, 

2. Fiction didactique 
Voici la reuanscription de quelques notes succinctes prises lors d ' un 

cours d 'analyse enseigné autour de l'an deull ·mille dans une classe de Lycée, 
quelque pan en France, Par bonheur l'éltve qui a pns ces nOles, bien que peu 
enclin à une rédaction soignée, a su dégager l'essenuel dans ces fragments de 
cours que nous avons rettouv6s en assez. mauvais étal au fond d'une armoire. 

Le premier fra8m~nl s'intitule 
U LfS ordres de grandeur numériques et leur analyse ". 

"On Introduit le concept primitif d" ntier modiré, 11 vérifie les quatre l'rD-' 
priétés sUIVantes ; 

(i) L'.nuer 1 est modéré. 
(ii) Tout entier naturel plus peUl qu'un entier modéré est modéré. 

(UI) Si x et ,v sont des entiers modérés, kur somme et leur produi t le sont 
aussi. 

Ci v) 11 existe des entiers non modérés, qu'on appeUe 1ft. grands. 
ExlelL.lon aux Dombros réels. 

On dit qu'un réel est modéré si et seulement si 1. panie entière de sa 
valeur absolue est modérée. 

On dit qu'un réel positif estlrts grond (eD abrégé tg ) si et seulement si 
la panie cDLi~re de sa valeur absolue est très grande. 

Un nombre réel est dit Irès ~Iil (en abrégé tpl si et seulement si il est 
nul ou bien son inverse eSI Irès grand en valeur absolue. 
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On ~cril .< ~ y pour dire quc " esl très proche de y en ce sens que leur 
diff~rcncc eSllJès peule. 

Propriétés de Ct-S notions. Ici on invoque un certain LBBNIZ en disant 
que c'eslles mêmes qu'à l'époque. En bref : 
Ip + Ip = Ip; 
Ip.modéré = Ip; elc .. . U parail que loutes ces propriétés découlent de (ü) 
CI (iii). 
On nOIe x« y pour dire que x < y avec une différence non IJès pelite. 

Analyse approximoûve sur les réel .. 

C'est la recherche de la valeur d'une expression numénque à une erreUT 
très polile près lorsqu ' une certaine variable a un ordre de grandeur 
donné . 

Exemple 0 
Si x» 1 alors X.x » x» 1 el si X « ] alors x.x « x « 1. Donc si 
x.x=- 1 alors x ':II 1. R~ciproquemenl SI :t 1'11 1 0101'$ X.x - J. Le même 
gcnTe de propriétés marche poUT x' , r' ctc ... mais il parait qu 'il fau t se 
méfier des .. ctc ..... , vu que s i n est très grand il paraît que l'on a 

• 
(1 +~) > 2 (e t non pas trè. proche de 1). On dira it que c'est vrai 

parce que sur la calculeue pour n = 5 on trouve 2.48832 el pour /1 = 10, 
cela donne 2.5937425. Pour n = 15 ça augmente encore (2.6328787). et 
pourri = 100, on obtient 2.7048138. 

Exemple 1 
; 

Que peuHm due de y = Il + .:1 - 1 lorsque x est Ifès poti t ? 

Ripell" : c'esl lfès proche de 3 vu que y = 3 + 3x + x'­

Exemple 2 
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Même chose pour )' YJ +2x-I-x 

~-I+x -

Réponse: l'astuce de la quantité conjuguée appliquée haut cl bas donne 

y ~ + J - x ~ 1. (uti liser l'exemple 0 et les propriétés des 
YI+2x+I+ .< 

ordres de gmndeur). 
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Enmple J 

Même che>se pour v = (ï"";2; + V 1 + 4>: - 2 - lx. Pour ce monslre 
- 1 1 -2>: + 1 1 -4.< - 2 + 3x 

ça ne marche pas avec un truc du style quantilé conjuguée . On com-

mence alors par évaluer z = ~ pour Il très peUl en faisant sortir 
des puissances de Il .u moins jusqu'à 1. deultième pour l'appliquer 'u 
nUméraleLU" el au dénominateur. 

D'après "exemple 0 on a z ~ 1 + e avec te o. D'où. si on met au carré, 

on trouve 2e + E' = Il ou encore E =" (t + '1) avec '1 = O. En rempla-

çant dans 2e + E' = u, on trouve que '1 = u (- t + fi) avec fi & O. 

Donc linalemenl l = ~ = 1 + 1 Il _1 u' + ,,'Il. 
2 8 

Si on applique ceci Il l'expression ci-dessus, on trouve facilement que 
Y" 1." 

Le $~coruJ frag/tlelll est plus abstrait. 1/ s 'intitule: 

"La notioD d.e convergente apparent,eu
. 

"Convergence apparente d", .ultes. 
Une suite réeUe associe il chaque entier nalurel n (évenluellemenl à par­
lir d'un départ autre que 0) un nombre rul noté un . Etudier sa conver­

gence apparente consiste à considérer les valeuJ".5 de la suite correspon· 
danl aux indices très grands. Plusieurs cboses peuvent arriver. Par 
exemple : 

- dans le cas de u, = l ces valeurs .0nllOUles très proches de O. 
" - dans le cas de uJl' = n ces valeurs sont toute.'i lrès grandes mais pas lrès 

proches l'une de l'aulre . 

• dans le cas de u,=I- 1)' +!r ces valeurs se groupent soit très près de 

J. soil très près de - 1. 

- dans le cas de u,= E~ avec e ttès petit Ii.é POSilif, ces valeun; sont 

"éparpillées" sur loulle demi-axe réel posittf modéré . 

Ces exemples suggèrenlles définitions suivanles : 

8uNetin APMEP nr " r 1 - JuiI181 , 997 
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Définition J. Une su.ite apparaît convtrgente si et stulemtnt si pour 
tout couple (p,q) d'indices tr~s grands, lu valeurs de la suite sont très 
proch .. l'une d. /'amre. 
Dans ce cas, IOul nombre réel très proche des valeurs de la suite corres­
pondllllt au. indices très grands, est appelé une limite appar<nte de la 
sUite. Si L est une limite apparenle, alors, pour tout E très petit, L + E est 
également une limite apparente. 

DfOnition 2. Um suite apparaît divergeflle vers l 'infini:si et seulement 
si us valeurs correspondant à du indices Ir~s grands .onl Irès 
grandes. 
Noter que la suite u. = &II avec E lrès peLit positif n'apparaît pas diver-

genle vers l'inlini, puisque pour J' indice égal il la pattle entière de i 
eUe prend une valeur très proche de 1 alors que pour des indkes beau­
coup plus grands la valeur prise est très grlIIIde. 

Théonme de Cauchy. Soil u. une Juill qui prend une valeur modérée 
pour ~haque indice modiri. Si la suite apparart convergente, ses 
lumtes apparentes sont modérées. 
En effel. si L est une limile apparente, alors pour 11 très grand u. est très 

proche de L. Supposons L très grand. Alors d'après l 'hypothèse, pour n 
modéré u. est inférieur à L - L D en résulLe que l' nsemble des entiers 
n tels que Un < L - 1 conuent tous les entiers modl!rés el aucun entier 

très grand. C'est un ensemble majoré d 'entiers, donc il admet un plus 
grlIIId élément m, nécessairement modéré. Alors il conlie ni aussi m + l , 
qui est modéré, e qui contredit 1. définition de m. Ainsi L ne peUl êlre 
très grand, pas pl us que son opposé. 

Convergence apparente de:s fonctions et <ontinuité apparente. 
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Définition 3, On dit qu '"ne fonclion dlfinie sur Ull inurvalle 
la - h , a + hl (avec h non Ip) apparaFr cOllvergenle "ers "ne limile L 
lorsque x tend vers a si et uu.lement s; l'imnge d~ tom point très proche 
de a. esl Ids proche tk L 
On dil dans ce cas que L est une limile apparente de flx) lorsque.< teod 
vers Q . 

Dénoltlon 4. On dit q,,'une fonctioll f : la. oo[ ..... IR avec a modérl 

apparait divergente vers l"infini lorsque x tend vers l'infini si II seule­
ment s; elle prend fine valeur très grande pour toute valeur très grande 

de x. Définilions analogues dans les autres cas. 
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Définition 5, On dit qu 'une fonctioTl définie sur UTI interva lle 
Jo - h , TI + h[ (avec h non très ~titl apparaît continue en a si et seule­
ment si l'imnge de tout point très procM de a est très proche de f(a). 

Une fonction apparatt contin.ue sur un intervalle si el seulement .si elle 
apparaît continue en chacun de ses points. 

E1<emples. 
(i) Les fancLians polynôme de degré modéré donl tous les coeffi­

cienls son l mod~rés apparaissent continues en tout point 
modéré. 

(ii) La fonclionf(x) = lU avec a très grand n'apparwl conÙDue en 
aucun poinL il en est de marne def(x) = , in(O.<). 

Théorème. SOil!: [a , bJ .... IR ulle fonctioll qui apparaît comillu, .ur 
(a ; bj. OTI supposef(a) < 0 et ftb)" O. AI"Ts il existe un paint inter­
médiaire c Ela, hJ tel que ft c) ~ O. 

En effet, si On subdivise l' intervalle par un nombre très grand de points 
consécutifs lels que Xi. , = x, il existe un plus grand indice, noté k tel 

quef(x"; < O. La conÙDullé apparente implique queftx,) - ftx, + ,1 ,. o. 
1\ en résulte que ftx,) ~ O. 

TbOOnme. Soie f .- [a , bl H IR Ufle function qui apparatt cominue en 

chaque point. Awrs il existe cEla , bJ lei qu'fic) apparaît comme lm 
majoranl de la fonction sur tout l'inlervalle. 
Cela signifie que pcur lout x de [a , b]. J1x) dépasseJlc) au plus d 'une 
valeur très petite.. 
La démooslra,ion uti lise Il nouveau une subdivision de l'intervalle. Elle 
est à peu pr~s évidenle." 

Le lroisièmt!fragmenl concerne 
"Les fonctions qui apparaissent lis"",," . 

TI est très abîmé. mais on peut facilement imaginer de quoi il s'agit : une 
fonction apparaît lisse en un poim si le rapport d'accroissement cotTespon­
dant à uo accroissemenl très pelll de 10 variable est modéré el ne dépend que 
très peu de cel accroissement. 

Un dernier fragment. encore plus abîmé. concerne "les ronCHons qUI 
apparaissent intégrables", en ce senS que les sommes de RIEMANN correspon· 
danl à diverses subdivisions fines de l'intervalle de définition ont des valeurs 
lrès proches. Apparemment les foncuons qui apparaissent continues sur un 
segment de longueur modérée apparaissent intégrables. 
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3 , Commentaire 
Dans ceUe malhématique sympathique, proche de l'intuition ot simple, 

que le lecteur complétera aisément, il est question de nombres réels très 
petits, t r~s grands, de suites el de fonctions qui apparaissent convergenus, 
de fonctions qui apparaissent continues. Le tout est assis sur la notio." priml· 
tive de nombre entier modéré, Il laquelle on attribue des propriétés qui sont 
directement inspirées de l'idée [nNitive qu'il y a des entiers que nous pou­
vons imaginer, les "outres" étant inimaginables _,. Sans pour autan t que cc 
concept flou, précieux pour rapprocber les mathématiques de la vie courante 
o~ abondent les considérations à base d'ordres de grandeur absolus, ne cor­
responde Il une coupure précise dans l'ensemble des entiers, 

Comment peut-on justifier l'intrOduction d'un tel concept dans le cadr. 
mathématique? 

La grande nouveaut~ (par rappon aux tentatives post-Icibnizienne pour 
définir les infinitésimau~) est que l' on ne définit pas la notion d'enlier modé­
ré d.ns le cadre de ZF, comme on défi nit par exemple la notion d'entier pair, 
Mais on enrichit seulement le langage du vocable "enlier modéré" (comme 
dans le cas d'une définition), et on enrichit 1. théorie en introduisant des 
axiomes supplémentaires qui sont suggérés par la m.lhématique informelle 
(dans le cas d'une définition l'axiome suppJ6menlaire correspond à un lhéo­
rème d'existence et d ' unicité), 

Dans la théorie plus riche ZF+ ainsi décrite, tous les éléments d ' analyse 
présentés dans J' e~trai t ci-dessus sont des lhéorèmes, 

Ainsi , en nous plaçant dans celte modeste extension du cadre mathéma­
ltque classique, nous avons déjà effectué un grand pas dans la résolution de 
notre problème didactique, tout cn renouant les fils brisés de l'histoire. En 
effet c'est par un caprice étonnant de l'histOire des mathématiques. qui 
s'explique a posteriori SI l'on regarde de l'ext~rieur le chenun hésitant que 
prend l'invention. que de telles notions na.turelles et merveilleusement 
féconde, ont été si longues à être clarifiées, après aVOIT prauquement disparu 
du discours pendant plus d'un siècle. 

Cependant, on peut ne pas accepter celle extension, pour diverses raisons. 
• Sentimentales : "j 'ai me la malhémaùque telle qu'elle est, si belle, si 

logique, si délicieusement compUquée ; je ne veux rien changer", 
• Dogmatiqlu!s : "on nia pas le droit de changer le contexte ~ ce serait trahir 

nos pères el ouvrir la pone 11 toutes les hérésies" , 
• Scientifiques; "ne risque-t-on pas d'intrOduire une contradiction dans la 

mathématique? J'en vuis une, évidente, énorme, rédhibitoire , Si j'ajoute 1 
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Il un entier modéré , j'obtiens encore un entier modéré. Donc par récurren­
ce, 10US les enUers sonl modérés. Une aUlre conlradiction évidente: 
l'ensemble des entiers modérés serail majoré par n' importe quel entier non 
modéré, donc aurail un derruer élémenl. Si je lui ajoule l, j'obtiens un 
modéré qui lui esl sup<!rieur ... " 

• CarrémtnJ .savanl : . 1 les Conlr3dtctions relevées par notre éminent col­
lègue ne me semblent pas sérieuses. En fai~ ln récurrence ne doil pas flte 
appliquée li n' impone quelle prOJ]riété. mais seulemenl Il ce lles qui s' expri· 
menl dru" le langage classique, ce qui n' esl J]3S le cas du concepl d'entier 
modéré. De même roe n ne permel d 'affirmer que les entiers modérés 
constituent un sous· enscmble de l'ensemble des emiers naturels. Pour 
consuluer un Ici sous ensemble, il faul séleclionner les élémems par une 
propriété du langage classique. A conltaroo, cela montre qu'il n' y a pas 
d 'ensemble des entiers modérés. Cependant, j'ai quand même un doule 
sérieux : en .dmellanl que le conlellte élendu n ' amène J]3S de conltadiction 
qui ne serail pas déjà présenle d.ns le conleXte classique, eSI-on certain 
que le conlexle élendu ne modifie pas l' ancienne mathématique? Je veu. 
dire par III qu'un énoncé du langage classique pourrail êlte un théorème 
dans le conlexte étendu sans que l'on puisse le démontrer dans l'anc,en 
contexte. En d'autres lerroes, voire extension esl-elle conservative ? .. 

La réponse est olli! La lhéone ZF+ n'est en effet qu ' un pâle sous-produit 
de la théorie IST, laquelle a été prouvée consecvative. Donc, du côté logique, 
les chose sont Qussi parfll1temenl fondées que l'est ZF elle-même. Si l' on 
accept. celle-ci comme base de 1. pratique mathématique, aucun argument 
de logique ne s'oppose à accepter IST , donc susi el seulement si ZF+. 

Du point de vue didacLique. les extraits ci ~ dcssus mettent en I!v idence le 
bénéfice considérable que l'on peut attendre du conteXle étendu ail l'analyse 
s 'exprime en termes d'ordre de gr.1J1deur. Le contenu scientifique de la 
notion de lunite (au sens de son applicabihté à la modélisatioo des phéno­
m~nes) devieO! accessible Il un élève capable de raisonner dans le sens duect. 
Il la manière d'un calcul par étapes successives, mais incapable de produire 
un raisonnement d ' analyse classique oil Il faut "vou" globalement le chemin 
gagnant en remontant de la conclusion vers les hypothèses dans un graphe 
logique où à chaque sommet il y • divers choix possibles dont la plupart 
m~nen( à une impasse ... 

Le contexte ains i étendu (avec quelques renforcements présentés dans la 
brochure [LMMj impliquant par exemple l'exlension il >0' de l' axiome (iii )) 
permet donc d'aborder avec d~ outils nouveaux (de nature scientifique et 

non pédagogilJue) l'un des problèmes majeurs de la didactique des mathéma-
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tiques confrontée à l'extension relativemen[ massive des études secondaires 
dans lu jeunesse. En effeL, si l'on ne veut pas réduire l'apprentissage des 
mathématiques à celle de calculs algébriques, mais aussi introduire un calcul 
de limites de suites et fonctions, ossoni de "éritables raisonnements d'analy­
se, il raut rendre ceUe analyse plus "algébrique". Les artifices d 'inspiration 
pédagogIque introduits dans la dernière décennie ne font qu'aggraver la dif­
ficulté en coupanl davantage les notions fonnelles des Idées UItUltiVes, ce qUJ 
éloigne également les élèves les plus doués de 13 vmie nature des mathéma­
tiques : nusonner sur des concepts abstraits clairement délimités et ISSUS du 
contexte sClonti(ique, solon une logique explicitement précisée. Au contraire. 
l'extension du contexte mathématique que nOUS proposons, irréprochable du 
point de vue logique ct riche de contenu scientifique, nlgtbn sc une part sub­
SlantieHe de l'ooalyse des limites (bien au-delà de la matière que les pro­
gmmmes passés ct présents ont osé introduire au Lycée). 

Dans la première partic: de la brochure, nous insistOns (onc:meOI sur l' analyse 
des ordres de grandeur sur des expre~ions num~riques sans introduire comme 
C'i.dcssus les oollons fonctionnelles de convergence apparcole, Celles-ci ne iOnt 
en fDII qu'un simple habillage en termes de fonctions de constats sur des 
c"pres ions numbiques. Nous ayoru \'oulu montrer Ici qu'en fait on pouvait 
aller assez lom en termes d'ordres de grandeur, en ~montranl des th~o~mes 
profonds qui contiennent déjà l'essentiel des th~orèmes correspondants de 
l'analyse classique, Mais clans un premier temps une étude très soignée de nom· 
breuses expressions numériques nous paroît beaucoup plus Imponanle que 
l'Introduction d'un v ocabulall'~ mtcrm~dilure. préa1able aux noUons clasSiques 
de bOUle. 

4. Le second niveau d'exten ion 
II reS1e à meUre n évidence rarticulalion enlre ('analyse CD termeS 

d'ordres de grandeur, et l' analyse en 'ermes de limites définies en tennes 
classiques. Pour cela un .second niveau d'extension est nécessaire. nenement 
plus sophistiqué. (nsistons sur le fait que, aion; que la première extension CSt 
suffisante pour quiconque a besoin d' une nouon de limite pour modéliser un 
phénomène prnLique, la seconde est presque exclusivemenl hée aux besoins 
des mathématiques. Elle ne devrait donc être introduite que dans le cadre 
d 'études à COnnotaUoa mathématique forte , les au!rCS besoins pouv.n' être 
couverts par le rccoun; aux ordres de grandeur. 

L'idée de base est d'ériger en axiome les propriétés informelles de la 
noûon d'objtt mathématique défini th manière unique. 

On introduie à celle ftn le qualificatif nouveau bien déterminé (en abrégé 

bd) et à son sujet les trois schémas d'axiome (c 'est à dire des axiomes où 
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apparaîl une propriélé arbilmite) de Iransteri, d'idéalisalion el de ditermina­
lion. Ceci dtcril la théorie appelte ZFE dans notre ouvrage. 

Une conséquence immédiate en esl que la no tion d '~/l1jer bd vénfie les 
axiomes COncernant la notion d 'enlier modéré. e'esl pourquoi dans le der· 
nier contexte, on peul définir les ordres de grandeur en définjs.sant "entier 
modéré" par "entier bd", ce qui fail de ZFE une cxlcn,ion de ZF+. Notons 
cependant que les réels modérés ne sont pas IOUS bd, car un réel positif très 
peOl ne peul Site bd, sinon il serait plus petit que sa moitié. DlI11s ce contexte 
les entiers uè, grands SOnt ceux qui ne sonl pas bd. Ainsi ceUe théorie fonna­
use en particulier l'idée contenue dans I"cxpressioD ancienne ,; nlier indéfi­
niment grand" que l'on lrouve ~hcz certains auteurs. mais qui ne s'étend pas 
aux réels. 

La théorie ZFE est eUe ausi el seulement si un affaiblissement de la théo­
rie lST. Elle est donc une eXlension conservative de ZF, ce qui, du point de 
vue logique, en justifie l'usage comme référence de la prallque mathéma­
tique aussi bien que celle de ZF. 

Nous renvoyons à la brochufè le lecteur intéressé. Disons seulement 'lue dans 
ZFE la compl~ludo du corps des réels. s.'exprime dans to fail que IOul rfc:l modé· 
~ est lrèS proche d'un unique réel bd. que nous appelons SOn ombre . 

Grâce au transfen, on montre qu ' une suite bd attribue une valeur bd " 
toul indice bd. Il en r&ulte (voir le théorème dil ci-dessus "de Cauchy") que 
si la su.i te apparrut convergente, ses valeurs pour les indices lrès grands sont 
IOules très proches de leur ombre commune que l' on appelle limile de la 
suile. On monue ensui te en utilisanl le transfert el l'idéalisation que ceUe 
limile érifie la définition classique de la limite en lennes d 'epsilon-delta, 
laquelle s'applique à tOutes les suiles, bd ou pas. 

Mais en fait , grâce au uansfen, pour démontrer un théorème général sur 
les suites, il surfit de le dtmonu-er pour les suites bd. Pour celles-ci , On peut, 
si on le désire, util iser la caracléns81ion de la convergence en termes 
d'ordres de grandeur, ce qui rend souvent la dtmonslmuon plus directe, et 
pour cela plus fa ile "invenler". 

Pour tenruner cette brève présentalJon, voici quelques éléments d'analyse 
concernant les fonctions continues. Elles donnent 1. tOn du type de raisonne­
menl que l'on peut faire . 

En uulisam le transfen et l' idéali sation on mOntre que, pour qu ' une fonc­
lion bien détcnninte f dttinÎC sur un imervalle bien détenniné le-II , e + hl 
SOil conllnue en un point bien détcnniné c il raut el il suffit que, pour .< u-ès 
proche de c,/fx) soit très proche def(c). 

Proposition: si f"l comilla. ell c el g <II [(c) alors la composé< go! est 
continue en c. 
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Démonstration. Par mm.fert il sumt de démontrer l'afllnnalion pour /. 
g, c bien détenninés. 

La caraclêrisation ci-dessus de la continuité s'applique alors : pour tout .. t 
très proche de on aJfx) très proche def(c) et donc g(j(x)) très près de 
g(j(c)). ce qUJ montre la continuité de la composée. 

Théorème dèS valeurs intennédiaires : Pour tome fonction continue f 
définie sur un inlervalle (a,hl e/lelle queJfa) < 0, Jfh) >0, il exisle UII réel c 
dans l'i/l/ervalle {a,bl ul quej(c)=O. 

Par transfert. on peut sans restreindre la généralitt, supposer J, a et b, 
(c 'est.à·dire les constantes de l'énoncé), bien déterminés. Un partage en un 
nombre très grand n d'intervalles ég,,,,, fournit un demie, point de partage x, 

tel que !(x,) < O. Donc f(x, + ,l '" 0 e t x.u , = x, L'ombre commune 

e = "Xi = "",., vérifiej(c) ~ 0 en raison de la continuité defen c. Mai,Jfc) 

est bd, donc nul car un nombce céel bd ct très proche de 0 aurait un écart à 0 
plus petit que lOut céel bd, donc que lui·même (en valeur absolue). 

Théorème: Toule f onclioll contillue f définie sur UII intervalle l a , bl 
admel rm maximum dans cel inttrvalle. 

Par transfen. on peU l sc. restreindre au cas d'une fonction bd sur un inter­
valle bd. Partageons l' interval le par un nombre fini et Irès grand de points Xi 

tels que Xi. ! = Xi' L'ensemble fini desftx,) admet un maximum ftx.J. Or tout 

tltmenl x de [a,bl CSI COntenu dans l' un des in tervalles [xi " Xi.,] . On a alorS 

ftx )= j(x,) .. ftx,) ~ f("x,) - M. Si x est bd on a doncj(x)" M . Par transfert 

ce!.a suffit pour que f soi t majorée par la valeur M qui est atteinte en "x,. 

5 , Avertissement 
Notre brochure semble re lativement agréable à lire mais exige du lecteur 

un effort important de: clatlfication en ce qui concerne la conception des 
mathématiques qu'il pratique. On ne peut pas bâtir sur des idées faus ses, 
bien que l'on puisse vivre avec eUes tant que leurs défauts ne portent pas à 
conséquences. En fait la difficulté de l' approche en tennes d'ordres de gran· 
deur ne provient pa~ de la nouveauté des concepts. ni de leur maniement, 
mais des erreurs d'interprétaLÎon que J'on peUl commettre si l 'on n'a pas bien 
com pris la mathématique classique. L 'une des erreurs les plus criantes 
concerne la récurrence. que l'on confond souvent avec Pidée intuitive de 
"monter l'escalier marche après marche" . 

Pour tcnninerr une ultime précision ; notre brochure n'est pas un livre sur 
la pédagogie des mathématiques, mais sur leur cOI/tenu. Elle fournil la base 
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d'une didactique nouvelle, servie par une p&lagogie qui reste à mellre au 
point par les professeurs de mathématiques lorsque. un jour que nous espé· 
rons proche, une prise de conscience suf!isante aura conduit à uoe modifica· 
tIon adéquate des programmes. Pour le moment il importe de réfléchir 
ensemble, de discuter notre proposition, d'ID1agioer le renouvellement péda­
gogique q u'elle implique et d'en expérimenter les effets de manière scientifi­
quement cohtrente, ce qui dev""t éviter les dérapages dus à un enthousiasme 
mal maîtrisé. N ous sommes t:vidernment ouverts à Coules les suggestions 
dans ce sens. 
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