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Dans les logicieLs de COIISIrucIion permeIIanl tU nU1llipuier tUs objels géo­
mhriqu.es, le cas des droites pose UII problème différent de cdrû des pain/s. 
En effet, la possibilité d'action directe sur ,me droite à "aide de la souri$ 
fair intelVeniria rop%gie de la variété des droiles de IR qu 'on peUl tUcrire 
dt! manière simple e, imagée. 

Introduction 
Dans un logiciel de construction géométrique mathématique comme 

GEOPLAN ou de construction géométnque comme CABRI-GEOMETRE 
oU d' OUlleS, les éléments mobiles des figures (points, droites, cerc les, éven­
luellement scalaires etc,.) peuvent être assimilés 11 des variables prenanl leurs 
valeurs respectivement dans l'ensemble dos points du plan, d.ns celui des 
droiles ou celui des cercles du plan, dans l' ensemble des réels elC . Parmi ces 
léments mobiles, on lfouve les poinls libres dans le plan, qui sOnt des 

v8t.Jobles «indépendantes)). Ces pOlnts li bres peuvent être «pilotés» Ou 

~mnnipulé.s.1 de manière naturelle et simple au d avier ou à la souris. 

1 Certalns distinguem le «piloUlge. par lintennédiairc du clavier ou d'aulre codage de 
la «manipulation cilrectc>t qui se fail à ln souris_ 
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Pourquoi .de manière naturelle et simple .. ? Parce que le pilotage ou la 
rnarupuJatioo d'un potnt llbre respecte des critères Întwtlfs de biJecuvité et 
de continuité entre les actions physiquCli de l'acteur ct la position du point. 

Lors de la réalisation de GEOPLAN. J'équipe responsable s'est posé la 
question de la manipulation (à la ,ouris) des droites, des cercles ele .... 
Comme un cercle du plan dépend de trois paramètres numériques indépen, 
dants, la que,tion de la b'JeclIon sImple et naturelle enlre l'ensemble des 
cercles el celles des posi tions du curseur de la .ouns est vi le réglée Il faut y 
renoncer. 

Le problème eSI moins clair pour ce qui 0,1 d'une droite qu'on peut effec­
uvement caractériser à l'aIde de deux paramètres numéroques, tout comme 
on peul le faire pour la position du curseur de la souris, Ccpcndrun Si on y 
regarde de plus près , on a des ennuis en essayant de créer une bijec tion .res­
peclanl les proximités» (c 'esl à dire un homéomorphisme, une fois les topo­
logies précisées) entre une région du plan affine (qu 'on pouvait assimiler à 
l'ensemble ùes positions du curseur de la souris) et l'ensemble des droiles du 
plan affine. En effet, si on impose 1. bijectivilé, on se heune à des problèmes 
de continuité qui font que deux droites _voisines» peuvent correspondre à 
deux p<lSIUOns _élOIgnées> de la souris et, de même si on impose la continui­
té. on se heune à des problème, de bijecuvllt (comme c'est ln cas nvec la 
descriptoon d'une droite de IR' par S3 pente t SOn ordonnée à l'origine qui 
respecte blt:o la proxmult mluiuve des droites. mais oublie les droites verti­
cales). 

Ces dIfficultés onl une origine malhématique qui est dan. la nalure topo­
logique «nnturelle > de l'ensemble des droite, de IR2 ct dont lu descripuon 
flUt l'objet des paragrnphes suivants. 

Dans ce lexIe, On suppose le pl," affine muni d'un repère fixe . On peut 
donc asslmi 1er ce plan repéré à lR2 . 

Variété de toutes les droites de IRl 
Considérons la fi gure constituée d 'une variable réelle Il dans [D, n[. 

d' une variable réelle. et de la droite D d'équation cos(l/)X + sin(u)Y = v . 
Quand u el v prennenl toutes les valeurs possibles, la droite variable D décril 
l'ensemble de 10u"" Jes droites fixes de JR2. L'application qui fait corres­
pondre au coup le (Il , v) la droilcD est une bijection de l'ensemble 
[D, n[ x IR vers l'ensemble de Ioules les droites de IRl. 

En effel, pour chaque droite d' équation aX + br + c = 0, qwne 11 changer 
tous les signes. on peUl supposer b ~ 0 et on peUl aussi nllnbucr à cene droi­

te l'équation 
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a X+ b y = c 

-Va'+b
l 

-Va'+b ' -Val + h' 
et il existe un unique nombre u dons [0, Jt[ tel que 

cos(u) a et sin(u) = b 
,; al + b 2 ~ 0

2 
+ b 

1 

Plus géométriquement, cette bijection est simplement basée sur le fo it 
que chaque droite de 1R2 admet un vecteur unitaire nonnal qui fait un angle 
avec le veCteur unitaire de l'axe des abscjsses ayant une nlcsure u dans 
[0, 1t[. Le nombre y est alors ('abscisse, avec Cc vecteur normal comme unit~t 
du pied de la perpendiculaire issue de l'origine à la droite. 

y Sans entrer dans les d~Hl i l s. 

o 

nouS admcllfons que}' ensemble 
des droites de IW peut être mum 
d' une topologie naturelle. Cette 
topo logie rend voisines deu~ 
droites telles que les projections 
orthQgonrues de l'origine sur ces 
droites soient vois mes et dont Jes 
directions sont voisines1 (c 'est-à­
di re que l'angle de droites admet 
une mesure proche de 0). 

Si a est un nombre de [0, 111 et proche y 
de 11 alors la droite d'équation cos(a)X + 
s in(a)Y = - 1 et la droite d 'équation 
X:;;; 1 sont voisines au senS précédent 

Cependant, les deux couples (u, v )~~~_~~",=+-,I'-~ __ ~ 
correspondant à ces d c u ~ droites dans 1. 0 
bijection précédente sont (a , - 1) et (0, 1) 
qui ne sont pas proches dans IW. 

Ce phénomène se produit pOur chaque paire de droites qui correspondent 
à deux couples de nombres (u, v) et (u ', v') de [D, lI[ x IR tel, que Il est 
proche de 0 alors que Il' est proche de x tandis que v + y'cst proche de O. 
Avec la métrique de IR' , ces d eu~ couples sont séparés par une distance 
d"environ 11: ou plus. 

2 Les deux conditions sont nécessaires car deu.x: droites dom la distance 0 I"origine est 
peille peuvent être par exemple perpendiculaires. donc ne pas aue o.:proches». 
Inversement, deux drMes parnllêles peuvenl êlIe à une grande dislance l'une de 
l'autre. 
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Pour rendre comple de la notion de prollimilé dans l'ensemble des droiles 
de JR2, il faul donc «rendre proche» le' couples du lype précédent. Cela 
reVlenl. pour la bande [0, n[ x lRà «recoller. la droite verticale d 'abscisse n 
avec celle d'abscisse 0, mais en identifianl les poml.S (0, v) el (1t, - v), c'e 1-

à&dlfe en faisan t un retournement avant de recoller. La SlJUcture blenue eSl 
ce qu'on appelle une surface de Moeblus. 

Les droites rencontrant le cercle trigonométrique 
En adaptant l'exemple l, on peut représenter une telle droite par l'équa· 

tian cos(u)X + sin(u)Y:::. \' où II vane encore dans rO. n[, mais où '" varie iCI 

dans [- l , +1], 

La variété ainsi définie peut êu-e obtenue en recollam (O) x [- l , 1] el 
{1t1 x (- 1. 1], mais celte fois avec un reloumement ; c'est une bande de 
Moebius' . 

Les droites passant pal' l'origine 
C'est encore une sous-variété de la surface de Moebius de l'exemple 1 : 

Il suffit de prendre J' = 0 dans l'équation générale, La droite en queslion est 
donc la pe'l"'ndiculaire en 0 au vecleur unitaire (005(") , sin(u», où u varie 
dans 10, n[ . Pour rendre compte de la topologIe de l'exemple l, on doil recol· 
1er 101 avec {1t} on obtient donc topologiquement un cercle. 

Une telle dro ite peut être vue cooune la pero 
pendiculaire en 0 à 1. droite OP, où P décnl le 
cercle de centre (0, 1) ct de rnyon 1 (quand P 
vient en O. il faul prolonger par conlÎnuHé l'exis­
tence de la droite OP CD prenant sa limite, c'c!:.t­
à-dIre la langente en 0 nu cercle qui donne la 
droite x ; 0 par perpendlculnrtté). 

p 

10n &nn bIen que. conlnurcment à l'exemple 1. la van~lé oblenue (3\1ec les bords) est 
compacle et donc immersrble dans IR). Cest pourqUOI R005 aVIons utilIsé le lermt de 
_surg-face de Moebius~> dans Je premier ca!J. . 
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Les droites ne passant pas par l'or igine et rencontrant le 
cercle trigonométrique 

Une leUe droile ne passanl pas par l'ori­
gine peut s'obtenir par l'équation cos(u)X 
+ SlO(U)Y == V où celte fois u est une variable 
dans [0, 2n[ el vune variable dans ]0, 1] (le 
veCleur de coordonnées (co.(u), sin(u» esl 
un vecleur nonnal Cl le nombre \' es t l'abs­
cisse, avec ce vecteur unitaire, du poim O. 
projection orthogonale de l' origine sut la 
droile. 

On 3 donc ains i une bijection de l'ensemble des droiles dom la di.lllnce il 
l'origine eSI inférieure à 1 et slrictemenl posirive avec la bande [O,2nl x 10,1) 
Du poinl de vue lopologique, il eSI clair qu 'il raUI recoller (sans reloume­
menl) les côtés (O) x JO. 1] el (2n) x JO, 1] 

On obtienl IUtISI une bande orientable, homtomorphe Il une tranche de 
cylindre. 

Remarqu~ ; la bande est ouvene du côlé \J := O. On aurait pu éviter ceci en 
prenant l'ensemble des droites qui rencont.rcnt une couronne centrée à l 'ori~ 

gine. c 'est-à-dire, par exemple, donl la dislance Il l'ongine cSl dans l'inler· 
valle [l, 2]. 

Cet ensemble des droites renCOnlranl le cercle lrigonOm~lnque et ne pas­
sanl pas par l'origine s'obtienl comme complémenlll1rC de l'ensemble des 
drolles passa nI par l'origine (exemple 3) par rapport à celui de toules les 
droites renCOntrant le cerde trigonométrique (exemple 2), Nous allons iUu.­
trer cci dans le paragraphe suivan~ 

Interprétation du découpage de la bande de Moebius 
Découpons la bande de Moebius de l'exemple 2 suivanl le «cercle .. v = 0 

(el supprimons les pomts de 1. coupure). Nou. inlerd isons aJors à une droite 
représent~. par un point de ln variél~ de passer par J'origine, ce qui corres­

pond à "exemple 4. US couples (u, ,,) corre pondants aux droites onsidé-
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rées vérifient donc SOil v > 0 soit li <: o. Nous pouvons alors faire corres­
pondre à un leI couple soil le Ou pie (Il, v) SI v> 0, oit le couple (Il +1t,- v) si 
v < O. Nous retrouvons ainsi la bande o rientable de l'exemple 2 : le bord 
constitué des couples (li, v) avec 0 < "< 1 dOIt être recollé au bord constitué 
des couples (O. v) avec - 1 <: \J < 0 avec un retournement., mais le bord ~onsti­
tué des couples (.t, v) avec - 1 < \. < 0 dOl! être recollé aU bord constitué de, 
couples (0, v) avec 0 <v <1 avec aussi retournement, ce gui annule topologi­
quement l'efliel du premier reloumemenl. 

l (14 v 1 > 

J~? \ -Y 
V 1 1 

/ • 
(II, ... ) ..... ec" <0 J lu- .. -·,I 

R .. marques 

1 D Ce découpage peut être fait à panir de la surface de MoeblUs de 
j'exemple 1. On obtient alors un cylindre. 

2° Si, au lieu de s'jntéresser aux droites de JR2, on considère les droites 
orientées, alors la variété oblenue est un cylindre : ch.que droite orientée 
peut être représentée par un couple (u v) de [0, 211[ x lR où u est une mesure 
de Pangle du vecteur unit.a.ire directement perpendkulwre à la droite orienté 
avec l'axe des abscisses et v l' abscisse du pied de la perpendiculaire menée 
de l'origine à la droite, meslU'ée avec e vecteur unitaire. On doit alors recol­
ler {O} x IR avec (2111 x IR. sans faire de retournement. 

3° On sent ains i que la propriété de n'être pas orientable de la variété des 
droites affilies de IR" tient au rai t qu'il est possible de faire coïncider une 
droite avec eHe-même par un rnouvemenl continu de demi-tour. On passe 
alors nécessairem.ent par une position qui çontient l'origjne ; si on retire les 
droiles passant par l'origine, On ne peut plus faire ce demi- tour et on doit 
alors faire au mOins un tour complet (en «contournant» l'origme) pour reve­

nir à la droite de d~pan . On retrouve alors une situation ressemblant topolo­
giquement à celle des droites orientées, qui demandent auss i un tour complet 
pour revenir à la même position. 
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4' L'ensemble de IOUles les droites de IR'- ,'obtienl eD retirant la droite de 
l'infini de l'ensemble de toutes les droites du plan projectif réel qui est 
homéomorphe au plan projectif réellui-m!me. Or c'est un exercice classique 
que de montrer qu'un plan projectif réel dont On a retiré un point est unc sur­
face de Moebius ; on retrouve ainSI le résultat de l'exemple 1. 

5' La complexité (relative) de la situation n'est sans doute pas étrangère à 
cenaines difficultés de nos 61èves concernant les équations de droites. en 
particulier pour ce qui est de l'i ntérêt de l'utilisation de trois paramètres. 
«homogènes» pour écrire l'équation génémle d'une droite, 

6' Cc n'ost pas pour des misons topologiques que les droite, ne sont pas 
manipulables directement dans GEOPLAN, il s'agit d' un choix simplifica­
teur (les objets de base sont des points) qui peut d'ailleurs être remis en 
cause dans des versions ultérieures si la nécessité s'en impose. 
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? Problème des timbres-poste (p_ 57) 
(Enoncé dans ce BulletJ(j 

Une bande de cinq limbres peut être pliée de 14 façons dH-
férenles, si l'on ne dis~ngue pas les deux cOtés des l imbres (ou 
si les deux faces sonl identiques). 

Pour une bande de 6 IImbres, le nombre de pliages est égal 
à 38 el pour 7 limbres à 120. On ne connail acluellement pas 
de formule pour n timbres. 
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