
ATELIER M14 
Fondements pour un enseignement de 

l'Analyse en termes d'ordre de grandeur 
Abdenacer MAKHLOUF • Etienne MEYER 

L'objecti f de ces ateliers t la présentation d'une alternative à l'ensei­
gnement de l'Analyse. utilisant le~ inflnitéstmau.x . Contenue dans lu brocbure 
APMEP nlO 103 : "Fondeme1l1 pour UII enseignemem de l'A1Ialyse ell /ermes 
d·ordr., de gralldeur " les réds dévot/és" par R.LuLL, A. Makhlouf et E. 
Meyer. 

L'intervention est organisée sur deux séances. la première séance est 
consacree aux mouvations el il. un développement de j'aspect numérique de 
l'Analyse et une deu><ième séance est consacrée à l' aspect fonctionnel avec 
l'établissement de l' tquivaleoce enlre le point de vue infiniltsimal et le point 
de vue classIque. 

L'aventure des inf'mitésimaux 
Il s'agit d'un retour aux sources de l'Analy.e 1\ la manihe de leibniz. La 

d~IiOltion de limite en vogue au xvrn- siècle ulilisalt les infinitésimaux . Ces 
quantités dépourvues de fondement logique sont tombées en dtsuétude, et la 
nOUon de limite a trouvé unc autre définition 11 l'aide des i négatit~s. Celle 
.pproche, irréprochable sur le plan de la logique, n'cSt pas conforme à J'idée 
in tuili ve de la limite et conduit à des raisonnements contravariants (lorsqu'on 
fai t un calcul, on ne connatt pas 11 chaque étape le résultat auquel on va abou­
tir : c 'est une démarche covariante ~ au contraire. dans un rOJsonnemenl 
contravariant. il fnul connaitre avec précision le but atteindre). Les Infinné­
simaux ont reapparu et sont réhabIlités par le logicie n A. Robinson (1960) en 
proposant un modèle non standard de rtel> el en fondan t l'Analyse non 
standard. Un point de vue fOrmel de l'Analyse Non standard est proposé par 
E.Nel son (1977), Il s'agit d ' une ex tenSIOn de la théorie de Zermelo et 
Franckel en adjoignant le prtdicat standlll'd et trOIS lUiomes qui le régissenL 
Ces idées infinitésimales onl eu une féconduc! reconnue dans de nombreux 
domrunes de la recherche mathématique; une application didactique s'impo­
se. A cet effet, un cadre élémentaire, inspiré de J'Analyse non standard av"" 
un vocabulrure plus approprit, cst presenté dans la brochure citée ci-dessus. 
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Réhabilitation de l'aspect numérique en Analyse 
A partir de l 'exemple "si la limite de f(x) est égale à 0 quand x tend vers 

a alors Ja limite de r(x2) est égale il 0 quand x tend vers 0", on compare les 
différente. démonstrations : la démonstration classique qui est difficile à pré­
senter à des élèves de lycée. la démonstration heuristique qui traduit bien 
l'idée intuitive mrus qui ne s'éenl pas en tennes malhfmatiques classiques et 
la démonslJUtion infinuésimale qui est simple. directe el transcrit malhémati­
quement la démonstration heurisuque. CCI exemple donne le ton de ce que 
vont être les démonstrations dans un environnement ou les infinitésimaux 
existent. 

Une extension faible permet d'inlrodujre la notion de grandeur dans 
l'ensemble des entiers naturels. On a ainSI des enliers naturels modérés e t des 
entiers naturels très grands. Celle nolion d'ordre de grandeur est élargie aux 
rauonnels et aux réels. On a ainsi des nombres réels très grands et des 
nombres réels très petits; les nombres réels non très grands sont dits modé­
rés. On Introduit égaJcment une notion de proXJmhé, .x très proche de y. 
accompagnée de règles d'approx1Jllation très simples à découvrir et à démon­
trer. Un travail sur la nature d 'expressions algébriques dépendantes d'un 
nombre x très grand ou très peUt ou très proche d'un nombre donné r permet 
de r.ire de l'Analyse sur les nombres et prépare ninsi à l'étape fonellonnelle 
suivante. On démontre par exemple que si z = racine( 1 +xl où x est un 
nombre très pelit alors z = l+xI2(1 +t) où 1 eSt un nombre très petil On réagit 
immédiatement en disant que ce qu'on obùent est un développement lLflli té, 
or dans la démonstration on nc fail que des manipulations algébriques sur 
des nombres sans parler un seul instant de fonction ru de ses dérivées. Le 
,raitement "à la main" d'expressIons numénques prépare évidemment !' élève 
à un apprentissage plus faed. do l'Analyse. Par la sUl,e l' aceen, scr. mis plus 
sur la notion elle-même que sur le calcul qui l' accompagne. 

Le cadre avec les ordres de grandeur cst insuffisant pour faire toute 
l' Analyse habituelle; il est impossible par exemple de distinguer les 
nombres réels de la forme 3+t où 1 est très pelit. n second niveau d'exten ­
sion est nécessaire. 

L'aspect fonctionnel de l'Analyse 
Dans le nouveau cadre appelé ZFE, nouS avons des réels bien déterminés 

par c:xemple 3 el des réels non bien détermin~s par exemple 3+1 où 1 est un 
réel très petit et non nul. On retrouve naturellement les ordres de grandeur et 
toute l 'analyse approxlolQtive qui \'ont permetLre de définir les divers 

concepts de l' Analyse. Ainsi, la définition de limite est éJablie comme nous 
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le suggère l'intullIOn et les calculs se fOOl à l'inSlor de l'analyse approximati. 
ve sur les nombres. On montre également uoe équivalene<: entre la définition 
classiq ue et la définition infinitésimale de la limite pour les fonctions bten 
dé terminées (celles qu'on étudie au lycée). Le> théorèmes clasSIques de 
l'Analyse (théorème des valeu~ int.ennédiaires. toule fonction continue sur 
un intervalle femlé est bornée. toute suite croissante el majorée est conver­
genle ... ) possède dans le cadre de ZFE des Mmonstrat ions d'uo l)'PC nou· 
veau accessible il un élève de lycée. 

La pluport des réactions des participants aux deux ateuers onl concerné 
l'applicabilité de cetle approche il l'heure actuelle. Nous avons jeté les bases 
d'un nouvel enseignemenl de l'Analyse et nous voulons qu'un débat de fond 
s'ouvre pamli les profe,seurs afin de bâtir une pédagogte cohérente. li c;t 
clair que !>taucoup de tra,'rul reste à faire afin d'élaborer d., documents uti· 
IIsables par l' nseignant et des expérimentations sonl à mener avec des vrais 
élèves ct pcut·être des profess<urs non rompus il ce genre de prauqucs. 

Quelques échanges ont eu lieu égalemenl sur le point de vue adopté pour 
l'approche théorique de nQlre part. Certains parucipants pen. enl qu'une 
approche issue des Iravaux de Robinson (on enrichi t l'ensemble des réel, 
d'éléments nouveaux) CSt préférable à celle que nous avons présentée. issue 
de. Ira vaux d. cl.on (on ne change pas l'ensemble des réels, mais on enri· 
chit le langage d'un nouveau prédicat). La question n'est pas tranchée : on 
PCUt souhailer dans e cadre· là aussi des expérimentations (e t l'élaboration 
préalable des fondements pour une approche 6Iément.ire, comme DOU' 

l'avons fait pour le point de vue adopté). 

Puisse l' APMEP contribuer aux échanges et il la réflexion sur ces Ira· 
vaux. 
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