
ATELIER M23 
Du géométrique au numérique: 

Euclide - Dedekind, qui a inventé les réels? 
Michel HENRY 

IREM de Besançon 

Ce compte rendu d'aleuer présente le plnn ommcnté de l'exposé et ren­
voie aux ouvrages de réfé rence pour trouver les document!, qui ont rnit 
l'objet du tr,vatl en .éance. 

Le point de départ de l' atel ier était de montrer la ré",nce implicite el 
nécessaire des nombres réels dans la géométrie d'Euclide. UJ propriélé des 
1 igne. proportionnelles, appelée dans nos classes "théorème de Thalès" eris­
lalli,e Ce problème. 

Commenl Euclide l'obtient-il sans un recours exphcl te aux réds ? 
Quelle interprétll~on les géomètres du XVU' siècle en onl-ils donné '! 
Quel impact sur cette question de la philosophie des "gens de Pon 

Royal" ? 
Quel écl3Jrage nouveau Legendre appone-t-il nu début du XIX' siècle n 

reprenanl 1. méthode des aires '1 
A quel puint la théori e des proportions d'Eudoxe ' -l-elle inspiré 

Dedekind pour fonder sa théorie des coupures et donner une ex istence 
constructive aux nombres réels? 

L'ate lier, par un parcours historique, avail pour bUI de présenler des 
réponses à ces qucsllOns, e~traJ lè s. des textes authenlique . pour monlft:T cn 
quoi le géométrique était, dès Euclide, poneur du développemen , du numé­
rique. Le plan de l'ateli .. fut le ,uivan, : 

1 - Pythagore et Thalès par la méthode des aires dans le •• Iéments 
d'Euclide 

LI - Dans Pythagore, pas de numérique 
a) Brève présentation du Livre 1 des éléments : la 5- demande, Ics 

cas d'égail lé des triangles par superposition, les premIères proprlélé. du 
parallélisme, comparaisons d'aires par découpages e t regroupements, la pro­
prlélé de base de la méthode des aires: deux triangles de même sommel c t 
dont les côtés opposés SOnl de longueurs égale., el sont portés par la même 
droite l sont dOrures égales. 

h) Petile incursIOn dans les "é/éll/ells de géométrie" de ClairaUl 
(1753), le mème résultat découle de la définitIon de l'aire d u rectangle 
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comme produil de 1. longueur par ln largeur, Approche pragm.uque fonda­
mentalement différellle de celle d'EuclIde, 

c) La démoll>lration par Euclide du "théorème de Pythagore" (der­
nière proposition du Livre 1) par la méthode des aires: pas d'appel 11 une 
mesure de grandeur quelle quelle soh. Au contraire , dans nos classes 
Pythagore est associé trh directemenl au t.ravail sur le numérique, comme 
suppon du fonctionnement de la racine carrée. 

1.2 - Thalb ' quds préeequis 0 

al Présentation du début du Livre VI des éléments : démonstration 
uès simple de la proposition il (théorème de Thalès) par 13 méthode des 
aires. nécessité de donner du sens à la proportionnalité enlIe I c~ aJres de deux 
triangles de même sommet et dont les côtés opposés sont ponés par la même 
droite, et les longueurs de ces côtés (proposition 1), 

b) Argument d'Euclide : la proposiuon 1 du Livre VI, clé de lOute 
la suite de sa géométrie des grandeurs el de leurs mesures, passe par une: 
définition rigoureusement fondée de l'éga1Jté de deux "raisons" (rappon) de 
grandeurs, Nécessilé de la théorie des proponion, d'Eudoxe (Livre V des 
éléments) cl stalut charnière de la définition 6 de l'égalité de deux raisons , 
Le numérique est incontournable dans ln propnélé de Thalès, 

c) Argument de Legendre (1823), feprenantla démarche de 
ClalfTIUl : l' aire du rectangle comme produit Longueur x largeur est la clé de 
la démonSlI1ltion de la propriété de Thalès par la méthode de. aires. 

Il - La démonstration de Clairaut (Méray, Guichard ... ) : 
problèmes de limites 

ILl ~ Découverle de grandc:urs irrationnelles 
a) Dialogue du Ménan de Platon : on peUL const.ruire certaines gmn­

deur:s sans pou\'oir les mC!l.urer, exemple du carré double (en aire) d'uD carré 
donné, coru;.truil sur sa dlagonale. 

b) Le côté d'un carré e t sa diagonale sont incommensurables . 
Démonslr3LÎon par antiphérèsc qui n'utilJse pns de nombres ni de mesures. 

c) Retour à la conliguration de Thalès : que ,ignifie un rapport de 
longueurs non commensurables? 

U.2 - La réponse pragmatique d Clairaut: mener des parallèles équidis­
tantes cl "voir" 1. proporuonnabté de Thalès. C'eSt clair a"ec des segments 
dans un rappon rationnel transporté par ce ré,eau de parallèles. Sinon, on 
néglige les petilS segments qui res'en! .pres un d6coupage fin en parallèles 
équidistantes, poussé "ù l ' ,nfini'' , On voit b,en qU' Jls sont plus pe'its que 

tou'e longueur ":!Ssignoble", donc ne détruisenl pas la "rigueur" de ['égalilé 
des roppons de Thalès.. 
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II,3 - La démonsl/'auon (plus) rigoureuse de Meray, Guichard (fin du 
xrx' siècle) ." 

Reprenant la démarche de Clairaut préconisée par la philosophie de Port 
Royal (Arnauld et Nicole. hés il Pascal), la dtmonstI1l1ion de la propriété de 
Thalès par I·utilisation d·un réseau de paralltlcs éqUIdIstantes est compltte, 
moyennant un passage à la limite pour un rapport irr.uonnel : nécessité des 
nombres réels, 

lU - Legendre : la mélbode des aires par l'ain du reclangl. 

m .l - On revient à la démonstration de Legendre par la méthode des 
aires, il partir de la rOlTllule de l'aire du rectangle. Où se cache donc la 
limite? 

UU - La définiuon de J'aire du rectangle n'a de sens que si la longueur et 
la largeur sont commensurables. Mais comment donner du sens à leur pro­
dun lorsque les longueurs en jeu ne Sont pas commensurables'! Legendre 
•• plicite la dIfficulté et obtienL le résultaL par une double réduction à J'absur­
de équivalente il un passage il la llmite, Il souligne 1 nécessit~ des nomhres 
"enliers ou rompus. commensurnbles ou Incommensurable.I;j·· pennettant de 
lransformcr une proportion entre grandcUf'\ en une proportions entre les 
nombres qui les mesurent. 11 faul bien en convenir, l'aire du rectangl 
requiert les réels ' 

Euclide le savait-il? Voyons ce que cache la thtorie des proporuon ... 

IV - Eudoxe: la théorie des proportions. Livre V des élém .. ols 

rV,1 - Le problème de 1. mesure des grandeurs : comment comparer des 
grandeurs jncommensurables ? 

1V.2 - Le:. bases de la théorie des proporuons : le rôle clé de la défini­
tion 6, 

IV.3 - Les calculs avec de proponion~ ; démonstralions absLraites et 
rigoureuses 

V • Coupures de Dedekind 

V.I - Définiuon d ' une coupure dan, un ensemble tolalement ordonné 
(parution en deux parties dont tOus les éléments de rune SOnt inférieurs à 

tous les éléments de rOUlre), Exemple de la cuupure dans Q+ déterrnmé" 
par la omparaison enLre le carré d ' un nombre e t 2 , La Théo,". des 
Ensembles comme outIl pour une con.struction mluiLÎve des réels p:lf [es cou­
pure.!"' 
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V.2 - Coupure dans Q ,,-<sociée li ln mison entre deu~ grandeur> de même 
espèce, où l'on retrouve la définition 6 de la théorie des prOpO'fllOns. 

Exemple de la coupure dans l'e n ~mb l e des longueur.; de segmems par com­
paraison avec la longueur de la diagonale d'un carré. 

V.3 - Isomorpbisme entre raisons de grandeurs e t coupures (réels) . 
Propnétés algébriques des réels, démonstrations techniques : on retrouve 
dans l'exposé de Dedekind Jes mêmes questions que dan; la théorie des pro­
panions, clnnfiées par la puiss.nce de la symbolique moderne. 

V.4 - Ce qu'Eudoxe ct Euclide n'ont pas obtenu: La topologie de R. 

VI - Conclusion 

La géométrie. source des mathématiques grecques, atteint ses: HliRÙtes" 
avec la propnété de Thalès. 11 oum fallu des siècles pour que le calcul Infini­
tésimal et le développement du numérique débouchent sur la théorie des 
limites, et pour que l'analyse prenne le relais pour Conder complètement les 
réels. Mais il aura rauu aussi la crise des fondements pour révé ler l'impor­
tance d'uoe axjomaûquc formelle pour oxpliciter e l valider les résuhats qw 
s'accumulaient au XIX" siècle. Mais les réels eustaient en filigrane dans la 
géométrie d'Euclide, el, selon ses propres commentaires, la théorie des pro­
portions a Inspiré Dédekind. 
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