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des PrOfesseurs de Mathématiques 

En octobre 1995, j ' ai eu le privilège et surtout le plaisir de participer aux 
Journées National .. APMEP 11 Grenoble el d'y pr~senter, avec le concours 
de mon collègue André Parent, un exposé dépeignant, dans les grandes 
lignes, l'enseignement d .. mathématiques, au niveau ColI~ge, en Belgique 
francopbone et donnant un aperçu succinct des réfonn .. appliquée., depuis 
peu dans les premières années de cet enseignement secondaire. 

Dans l'optique d'un prolongement à celte intervention , j ' ai pu détailler, 
lors d .. journées 1996 à AlbI, le développement d'une activité de classe, au 
cours d' une intervention dont le propos étttit d ' illustrer les développements 
inaueodus qui peuvem appnraître lors d ' une étude «divagatoire» d'un sujet 
apparemment éloigné du programme. 

Rappelons, en tout premier lieu, qu'en Belgique francopbone le principe 
déclaré sur lequel doit être basée l'activité scolaire, au cours des premières 
annûs de renseignement secondaire en LOUl cas, est le suivant : l'~n.seigne4 
ment doit contribuer à lafomllllion géniral" d. tous les él~ v ~s. 

Par quels moyens. voilà bien la question qui se pose. 

Les textes officiels y répondent en préconisant d'att<:indre cet objectif: 
• par une pédagogie de la recherche qui : 

• accorde une place tmpOrtantc aux raisonnements . 
- stimule le désir de ,avoir. 
- favonse l ' e~pression el la commurucation. 

• par un enseignement en spirnle qui prévoit un enrichissement et une théori­
sation progressive par passages succes!iiifs .sur une même matière el qui 
permel d'étudier simultan~ment plusieurs points de la malî~rc dans un 
même thème (pratique de J'enseIgnement par sil/unions). 

Mais alors, qu'est donc cetle pédagogie des situations ? 

Les i.nterpn~tal i on5 peuvent en êlfe ttts différcnlcs, 
• Pour certains, cela se limitera à proposer un thème que l'on traite systéma­

uquement pendant un temps géntraleOleot assez long el à travers lequel 
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on met en évidence des notions à enseigner . 
• Pour d' autres, il s ' agira de proposer des problèmes pour lesquels une 

mélhode de résolution n'est pas immédiate et qui, prîncipalemen~ obligent 
l"élève 

- à s'engager dans des tentatives, 
- à en décider de la validité , 
- à pratiquer l'acharnement lucide, 
- à établir des conjectures, 11 les contrOler et 11 c. rechercher de, 

preuves, 
- à acquérir de nouveUes connru,sances.» 

Je crois personneUement qu'une pédagogie des situations peut se déve­
lopper, à la fois fréquemment et naturellement, daos les classes à partir du 
momenl où le profe.. .. se.ur accepte de centrer son enseignement sur l' acûviré 
créatrice de l'élève. 

Mais alors il voyage entre certitudes et interrogations, et ce n'est pas tou­
jours confortable. 

Un ex~mple 

La situation est apparue à l" occasion de la représentation, par des élèves 
de l'école, de la pièce de Lewis Caroll «Par delà Je miroir>. Suite à diver. 
commenlaires nous avons été amenés à envjsager la question que voici : 

<rU Lapin blanc S~ lf0l4ve devant un ' ~ carré " d~ .salades, Comment 
peU/Ail s' ln repaftu?» 

Fixer le point d'entrée dans le carré de salades. y définir un mode de 
déplacement et trouver le point de sortie,tdles furent 10.< principales préoccu­
pations. 

Très rnpidemen~ le groupe. abandonné l' aspect ~potager. du problème 
pour le remplacer par des considération. plus mathématiques. Nous avons 
supposé que cbaque salade serait représentée par un point d'un quadrillage. 
Nous aVOns convenu d'utiliser un quadrillage à maille urutaire dans un rec­
tangle de dimension a x b avec a et b nombres naturels non nuls et a b. 
Parmi tous les modes de déplDeement proposés (et qui ont aussi été dt> 
sources de décou.enes intéressantes), nous .vons examiné plus spécialement 
celui qui consiste à entrer dans le quadrillage par un de ses sommelS. par 
suivre les directions diagonales rebondissant quand c'est nécessaire jusqu 'à 
sortir par un des aulres sommets du rectangle global (cf. figure sUIvante). 
Remarquons que ceUe situation est isomorphe à celle du problème clasSIque 
du déplacement d'une bille idéale sur un billard (idéal) reclaflguJaire, 
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Quelques essais avec des valeurs numériques. 
1I=12.t b=4 

D 

A 

Le trajet est simple. On entre en A Cl on son en C 
C'est dO au fait que 12 = 3 x 4 = un muluple de 4. 

a=7etb =4 

c 

B 

D C 

-
Le tr'Je t est mOins SImple. On dOtt 
s' y déplacer de gauche à droite et 
aussi de drotte à gauche. Cert",ns 
des segments qui le composent, se 
coupent . 
On entre en A ct on sort en D. 

A B 
Pouvait·on prévoir cela sans desslOer le uajel'! Oui, el simplement encore 
bien . 
U suffit d'attrIbuer des cooroonnées aux poonts du quadrillage et de découvrir 
que chacun d'cux possède une caractéristique en relation avec la noLion de 
parité. 
La somme des éléments de la coordonnée eS! plUte ou impture. 
Le passage d'un point à l'autre du quadrilUage au cours du trajet, ne change 
pas 1. parité. (Pourquoi 7). 
Or, on part d. A(O,O) qui est un point pair donc on doit sorur par un point 
pair. 
Ce ne peut-être ici qu ' en 0(0,4) qui est aussi pau alors que 8(7,0) ct C(7,4) 
sont impairs. 
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a ~ 8etb ~6 

D c 

Les lignes se recoupent; c'est gênant. 

Ici enCOre le trajet est complexe. 
Si on part de A(O,O) qui est pair 
alors on doit sortir en un sommet 
pair, Or B(8,0), C(8,6) et D(O,6) 
sont tous pairs. On nC peuL ainsi 
pas prévoir en quel sommet on 
SOrtml. Mais ce ne sera pas en A ! 

Idle : on va éviter cela en imaginant qu 'on juxtapose, par retournements, 
autant de fois que c'est n6cessaire, le même quadrillage, à droite du premier, 
jusqu 'à ce que le trajet aneigne un sommet donc un point de sanie. 

poura=Betb = 6 

D 
1/ 

V 
V 

V 
1./ 

I;t' 

A 

c 

" 1" 

" r.... 
" " B 

D c 
V " V ,-

V " V 1'.. 
1./ 1" 

V 1.,., 
A B 

n est clair alors que l' on sort lorsque le nombre de colonnes est le plus peUl 
nombre qui soit multiple commun de a et de b. On le déSIgne par m(a,b). 
De plus, la situation du quadrillage 8 x 6 c est homotbétique à celle d' un 
quadrillage 4 x 3, 

D c 
D C 

lm 
A B 

R 
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En appliquant le principe de la parité, il es t alors possible de pnévoir en 
quel sommet on va sortir. 

U quadrillage 8 x 6 est «équivalent» au quadrillage 4 x 3. 
Dans ce dernier, si on part de A (sommet pair) alors On sort en B(4,O) qui 

est le seul autre sommet pair. 
D en sera donc de même pour le quadrillage 8 x 6 qui lui est homothé­

tique. 
On va donc, à l',venir, s'intéresser à la situation d'un quadrillage (a x bl 

avec a> b el pour lequel le pl"" grand nombre naturel qui dJvise à la fois 
a et b que 1'00 désigne par D(a,b) VBoll 

Autre exploitation : a = 5 et b = 4 

On a bien 0(5,4) = 1. 
Nous savons que dans ce cas. la sortie se rait au sommer de caracLéris~ 

tique paire c'eSl à dire en 0(4,0) puisque les autres sommets B et C sont des 
sommets impair . 

De plus, comme m(5,4) = 20. nous pouvons aussi travailler avec une jux­
taposition .horizontale. de 4 quadrillages 5 x 4. 

D C D C D 

OOtBiJlUttt$lJJ#l 
A B A B A 

Et l'on "voil" bien qu'une résolution du problème consiste à recbercher 
combien de fois b est conlenu d:lJ1S a, 2a, 3., .. . c'est-à-dire à effectuer Jes 
divisIons des multiples succossifs de a par b jusqu'à l'obtention d'un reSle 
nul (dernière dIvision). 

Pour l'exemple, 011 a el On voit: 
J x5= M4+ , 
2 x 5 = M4 + 2 
3 x5=M4+3 
4 x 5 = M4 

De même pour un quadrillage 12 x 5, on a bien D( 12,5) = l. 
On a, en outre, m(l2,5) = 60 = 12 x 5 d'où "utilisation de 5 quadri llages 

Juxtaposés (à réalise r par les sceptiques). 
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En plus: 
lx 12=M5+2 
2x12=M5+4 
3xI2=M5+3 
4 x 1 = M5 + 1 
5x 12=M5 

Nous remarquons que tous les restes sont différents. 
Cela se justifie graphiquement sur le quadrillage correspondant. 
En effet, le frut que deux restes sOIent égaux slgnifierrut, pour ce deu><.iè­

me reste. une même "sÎtuation" que pour le premier (à un d~placement ou un 
retourement près) donc voudrrut dire que l'on a déja alleint précédemment un 
point de sortie pour le trajet (sinon tout recommence). 

-

~, 

" 1/ 
1......., 1/ 

! 
, 

" / 

~ IL" 
De plus, nous avons obtenu 4 restes non nuls inférieurs à 5. Donc nous 

avons obtenu, comme resles, 10US les nombres naturels de 1 il 4 (melus). 
On Peul alors généraliser. 
Soil deux naturels a,b avec a > b el D(a,b) =1 

Alors, on a. 
1 xa=Mb+'1 

2 x a= Mb + '2 

3 x a = Mh + 'J 

(b-l) x a=Mb+r".., 

ellOus les r, sont différenls. 
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Si nous multiplions ce; égalités, membre à membre, nous obtenons 
(b -1) ! a'" = Mb + (b - I)! 

donc (b - 1) ! a""' - (b -I)! = Mb 
ou (b -l)!(a"'-I)=Mb 

Interprétons celle dernière égaiité. 
b est divÎseur du premier membre. 
Sïl est composé, tous ses racteurs peuvent se retrouver parmi ceux de (b-l) ! 
Mais s'il esl premier alors ce n'est pas le cas et b n'est pas diviseur de (b-I)! 
IIl'esldonc du deuxième facteur. 

Dès lors: 

Si b est un nombre premier ct si D(a,b)=1 
alors b dIVise ab-l - 1 

C'est . Ie_ théorème de Fermat. 

Une autre exploitation a été la suivante : 
Plutôt que de juxtaposer d ... quadrillages «en ligne., il élllit possible de le 
faire «en colonnes » . X 
Ainsi pour un qua­
drillage 5 x 3, o n 
pouvait juxtaposer 
(en lignes) 3 rec ­
tangles de longueur 5 
ou Juxtaposer (en 
co lonnes) 5 rec­
tangles de hauteur 3 . 
Cela revienl donc à 
considérer un carré 
de cÔté 15 = m(5,3). 
Le !Tajet reclifié est 
donné par la diagona­
le issue le A. 1;.1t-

Si on entre en A A 

./ 
IL 

I.J' 
V 

V 

B 

..,. 
/' 

V 
V 

l,.... 
./ 

V 
./ 

L 

alors on sort au sommet qui cOITespond 11 X. Des considérations de symétries 
orthogonales cl de leur composée permet de retrouver ce sommet. (Nous 
savons par application du principe de parité que ce scra Cl. 
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Conjecturons 1 
Soit A un rectangle a )( b (a.b sont deux nombres naturels non nuls et 

a>b) 
Alors; 
a) d = D(a.b) est la longueur du côté 
du plus gJlllld carré qw pave A. 

Cttte propriété est triviale. Elle cores­
pond à la définition de D(a.b) 

bl k= m(a.b) est la longueur du côté du plus petit carré qui est pavé par A. 

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer celte assertion. 
(Une démonstration se trouve en annexe) . 
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EnfLD, nous tcnrunerons par une propriété classique. 

~ : Si d = D(a,b) = 1 
alors k = m(a,b) = ab 

Exemple pour. = 8 ct b = 3 
On a 0(8,3)=1 et m(8,3)=8 x 3 = 24 

1 
./ 

1 , 
/' 

La longueur 24 est obleoue en juxtaposant 3 longueurs égales à 8. 
D'une manière glnérale si O(a,b) = 1 alors la longueur k = m(a,b) esl égale à 
b fots la longueur a 

Théorème: Soit un rectangle a x b ct O(a,b) = d et m(a,b) = k 

a 

d 

b 

Une homothéue de rapport 
Ud tranforme a en a/d, b en 
b/d , d en d/d= l , k en k/d et 
fourn ît ta ~ltualÎon du lemme. 

Dès lors, kfd est donc tgal à 
bld fois la longueur a/d 

1 a/d 

u 
b/d 
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d'o~ kld ~ (b/d)(a/d) 
ou enCore le = b(a/d) 
donc dk ~ab 
Le produit d. deux nombres nalums esl égal au produit d. leur pgcd el 
de leur ppem 

Annexe: k = m(a,b) es t la longueur du côté du plus petit carré pavable par 
des rectangles a x b. 
Le carré de côté k = m(a,b) est certainement payable avec des rectangles 
ax b. 
Un te l pavage eSl, par exemple, constitué de kIb rangées de rectangles (ou de 
kla colonnes de rectangles) tous placés horizontalement. 

On a donc: Ie= ma~nb avec D(m,n)= 1 d 'où a/b = nlm avec nlm rra.tion 
irréductible. 

Supposons qu'il e"iste un carré de CÔlé c < k pavable avec des rectangles 
a x b placés horiLontalement ou verticalement. 

Cela signifie que. d.ns une direction d'un côté du carré, on • : c = ra + sb (1) 
(r,s nombres naturels) et que, dans la direction perpendJculalte. on a : 
C = ta+ ub (2) (t,u nombres naturels) 

Si c < k alors a + sb < ma donc r < m 
Si c < k alors tà + ub < nb donc u < n 
(1) • (2) donne ra + sb - tn - ub = 0 

d ' oil (r - t)a = (u - s)b 
ou aIb=(u - s)J(r - t) 
Donc cette dernière fraction est égale à nlm. a ses termes inférieurs à ceux de 
Mm qui est irréductib le. C'est impossIble. 
Dès lors le côté du plus petit carré pavable avec des rectangles a x b est bien 
k = m(a,b). 
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