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De la complexité 
d'un créneau 

J.-P. Lournond 

lAAS/CNRS 
7 avenue du Colonel Roche - 31077 Toulauo.e 

La figure 1 illustre une "tunuon ronement rtpandue dans la 
conduite d'une voiture en mJlicu urbain : Je créneau. Daru. le 
pre"uèr ca>. le conducteur parvient Il se garer n effectuant une 
seule manoeuvre (correspondant au pOÎm de rebroussement sur 
la traJectOire), Dans le deuxième cas. le vébicule tatlonnanl à 
droite est tn.s légèrement plu, lonll; l'e;pace de >lauonnement 
se lfouve [UnSI rédui t; il ne faut pas moins de cinq maJ1œuvrc~ 
pour effectuer le créneau, 

Fig"," l ' Plus /'up'" 
ct libu l!f1lrt Lts 
part!-choc.:cs St r';dwl, 
plus l~ cr~n('au n;us· 
sirt de mtu1ltU\ UJ'. 

uS Ifajuloiru pri ~ 

Jtntùs te, ont lu cal ~ 

cuMI! Ù parur d'un 

I08,eul dhtloppi (lU 

LAAS/CNRS par p, 
Jacobs (mOIfJUIUUJI à 
Qua/cOin Inc, San 
Diego). M, Tairel r 
Simien. 

8uJ1ellO APMEP ft' 4'0 . Joum4es Nationales · Albi 1996 

Bulletin de l'APMEP n°410



Comment varie Je nombre de manoeuvres nécess3J1e!ot à l' ~écuuon d'un 
créneau en fonction de 1. place disponible? 

La réponse il celle question conS~lue un des résulUlLS récenls d .. travaux 
en algorilhmique de 1. planification de mouvemenlS, thème cenlral de 1. 
recherche en Robotique, Elle permel d'illustrer le caraclère fortemenl IOler
disciplinaire de; IIaV'WC : 13 queslion esl de nalure calculOlo)re el classique 

n .lgonlhmique (trouver une borne inférieure de complexilé); la réponse 
fail appel il des élémenLS de la théorie de la commande el de la géométrie dif
férentielle. 

Une "oiture est un système non holonome 

Dans un premier temps nOUS alton; tentér de comprendre pourquoi la 
siluation du créneau est générique de la difficullé dc conduire un véhicule el 
pourquoi elle apparail comme un tesl de la mrutrlse du jeune conducleur. 

Trois paramèlr<s sont nécessam:s pour déCrire 1 posilion d ' une voiture : 
deux pammètres réels x ct . pour 1. pOSluon el un paramètre angulaire e 
pour l'orienlotion. L. figur 2 11IusltC celle paramétnsalion. L'espace de Inus 
ces paramètres consUlue l'espace des configurations du véhicule, la "ar,élé 
Rl.SI de dimension 3 . 

..... ~~":::~::.:: ~ ..:,-.- -. 

, 

"' .. 
""'" 

/ 
/ 
e 

figur. 2 
modé/isalioll d'unt t'oilltre 

S, l'on se place de son point de vue, le conducleur ne dispose que de 
deu. Iypes de commandes: J'accélérateur CI le frein agISsent sur la vilessc du 
véhicule, tandis que le volnnl pennet de contrôler s. direction. De plus le 

rayon de braquage du véhicule est minoré. En simplifiant le modèle 11 l'extrê
me. on peUL con.idércr que toule ,clion élémentaire du conducteur conduit 1\ 
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l'exécution d'une trajeclol!e qui réalise une combmatson de deux mou\'e
ments élémentaires: aller en ligne droue et tOurner au marimum. En terme de 
commande, ce modèle corre pond au syslème suivant: 

x 

y 

e 
OÙ v, et v2 correspondent respectivement aux deux roncuons élémentaires de 

commandes de la vitesse et de la direction, Si V2 = 0 le véhicule va en hgne 

dro'le, St " , = 0 le véhicule décrit un arc de cercle de rayon 1 (qu'on suppo
sera être le rayon de braquage mirumuml, 

n n' e t pas possible pour le conducteur de conduire directement son véhi
cule dans une dirccuon parallèle à l'axe de l'essieu arrière, Le système évo
lue dans un. variété de dunension 3, alors qu'il n'est commandé que par 
deux fonclions élémentaires; tl est dit non bolonome, 

Conduire une voiture 

En dépit de cc handicap, l' expérience montre tou' les Jours que nous 
sommes capables. quitte à manœuvrer, d'amener notre véhicule là ou nous Je 
souhallons , C' !l.l ce que noUs allons maintenanl prouver formellenlcnl . 
L'tntérêt de 'elle preuve réside plus dans son utilisation ultérieure que dans 
la redécouverte d'un résultat connu de tout un chacun . 

Nous allons montrer que St le conducleur est capable d'amener son véht
cule "proche" d ' un bul, il lui CS! possible de l' amener "exactement" au but 
sans frure de détoun. inutJles, 

ConSIdérerons que le but il atteindre est le point de coordonnées (0,0,0) 
de Rl,S' (figure 3) en partant d ' un point quelconque c = (x, y, 91 situé dans . , 

; 1 

c 1 

c,._=-_--7 

c, 
C- ; h o...t,-u -co. 1),0 ('.a.u, ha_d,~ (1 -(Ot" dt 

,J 

Figurt 3 " d ... t mani~r.s d'atteindre 1. pOilll (0, 0, 0) 
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L l voisinage du but. Nous appuyons: nOlle constructIOn SUl" la figure de 
~uuch e (une cooslrUction analogue est Illustrée sur la figure de drolle) . Le 
mou \lemenl se décompose en trOIS étapeS. 

On conunence par fatre décore au véhicule un arc de cercle de rayon 1 en 
marche arrière jusqu';' l'amener à une ortentation nulle (9 = 0). Le point 
atteint à. l'issue de ce mouvement eSlle point cl :: (XI' YI ' 9.> :: (x - sine, y 
CI - co59), 0). La longueur du chemin corre. ndant est 191 . 

Dans un deuxième temps, on manœuvre; plus prtclsément on e.écute un 
mouvemen, composé de quatre éléments de même longueur T, consistant n 
un segment de droite et un arc: de cercle de rayon 1 c!n marche svam, SUlvi 
par la même séquence effectuée en marche arrière. A l'ISsue de ce mouve
ment, Ir véhicule retrouve son orientation Initiale, DUUS 11 a évolué en POS I
lion. Si on considère une valeur quelconque de T, un slmple calcul montre 
que le pCHnt aUctnt a pour coordonnées Cl = (X,2' )'2' el) = (XI + 1'cQS'(, YI -

t,int , 0) Une étude élémentaire du comportement de la fonction HinT 
montre que, parce que nous somnles "près" de l' origme. LI est toujours pos· 
sible de choisir une \laleur panlculière 'te telle que le véhicule parvienne 

exactement sur l' axe des abscisses. Il suffit que t , soit solution de l'équa-

tion : (1) IY - (l - o,et = tsint 

Le point atleint est le point c2 de coordonnée, 

(x - sinS +T. (1 - sin9+t,CI - cost,l, O. 0) . 

Une fOIS parvenu sur l'axe des ab.sclsse~1 un dernier segment de droite en 
marche arrière amène le véhicule au but. 

On remarquera qu~ cette const.nJcÜon ilIu~1re bien la difficulté de com
mande du système : ta varia.tion souhaitée en orientation ou SUivant ['axe des 
absci~ses est "directclnenl" is~ue de deux. comman es élémentattes (premiè
re et dernière étape respectivement), tandi, que la variation le long de l'axe 
des coordonnées a nécessité une séquence plu..s compliquée de. ma.noeuvre~ . 

Cène dernière séquence illustre en folt un concept clé de la géoméirie difré
rentielle : le crochet de Lie de champs de vecteur. 

Partant des "champs de vecteur" X et Y donnant naJssance il un mouve
menl swvanl un segment de droite et un arc de cercle respectivement, nous 
avons conSmlll une combinaÎson qui donne naissance à un mouv~ment dans 
la direcuon de Cl ver.!' !. dl.feÇtion pour laquelle on ne dISpose pas de com

mande "dJ.recle" ; celte! direction correspond à un nouveau chAmp de vecteur, 

nolé (X ,YJ, le croche! de Lie de X c! Y. 
De manière plu~ fomelle, nDUS venons de voir que, parce que les champs 
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de vecteurs X et Y avec leur crochel [X , Yj penneuenl d'engendrer IOules 
les directions de mouvements dans 1. vantté Rl.S', le syslème peUL au,indre 
n',mlx,"e quel poiol de la variété. 

00 dll que le système csl commandable. Celle propnélé CSl cenU"ale dans 
J'élude de 1. commande des systèmes. 

Un. borne au pin 

Donnons maintenant une estimation d'une borne supérieure de la Ion· 
gueur du chemin on,truil. Ceue longueur est: 

1 = 191 + 4t, + lx - sine + til - co'te)1 

Une première borne eSl oblenue en développonl les valeurs absolues: 

1 S 19[ + 4~, + Ixl-lsin91 + It,O - cost,)I. 

En uLilisMlles inégabléslsin91 S 191 el J cos~, S l, nous oblenons une 

seconde borne : 

1 S 2191 + Ste + Ixl 

ConSidérons maintenanl l'équation (1); le poinl c élanl proche de l'origine, 

t e esi suffisamment petit pour vérifier sinte ~ 1/4 t, el donc 

te S 21 y - (1- co.9[' . De plus Il - co,91 112 S [9[2 U s'en SUIL que : 

1 S Ixl + IOIYI'I2 + 10P - ca,91 112 + 2191 

S Ixl + 1 OlYl trl + 12[91 

S 12(lxl + ly[ll2+ 191) 

Au pire, ,1 CSI donc possible d'alleindre l'onglne à l' issue d'une U"ajcc loire 
de longueur Inférieure 120_1 + IYI'12 + 191). 

De borDe au mieux 

Ln con>lrucLion que nous avons proposée est~lIe la meilleure du pOlnl de 
vue de la longueur du chemin produit. Cenainemenl non. Mais quel serait un 
seuil en deçà duquel ,1 n'est n'est pas possible de descendre? 

Considérons n'imponc quel chemin réalisable ~ panir des deux com
mandes élémentaires autorisées el partanl du pOInt (0,0,0). ParamétrOlls ce 
chemin par son abscISse urviligne s. Soil (.(s), y(s), 9(s» les coordonnées 

du point d'abscisse s sur le cberrun. Par définition: y(s) = f . 5'(l) cl 
o 

Or, la vitesse dans la direction de la variable y est égale à 1. projection de 

la vitesse v(s) du système sur {'axe des abscisses. Nous supposons que le 
module de v est borné par 2 (mis). Ainsi : 

BUIIMJ'n APMf:.P f1' 410 4 Joumâes Nallortillr!$ - AIbt 1996 

320 

Bulletin de l'APMEP n°410



ly(s)l= f h(l)!cl S; 2f 'ISin 9 (ljlcl - 2f j 9 (Illet 
o 0 0 

L. seule manière de faire varier "au plus vile" r orienlation du v~h i cu l e esl 
d 'ex~u ler un arc de cercle de rayon minimal (égal à 1). Dans ce ca., la vana, 
tion angulwre se trouve confondue a\'cc la longueur de l'arc. Par suite: 

y(s)l,.; 2 J'19 (lM,.; 2f 't d = s' 
o 0 

Donc, loul pOlnl de coordonnl!<!s c = (x, y, 9) .Ileml partir de l'oro~ne 
après une traJecloire de longueur s vérifie, au mleux.jYl11:! S s. 

D'autre part, il est clair que Ixl S; s (la borne serail alleinle par une trajec , 
loire en ligne droile) et que 191 S; 5 (1. borne serail aueinte par une trajecloire 
r~oulle il un seul an: Oc cercle de longueur s). 

Par sUite la longueur de toute trajectoire amenant au poinl a une longueur 

supéroeure 11 1/3 (lxj ·IYl lf.! + 191). 

Conséquence 

A ce stade, noU-' avons trouvé delU bornes encadranlla Jongueur du piuS 
OUI1 chemin conduis.nl de l'ongme il un poinl quelconque proche de l'ori

gllle. 

il se trouve que deux chercheurs amtncoms (Recds and Shepp) onl trou
vé en 1990 quelle était la forme des plus co""s chemms pour le "yslème de 
commande de type voiture que nOuS considérons ici: CeS plus couns cherruns 
sonl conshlué, d'une séquence compo'l!<! d'au plus 5 arcs de cercle de rayon 
1 ou segments de droite, el poss~anl au plu' deux points de rebroussement. 

Con,idéron, la phase finale du créneau. La voilure e 1 parallèle au trolloir 
el déjll engagée entre les deu. véhicules en slalionn.ment II s'agil mainte
nant pour le conducleur de progresser vers Je troUoir afin que le v6h.cule 
n' empiète pas sur la chaussée. 5 011 e la taille de l'espace Ilbre entre les parc
chocs. Dans cel espace rédUlI un chemin de longueur e ne permeltra qu'un 
dé I.cement faible dans la direcuon onhogonale à rOflenlalion du véhicule. 

Les bornes calculées ct-de.'\sus nOus donne une estimation du déplace m~nl 
qu'on peUl attendre d' un plus coun chelUln qUI maintienllc véhicule dans 
l'espace libre. En effel les vanauon, &, Ay el A@ rlS,ue d'un plus coun 
chemIn: 

113 (!ruel + 16YI",! + IlIel) S; t S; 12(16.1<1 + IlIYl'n + 16911 
vatlation SUIvant la dlreclion qui nOUs inlére se (la dÎIcctJon SUivant y) 

est dooc une fonction linéaire de El. Si la profondeur du créneau est d. 1 
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mètre, il faudra environ I/lAyl mouvementS élémentaires correspondant à un 
plus court chemin , Chaque mouvement élémentaire comporte dans ce cas 
(illustré figure 4) exactement 2 pointS de rebrous~ment (ou "man",uvres"). 

11 faudra donc de l' ordre de <-' manœuvres pour finir de garer le véhicule. 

-
Fig"" 4 

Deux pomlS de reb,.ou.ssem~nt plmr obtenir tmt \'on"atiolf d)' 

On amvc ainsi au r~suhal; le nombre de manœuvres pour réaliser un cré
neau avec une VOiture varie comme l'inverse du carré de l'espace libre entre 
les parechocs. 

El av"" des remorque? 

Quelle serait la complexité d'un créneau si on ajoullUt une caravane la 
voiture? Dans ce cas, le nombre de manœuvres à effecuc:r varierait corrune 
l'inverse du eube de la taille de l'espace libre. Les derOlers résuluns de 
recherche en planincation de mouvements pour sysl~me non holonomes 
mOntrent même qU'II est possible de parquer un véhicule tractant un nombre 
quelconque de remorques, comme ces chariots de convoyage qui circulent 
dans les gares el les aéroports. Il est possible de le faire en tbéorie seulement, 
car, en pmtique. le nombre de manœuvre.!; li effeeluer e~l une fonction expo
nenltelle du nombre de remorques dans le metlleur des cas, et doublement 
exponentielle dans le cas le pire i Cil frut ce nombre peUl varier comme 
E -Fib{ •• 1) où n est le nombre de remorque et Flb(n + 1) est le (n+ l)'
nombre de la célèbre séquence de Fibonacci l , 1. 2, 3, . , 8, 13, 21. .. . (résultat 
dû à F. Luca et!J. Rtsler de L'ENS à PanS). 
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