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De la complexité
d'un créneau

J.-P. Laumond
LAAS/CNRS

7 avenue du Colonel Roche - 31077 Toulouose

La figure | illustre une situation fortement répandue dans la
conduite d'une voiture en mJlicu urbain : le créneau. Dans le
premier cas, le conducteur parvient a se garer en effectuant une
seule manoecuvre (comespondant au point de rebroussement sur
la trajectowre). Dans le deuxiéme cas, le véhicule stationnant a
droite est trés [égérement plus long; I'espace de stationnement
se trouve ainsi réduit; il ne faut pas moins de cing manceuvres
pour effectuer le créneau,

Figure [ ; Plus l'espa-
ce libre entre les
pare-chocxs se rédul, -
plus le créneau néces-
site de manaxuvres.
Les trajectoires pré-
sentées ici ont dié cal-
culée O partir d'un
logiciel développé au
LAAS/CNRS par F.
Jacobs (maintenant a
Qualcom Inc. San
Diego) M. Taix et T.

Siméon.
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Comment varie le nombre de manoeuvres nécessaires A 'exécution d'un
créneau en fonction de la place disponible ?

La réponse i celte question constitue un des résultats récents des travaux
en algorithmique de la planification de mouvements, thtme central de la
recherche en Robotique. Elle permet d'illustrer le caractére foriement inter-
disciplinaire des travaux : la question est de nature calculatoire et classique
en algonthmigque (trouver une borne inférieure de complexité); la réponse
fait appel & des éléments de la théorie de la commande et de la géométrie dif-
férentielle.

Une voiture est un systéme non holonome

Dans un premier temps nous allons tenter de comprendre pourquoi la
situation du créneau est générique de la difficulté de conduire un véhicule et
pourguoi elle apparait comune un test de la maitrise du jeune conducteur.

Trois paramétres sont nécessaires pour décrire la position d'une voiture :
deux parametres réels x et y pour la position et un paramétre angulaire @
pour I"orientation. La figure 2 illustre cette paramétrisation. L' espace de tous
ces parameétres constitue 1'espace des configurations du véhicule. la vanéié
R?.S' de dimension 3.

figure 2
modélisation d'une voiture

Si 1'on se place de son point de vue, le conducteur ne dispose que de
deux types de commandes : 1'accélérateur et le frein agissent sur la vitesse du
véhicule, tandis que le volant permet de contrdler sa direction. De plus le
rayon de braquage du véhicule est minoré. En simplifiant le modele & I'extré-
me, on peut considérer que toute action élémentaire du conducteur conduit &
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I'exécution d’une trajectoire qui réalise une combinaison de deux mouve-
ments élémentaires: aller en ligne droite el tourner au marimum. En terme de
commande, ce modéle correspond au systéme suivant

b cos 6 cos 6
? =|sinH Vi + sin 6 Vz
9 0 1

ol vy et vy comrespondent respectivement aux deux foncuons élémentaires de
commandes de la vitesse et de la direction. Si vy = 0 le véhicule va en ligne
drotte. St v, = 0 le véhicule décrit un arc de cercle de rayon 1 (qu'on suppo-
sera &tre le rayon de braguage minimum).

Il n’est pas possible pour le conducteur de conduire directement son véhi-
cule dans une direction paralléle A I'axe de |'essicu arridre. Le systéme évo-
lue dans une variété de dimension 3, alors qu'il n'est commandé que par
deux fonctions élémentaires; il est dit non holonome.

Conduire une voiture

En dépit de ce handicap, I'expérience montre tous les jours gue nous
sommes capables, quitte & manceuvrer, d’amener notre véhicule 13 ol nous le
souhaitons, C'est ce que nous allons maintenant prouver formellement.
L'intérét de cette preuve réside plus dans son utilisation ultéricure que dans
la redécouverte d'un résultat connu de tout un chacun.

Nous allons montrer que si le conducteur esl capable d'amener son véhi-
cule "proche™ d'un but, il Jui est possible de |'amener “exactement” au but
sans faire de détours inutiles.

Considérerons que le but & atteindre est le point de coordonnées (0,0,()
de R?.8! (figure 3) en partant d'un point quelconque ¢ = (x, y, 8) situé dans
) A

Case (8> 0 and y— {1 - coa ) 50 Case : 830 and y= (1 =con ¥l <O
Figure 3 ; deux maniéres d'arneindre le point (0, 0, 0)
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L1 voisinage du but. Nous appuyons notre construction sur la figure de
patiche (une construction analogue est illustrée sur la figure de droate). Le
mouvement se décompose en trois étapes.

On continence par faire décrire au véhicule un arc de cercle de rayon | en
marche arridre jusqu'a |'amener A une orientation nulle (8 = 0). Le point
atteint & 1'issue de ce mouvement est le point ¢, = (xy, ¥y, 8;) = (x - sinb, y —
(1 -cos8), 0), La longueur du chemin correspondant est |8].

Dans un deuxiéme temps, on maneuyre; plus précisément on exécute un
mouvement composé de quatre éléments de méme longueur T, consistant en
un segment de droile et un arc de cercle de rayon 1 en marche avant, suivi
par la méme séquence effectuée en marche arrigre. A I'issue de ce mouve-
ment, le véhicule retrouve son arientation initiale, mais il a évolué en posi-
uon, Si on considére une valeur quelconque de T, un simple caleul montre
que le point atteint a pour coordonnées ¢y = (xy, ya 83) = (X, + Tcost, y, -
1sint, 0). Une éwde élémentaire du comportement de la fonction TsinT
montre gue, parce que nous sommes “prés” de |'origine, il est toujours pos-
sible de choisir une valeur particuligre T, telle que le véhicule parvienne
exactement sur 'axe des abscisses. Il suffit que 1, soit solution de 1'égua-
tion: (I) [y = (1l = cosB] = tsint

Le point aueint est le point ¢y de coordonnées

(x —sinB + 1, (1 — 508 +1, (1 - cost,), 0,0} .

Une fois parvenu sur 'axe des nbscisses, un dernier segment de droite en
marche arridre améne le véhicule au but,

On remarquera que cette construction illustre bien la difficulté de com-
mande du systeme ; la vanation souhaitée en orientation ou suivant |'axe des
abscisses est “directement” issue de deux commandes élémentaires (premié-
re &1 derniére élape tespectivement), tandis que la variation le long de 1'axe
des coordonnées a nécessité une séquence plus compliguée de manoeuvres,
Céne dernigre séquence illustre en fait un concept clé de la géoméirie diffé-
rentielle : le erochet de Lie de champs de vecteur.

Partant des “champs de vecteur” X et Y donnant naissance & un mouve-
ment suivant un segment de droite et un arc de cercle respectivement, nous
avons construit une combinaison qui donne naissance & un mouvement duns
la direction de ¢; vers ¢s. direction pour laguelle on ne dispose pas de com-
mande “directe" : cette direction correspond & un nouveau champ de vecteur,
noté [X.Y], lecrochet de Liede X et Y.

De maniére plus formelle, nous venons de voir que, parce que les champs
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de vecteurs X et Y avec leur crochet [X , Y] permettent d'engendrer toutes
les directions de mouvements dans la variélé R*.S!, le systdme peut atteindre
n'importe quel point de la variéié,

On dit que le systéme est cornmandable. Cette propriété est centrale dans
I"étude de la commande des systémes.
Une borne au pire

Donnons maintenant une estimation d'une borne supérieure de la lon-
gueur du chemin construit. Cette longueur est !

{=|B] + 47, + |x —sinB + 1,(] - cost,)|
Une premigre bome est oblenue en développant les valeurs absolues :
1< 18] + 41, + [x] —[sin@] + [t.(1 = cosT.)].
En utilisant les inégalités |sin6] < |6] et | —cost, <1, nous obtenons une
seconde borne :
12210 + 5t + |x|.
Considérons maintenant 1'éguation (1); le point ¢ étant proche de 1'origine,
T, est suffisamment petit pour vérifier sint_ 2 1/4 1, et donc
T. S 2|y -{L-cos® 2 De plus |1 - cos®|'? < |6 Il s'en suit que :
1< |x| + 100y]"2 + 10§11 - cosB]'2 + 2/8]
< [x] + 10fy["? + 12)6)
£ 12(|x) + |y)'™? + 18])
Au pire, il est done possible d'atteindre U'origine & 1'issue d’une trajectoire
de longueur inférieure a 12(|x| + |y|'= + 18],
Une borne au mieux

La construction que nous avons proposée est-elle la meilleure du pont de
vue de la longueur du chemin produit. Certainement non. Mais quel serait un
seuil en degh duquel il n’est n'est pas possible de descendre?

Considérons n'importe quel chemin réalisable & partir des deux com-
mandes élémentaires autorisées et partant du point (0,0,0). Paramétrons ce
chemin par son abscisse curviligne s. Soit (x({s), y(s). 8(s)) les coordonnées

]
du point d’abscisse s sur le chemin. Par définition : y(s) = !u y(t) d

Or, la vitesse dans la direction de la variable y est égale 2 la projection de

la vitesse v(s) du systéme sur ['axe des abscisses. Nous supposons que le
module de v est borné par 2 (mvs). Ainsi
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!y&)&:fn‘{ycu[a szfu‘]sin 8()as zfoﬁe | a

La seule manitre de faire varier “au plus vite” 'orientation du véhicule est
d"exécuter un arc de cercle de rayon minimal (égal & 1), Dans ce cas la varia-
tion angulaire se trouve confondue avec la longueur de |'arc. Par suite :

yio)ls 2_[019 wlas 2f ta=s’

Daonc, tout point de enordonnées ¢ = (x, y, 8) atteint & partir de 'origine
apres une trajectoire de longueur s vérifie, au mieux, |y <s.

D'autre part, il est clair que |x| < s (la borne serait atteinte par une trajec-
toire en ligne droite) et que 8] < s (Ia borne serait atteinte par une trajectoire
rédutte i un seul arc de cercle de longueur s).

Par suite la longueur de toute trajectoire amenant au point a une longueur

supérieure & 1/3 (|x] + |v]'* + 18)).
Conséquence

A ce stade, nous avons trouvé deux bornes encadrant la longueur du plas
court chemin conduisant de 'origine & un point quelconque proche de I'ori-
gine.

11 se trouve gue deux chercheurs américains (Reeds and Shepp) ont trou-
vé en 1990 quelle était 1a forme des plus courts chemins pour le systéme de
commande de type voiture que nous considérons ici: ces plus courts chemins
sont constitués d'une séquence composée d'au plus 5 arcs de cercle de rayon
1 ou segments de droite, et possédant au plus deux points de rebroussement.

Considérons la phase finale du créneau, La vouure est paraliéle au trottoir
et déja engagée entre les deux véhicules en stationnement. 11 s'agit mainte-
nant pour le conducteur de progresser vers le trottoir afin que le véhicule
n'empiete pas sur la chaussée. Soit ¢ la taille de I'espace libre entre les pare-
chocs. Dans cet espace réduit un chemin de longueur e ne permettra qu'un
déplacement faible dans la direction orthogonale & |'orientation du véhicule.

Les bornes calculées ci-dessus nous donne une estimation du déplace ment
qu’on peut attendre d'un plus count chemin qui maintient Je véhicule dans
'espace libre. En effet les vanations &, Ay et A@ 2a 1'issue d'un plus coun
chemin !

1/3 (1AX] + |Ay]12 + JA6]) < € < 12Ax] + |Ay]'7 + |AB)

La variation suivant la direction qui nous intéresse (la direction suivant y)

est done une fonction linéaire de €2 Si la profondeur du créneau est de |
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metre, il faudra environ /1Ayl mouvements élémentaires correspondant i un
plus court chemin, Chaque mouvement élémentaire comporte dans ce cas
(illustré figure 4) exactement 2 points de rebroussement (ou “manceuvres”).

11 faudra donc de |'ordre de £ manceuvres pour finir de garer le véhicule.

Figure 4
Deux points de rebroussement pour obtenir une variation Ay

On arrive ainsi au résuliat: le nombre de manceuvres pour réaliser un cré-
neau avec une voiture varie comme 1'inverse du carré de I'espace libre entre

les parechocs.
Et avec des remorque 7

Quelle serait Ia complexité d'un créneau si on ajoutait une caravane & la
voiture ? Dans ce cas, le nombre de manceuvres i effecuer varierait comme
I"inverse du cube de la taille de 1'espace libre. Les derniers résultats de
recherche en planification de mouvements pour systdéme non holonomes
montrent méme qu'il est possible de parquer un véhicule tractant un nombre
quelconque de remorques, comme ces chariots de convoyage qui circulent
dans les gares et les aéroports. Il est possible de le faire en théorie seulement,
car, en pratique, le nombre de manceuvres A effectuer est une fonction expo-
nentielle du nombre de remorques dans le meilleur des cas, et doublement
exponentielle dans le cas le pire ; en fait ce nombre peut varier comme
g FPE+ 1 od n est le nombre de remorques et Fib(n + 1) est le (n+1)*™
nombre de la célébre séquence de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21 ... (résultat
dd & F. Luca et 1.J. Risler de L.'"ENS a Paris).
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