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C'est à Bombay (Inde) que s'est déroultc, du 5 au 17 Juillel 1996,10 37~' 
Olympiade Intemalionale de Mathémaùques, réurussant 426 candidal' de 75 
pays. Avec seulement deux médailles d'argent pour les deux premIers pri. 
du Concours GénérnJ, Lionel FOURQUAUX (Lycée Slani. las, Paris, 20 points 
sur 42) ct Thomas DENEUX (Lycée Hocbe, Versail les, 21/42), la France en 
revient 36baot au classeme.nt officieux des pays. 

Certes, les sujets étaient piuS ardu s que l'an passé (cl'. Bulletins 401 . 
p.955 et 402, p. 81), aucun problème n'était "facile" comme !cs numüos 1 et 
4 de 1995, et le problème 5 éutit redoutable, mais l' .n passé, no", étions un 
peu au-dessus de la moyenne mondiale, ce qui n 'est plus Je cas celle année, 
la moiué de nos candidats ayant obtenu cnlre 2 e l 5 POilUS SUT 42. «C'est du r. 
mais 11 fau t bien ê tre co nscie nt que c'es t le reflet exact de nol(C 

enseignement des Mathématiques dans nos lycées», écrit~ dan!i son rapport. 
laude Descbamps (LOUIS-le-Grand), hef de la délégalion française el 

président du corruté consultatif international. 
Notre critère de sélection, le Concours Général , est aujourd'hui bicn dao> 

l'espril de l'OlympIade, mais scs résuhats sont publiés trop tardivement pour 
4ue les lauréats puissent bénéficier d'une prépara. io n s uffisante à 
l 'Olympiade : «l e stage de préparation. absoJume[lt nécessaire mai s 
évidemment insuffisant pour combler le retard de nos candidats, a cu lIeu du 
24 juin au 6 jUillet nu lycée Stanislas». En outre. le COntenu des programmes 

prépare ma l li ce genre d ' exerc ice: «il fa udrail absolumenl que nos 
programmes de Terminale S permClIent au. é lèves de développer leur 
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capaci[~ à raisonner et sunout que le mot démolltrer reprenne [oul son sens". 
ajoute Claude Deschamps. 

AUlrelo. critères de sélection? Lntcnsific8110n des acliv îlés Matllémauques 
extra-sculilJrcs? ,. une réflexion S'Împo.se ct ellc est en cours. mais san.s 
anendre, il est importanl de dIffuser le plus largemenl po«ible les sujets de 
l'OlympIade dans nos lycées, afin de donnor au~ candidats potentiels l'envie 
de concourir. Rappelons que ces problèmes nécessitenl, en pnnC,pe, fan peu 
de connnÎssânCes., et peuvent donc êlTe abordés même avonl la terminale 
(Francis DREY, 67 · Haguencau, m'écrit qu ' il a proposé l'énoncé 1 de 1995 ~ 
deux de ses élèves de Première SJ. 

A lilfe de comparaison, voici un lableau équivillenl à celui pubhé ]' an 
passé, donnant pour chaque problème, pour IOUS les candidal. et pour les 
candidats français. la moyenne. le nombre de noies maximales (7n) cl le 
nombre de ûros. 

INTERNATIONAL 
7n on Moyenne 7/7 

1 15% 15% 3.2 0/6 
2 21% 41% 2, 1 1/6 
3 12% 11% 2,4 1/6 
4 20% 42% 3,1 0/6 
5 1% 73% 0,5 016 
6 23% 46% 2,2 1/6 

1996 
Médaille d'or 28/42 (35 candidats) 
don/ score maximum: ./V42 (J caJl(Jjda/) 
Médaille d'argent 20/42 (66 eanmdats) 
Médaille de bronle 12142 (99 candidats) 

IENONCÉ l 1 

FRANCE 
0/7 Moyenne 

0/6 2,~ 

1/6 1.8 
0/6 3,0 
2/6 0,7 
4/6 0,3 
316 1,5 

1995 
37142 (30 candidats) 
4V42 (/4 candida/si 
29142 (71 candidats) 
19142 ( 100 candidats) 

ABCD est un tableau rectangul."e dans lequel AB = 20 Cl BC = 12. e. 
tableau est subdivisé en 20 x 12 carré, unité . On se donne un entier 
strictement po:ottuf r . 

Un j eton peut ~e déplacer d'un carré à un autre Sl el seulement si la 

disfance des centres de ces deux carrés est exac.lement -Ii . 
Le bUl est de trouver une suÎle de déplacements amemml le je.ton du carré 

ayanl pour somme! A au carré ayanl pour sommet B. 
a) Montrer que ceci ne peut pas être rélllisé si r est divisible par 2 ou par ). 
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b) Mon tr ~ r que ceci peut être réalisé si r = 73. 
cl Ceci peut-il être réa li re si r = 97' 

ISOLUTION 1 

Numérotons les lignes de 0 à Il et les colonnes de a il 19. Partanl de la 
case (0,0), le jeton doit atteindre la ca,. (19,0) . Or. pour qu 'il puisse se 
déplacer de a tignes el b colonnes ou de b lignes ct a colonne" il faul el il 
suffil que a'2 + b2 = r . 

a) Si r est puir, a 2 + b' = r entraîne que a et b sont de même pari té. En 
partant de la case (0.0), le jeton ne peul atteindre que des cas .. (x,,,) Où x ct y 
son l J e même parité, 11 n'a lleindra donc jnma,;, la case (1 9,OJ. 

Si r est mulliple de 3, comme lOut can:t est congru à 0 ou 1 modulo 3, 
a' + fil- = r entraîne que a el b SOnt mul tiples de 3, donc que r e>t multi ple de 
9. En part.1rl l de la case (0,0) , le jeton ne peut atte indre que des cases (x,y) où 
,f el,r sont multiples de 3, donc il n'atteindrnjamru, la case (19,0), 

b ) Pour que a~ + bl = 73, il faul que l'un des carrés SOI t au molOS égal il 
73(2; seules possibili tés : a = ±8 et b = ±3 ou l'inverse, d'où 8 mouvements 
possibles. Si, pour aller de la case (0,0) à la case (19,0), le jeton fait m 
mouvements de type #8,3), fi de lype ±(S,-3), P el q de lype #3,8) et ±(3,-M) 
(m fOprésen le plus pr~cisémen l le nombre de mouvements de type (8,3) 
moins le nombre de mouvements de type (-8,-3), etc.) alors on doil avoir : 

8(m + 11) + 3(p +q) = 19 3(111 -fi) + 8(p - q) =0 
fi el q ne pouvanl être de même parité. l' une des ,olullons les plus simples 
c~ l que p - q -= 3 t III - n ;;;;: -8, P + q = l el ni + n::;;; 2, soi t m = - 3. Il = 5, 
fi = 2, q = -1. Sur un lab leau IOfini, n' Imporle quel dtplacemen t de rroi, 
mOuvements de typc (-8,-3). 5 de type (8.- 3). 2 de lyp (3,8) cIl de lype (-
3 8) nQUS mènerall de 1. , 
case (0,0) à la case (19,0), Nombrè de pas resmm à faire 

Mais pour nOtre problème, CïlSè alteinle - H.-3) l!!.:..:1l (3,H) (- , ) 

Il importr.! de ne pas ~orlir 10.0! 3 5 2 1 

des lun ites du tableau, ce (3,8) 3 5 (1) 1 
(1 1,5) ) (4) 1 1 

qu i impose que lque (3,2) ~ ~ 1 1 
r5tonnemcn l. Une méthode (0,10) 2 4 1 (0\ 
effIcace eSI de noter à IR,7! 2 3 1 0 
chaque mo uvement le (OAI (Il 3 1 0 
nombre de pas qu 'il nous (8,1) t (2) t 0 
reste à faire clans chacune 01.9) 1 2 (6) 0 

de~ quatre directions, par 13,6) fOl 2 0 0 

exemp le ainsi ; (J 1.31 0 Il) 0 0 
(I9,Q) 0 (01 0 0 
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c) SI r = 97 , a = ± 9 et b" ± 4 ou l'inve,,e ; SLlf un tableau suffisanunent 
grand, la techn ique i-des.'ius s'appl iquerait. mais Je fail qu 'il n' y ail que 12 
lignes nous empêche J'atteindre la case (19,0) en pananl de 1. case (0,0). 

En effe t, appelons E la partIe du lableau constituée pat" les quatre lignes 
centralts (4 à 7), el F le reSl. du 13bleau (l ignes 0 li 3 el 8 à I l ). n 
mouvemenl de Iype (±4, ±9) nous fail passer de F à F san ch3nger la paTÏ lé 
de l'abscisse alors qu' un mOuvement de lype (±9, ±4) nous fai l passer de F 11 
E ou de E à F en changeanl la parilé de l·abscisse. Dans 10US les cas, on ne 
peut aller que d'une case nOIre à une cru;.c nOtr'C ou d' une case blanche à une 
case blam::he (cf. fi gure ci.dessous), on n'ira donc jamais de la case noire 
(0,0) li la case blanche (19,0), 

D 
1 1 1 

1 

, ,..- r- ""- r-~ ' 

.• l 

. , 

1 1 1 
A 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 I l 12 13 14 15 16 17 18 19 

1}-
B 

IREMARQUES 1 

Trois lecteurs m'ont fail parvemr leurs solution ' DomJOIquc D A V ION 

(73· Drumel"'z), Alai n SEB~O U N (78 . Carri~rcs sous Poissy) el Mohamed 
AASSILA (67·Sltasbow:g), 

L'important est de distin guer les contraintes anthmétiques (question a), 
qui ne son t pas liées à la ,aille du tabl eau , e l les lim itolions, moins 
immédiates . liées il la lnille du loblea" (queso ion cl, Pour les prem ières, 
Dominiq ue D A VION écrit: «Montrer que a 2 + b l divisible par 3 entraîne a cr 
b divisibles par 3. ex igible d 'un é l ~\'e de M.,h Elem, ne doil pas poser 
problème à un bon élève de Tenninale. mais ne fai l pas p3J1ie de sa culture» , 

Pour les secondes, elles eXlgenl quelques lâlo nnemenlS , On peut par 
e:(emple dessiner le r.ableau et voir touteS les cases que l'on peut atte indre en 
pananl de (0,0) , Mais allenlion 1 il eSi tr ~S rac ile de Sc tromper d' une case , ce 
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qui faus::;t tout. On fait peuL-être moins d'trreurs en écrivant numénquemenl 
le, coordonnées des cases que l'on peut aueîndre qu'en les dessinant sur un 
tableau. 

En l'occurrence, pour T ~ 97, le raisonnement prouve qu'avec un 
roax,lmurn de ] 2 lignes et un. nombre pair quelconque de cotonnéS, on ne 
pourra jam3.ls aller de A à B. Un autre raisonnement permettrall de prouver 
qu ' avec 12 lignes t 13 ou 15 olonnes. ce n'cst pas nOn plus possible. Par 
contre, si Je dispose d'une treizième ligne. je peux , d' une case de celle 
trejzi~me ligne, atteindre une case blanche de la quatrième el une case nOire 
de la neuvième, ou bien une case noire de la quatrième el une case blanche. 
de la neuvième. Je peu< donc aller de A à B même avec un nombre pair de 
colonnes, et même si nOlIe tableau n"a qu'un peUl nombre de colonnes (13 
ou 14 par e~emple) . 

Pe>t un pOlot à l' intérieur du lriangleABC tel que 

APB - A CB =APC -ABC 

Soient D et E les cenlres des, cercles inscrits re!!tpectivement dans les 
triongle APB et APC. Montrer que les droi tes (AP), (BD) et (CE) ,onl 
concourantes. 

ISOLUTION 1 
(BD) el (CE) sont les bissectrices 

intérieures de ABP et A CP 
respectivement, elles coupent donc 
(AP) en K. et Kc respectivement, 

vérifianl: AK. :AB et AK c :AC 
PK. PB PKc PC 

Dire que (AP). (BD) et (CE) son l 
concouranles revient à dire que 

K. = Kc, donc que ~~ : ~~ 

" 
'\ 

\ 
\K. 

/ 

~' 
B 

Fi8ure J 

,Q 

\ , , 
\ , 
'\ 

\ 
\ 

C 

La SImilitude de ceotre A qui t.ransforme B en C transforme P en un point Q 
tel que 

1) AB =AC 
PB QC 
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2) Les triangles ABC el APQ sonl semblables. Celle seconde relal,on ---------implique: QPC ~APC -ABC el PQC ~APB -ACB 

Elanl donné l'h)'pothèse, le mangle PQC eSllSocèle elle résultaI découle do 
la relalion (Il. 

1 REMA RQUES 1 

Comme le déplore lohan YEBBOU, à qui je dois la ,0Iuuo/1 ci-dessus, cel 
énoncé r"semble b l'énoncé de l'Olympiade d'Istanbul (I993) : 

Soit ABC un Irianglt dom Inus IfS a/lgles SolJl aigus el P lm poinl à 
/'lnlin-eur de t:~ tritvJ.~I~ \'érifiallt : 

APB ~ ACIl .,. 90· 'IAC.BP~flP . BC . 

(J) Dbu",;n" /a .. a/_ur du rappon fi BC· CP 
A .BP 

b) 1\1olllrer qut les tGJJgellles, au pomt C. aux Ct!rd~.'i circonscrits atLl 

rrmng/e.f ACP el BCP SO/ll on/wgono/es. 

La ,cconde queslIon de cet énoncé d'Istanbu l est indépendante : les 
tangenles en C fonl le même angle que les Langentes en p , qu i fonl, a\ec -( Pi et (BP) respectivement, les angle, ACP et BCP La prem ière -hypothè>e APB ~AC B + 90· suffit donc à prouver le b). JI importe, dan' 

e genre de problèmes, de d iscerner le noyau du problème de tout le 
camouflage qUI l'enloure - les tangenle, en C de cc probl~me d·Lstanbul ou 
les cercles im.cnLS du problème de ceUe année - élémenls qui ne jouenr aucun 
rôle en eux~mêroc!i. cl qU'II faut vite écarter pour se I;oncentrer sur le cœur de 
la démon,tralion. 

El le cœur de la démonslràlJon de celte annl!e. c· .tait de déduire une 
relallon entre des longueurs d'une relation enlIe des allslt .f : ln situation 1 
plus élément",re où une telle déduction est possible, c'csl le ttiangl< ,socèle. 
A ISlanbul , On panaJI de deux relauons une sur les angle. et une sur les 
longueur!i. - pour en déduire une lloisièml! ~ur les longueurs : là encore. cela 
rait penser à la résolution des triangles. Dans un cas comme dans l'nutre, il 
serail bon de disposer d'un triangle dont les trois anglcs SOient : - -- -- --- ---A PB - A C.B , BPC - BA C , CPA .- CBA (dont la somme vaut bicn xl 
.flO de trndu"" le plus "mplemem posSlnl. le, hYPolhèses angula,res. 

Il exi>tc au moins trotS man,ères de conSlru"': un lei tr.ang le : celle gue 

nous avons uliliséc (i9de~us elles deux.. solutions ·'ofli<..:icllcit" proposées par 
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le jury d'Olympiades, 
Ln Similitude ulillsée ci -dessus (les inq autres sinulitudes qui s 'en 

dédUIsent par pennutation de A, B, C, fournissant elles ausSi un triangle de 
mêmes angles , mais moins directemenL utilisable) vaut égalemenl pour 

l' énoncé d'Istanbul, car : PQ = BC et CQ = BP donc 10 triangle CpQ c,t 
AP AB AC AB 

rectangle isocèle, CP = CQ fi = A C.BP fi ' 
AB 

La première ,olulion officielle 
repose que les. projections 
orthogonales X, Y, et Z de P sur 
(BC) , (CA) et (AB) . Dans le cercle de 
diamètre IBPI, ~ui passe par X et Z, 
il est claie que . 

XZ = BI' sin Aiiè = BP.A C 
2R 

en appelant R le rayon du cerde 
circonscrit à ABC. 

En outre, ~---- --~-------- --~c x - -XZP = CBP = 1t - CPB - BCP 

onadonc hlen.colllme souhaité , XZY = CBP + CAP =APB - ACB - --SIAPB - ACB =APC -ABC , le triangIeX)'Zest isocèle,d ' nù: 
AC.BP = 2R.XZ = 2R.XY =048, CP. 

Si, dans le cas d'''tanbul , ÂPB -,1êB =!! , et ACBP = AP.BC, le tri · 
Z 

angle X)'Z est rectangle isocèle. 
La seconde solUlion officielle fail intervenir le cercle circonscrit ABC. 

que les drolles (API, (BP) et (CP) coupent en A ', B ' et C' respecuvemenl. 
'cst dans cc cercle circonscri l que l~on démontre les mêmes relations. 

angulauts que ci ·ùessus, maiS !; 'eSl la relation métrique de l' Inversion 
(inversion de pôle P laJssant invariant le cercle circonscril) qui fournit les 
résultals cherchés su r les longueurs . Officiellement, o n s'en lient à li! 
puissance - le du pOlnl P pur rapport au cerc le 
k = AP,PA ' = BP.PB' = CP. PC', pour refrute 1. démofiSlfat ion classique de : 

A 'B' = k (P:~B) , les triangles PAB el PB 'A ' élant semblables, Ul encore, 
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cetl méthode ,'applique au 
problème d'lsUlnbul, car : 

A 'B' =( k ) (..\ 8. CP) 
PA.PB.PC 

, Deux lecteurs on t, eu~ 

aussi, f.,t appel Il l' inversion . 
A MARCOUT (lO-Ste Savine) 
\llliise l'mversion ci-dessus de \ 

c<rcle circonsent 11 ABC (donc 

/ 

,1 

J pôle. P la issant invananl le 1\ / 
transformant A, B ct C en A ', u~---_"":'~'--,---=~ c 

8' et C') , après avoi r prouvé '" " ., \ J 
angulairement que le triangle ~ ., : 
A 'B 'C' est isocèle . Le cercle ~ fl8ure 3 

(n), passant par A 1 ct P et dont le cenlTe est sur (BC), est transformé en le 
diamètre p"-,,.nt par A' du cercle cireonsenl 11 PB'C' , donc en la médiatrice 
de [D'C'I . (n) est donc le cercle d'Apollonius, lieu des pomt> M tels que 

MB _ PB d' . AB _ PB 
MC-PC OU AC - PC ' 

Charles NOTARI (31.Montaut) ulillSe, lui, une inversion do pôle A, 
Iransfomlélflt P, B. en P I1 BI . Cl - La rc:lauon angulaire donnée comme 
hypothèse enLtaÎne que les cercles circonscrit; 1\ MB et APC fon l avec le -------cercle cirConscril Il ABC le même angle APB -ACB =APC - ABC, 
clonc que leurs images, l es droiles (P,B,) et (P, C,) se coupen t sur 1. 

médiatrice de [BtC,! , qui est l'image du cercle d'Apollonius. 

C'est Il ce cercle d'Apollonius, lieu des poinlS M vérifiant MB = AB , 
MC AC 

qu'ont pensé en prem ier lieu Jacques BOUTELOUP (76-Rouen), Dominique 
DAVION (73-Drumcuaz) el moi-même, car si P apparuent Il ce cercle, il 
v~rilie 1. rel.Lion angulaire donnée en hypothèse: on le prouve en étudiant. - -par xemple, A PC - A PB . On prouve ensuite que si P n' app.nienl pas au 
cercle, Il ne vén5e pas ladite relauon car un poinI Q du cercle (l'intersection 
de (BP) avec le cercle. ou l'intersection avec le cercle de l 'arc capable. 

voyant AB sou, l'angle A PB ) la vénfic. Cene démonstration , moins dIrecte 

et donc moins satisfaisante, s'appuie sur l'idée qu'il est plus {acile de 
prouver une relatio n :sur des angle:s qu'une relallon sur des l ongucur~, 
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Rappelons qu'aux Olympiades . la même note est attribuée à toute 
démonstration Juste, quelle que soit son élégance! 

1 ÉNONcE 3 1 

Soit S = lO, 1,2, 3, ... 1 l'ensemble des entiers positifs ou nuls. Trouver 
toutes les applications [de S dans S teUes que :/(m + fin)~ = f(f(m)) + 1(11) 
pour tout /li et n de S. 

ISOL TlON 1 

Appelons E le sous-ensemble de S constitué de, n lels queJrIl} = n. 
1 - 0 E E car [(0 + 1(0)) = N(O») + 1(0). 
2 - pour tout Il S .f(n) E E car [(0 + f (II)) = f«((O») + f(n) · 
3 - Si Il E E, Vm E S fi .. + III) = f(m + fin)) = f(flm)) + f(lI) = n + f(m) 

etdonc : me E~n+me E. 
La foncuon nulk est évidemment , olutioo : E = {Ol . Si f n' est pas la 

foncLion nulle , appelons q le plus petit entier non nul appartenant à E. 
D'après 3, 2q = q ... q et, par récurrence. aq (li e S) appaniennent à E. Par 

contre. aucun autre enlier n'appartitrH à E : si 1 ~ b < q, b e: E donc. pour 
tout a, aq ... b E E. d'apr~s 3. mm' on auraf(aq ,. b) = al[ + flb) . Et Comme 
f(b) E E.f(b) est multiple de q (éventuellement nul). 

Si l'on met à part 1. fonction nulle et la fonction identique (q = 1), toute 

autre solution est entièrement délerminée par la dOMée d'un entier q ;.. 2 et 

de (q - 1) entiers k. eS ( 1 "" b.; q - 1) en posant: pour tout a E S et pour 

tout b E {l , . .. . q -ll.J(aq) =aq etf(aq + b) = (a + k.)q. 
Réciproquemerlt , IOUle fonction de ce type es t so lu ti on de nolre 

problème . En effet, 
V n, fIn ) = 04 et V III, m = Ilq + y. 

Si '1=0, ftm ... Jrll») = f«a + ~)q) = (a + ~)q =1(f(Ilq) + aq 
Si l';Y""-q-I, 

Iim ... ](11)) = j((a + Il)q ... y) = (a ~ (3 + t.:.,)q 

= 1(1lq + y) ... 04 = f(j(1lq + y)) ... 04 

1 REMARQUES 1 

C'est CCl exercice qui a été le mieux réussi par nos candidats. ct j'ai reç.u 
trois solutions de lecteurs (Omarj .. MOUBINOOL, Paris, Laurent TIlIEULlN, 

92-Sèvre. ; Alain SEBAOUN, 78-Carritres sou, Poissy) et une solullon fausse. 
Ce lype d'équaùon foncùonnelle n'eSI p85 inattendu: l'énoncé 250 de ma 

rubrique Problèmes s'inspire d' un problème comparable (l~l.anbul, 1993), 13 
BuNtltl1l APMEP ",. 409 • AvrN-Maf 1991 

209 

Bulletin de l'APMEP n°409 - Avril/Mai 1997



pnnclpaJe "gon,lIté étant le grand nombre de saluuons. Après avoir foit le 
lour de Ioules les valeurs particulières (n = O. ni = 0) el avoir remorqué que 
lif(n» = f(n), il suffit de bIen meUn: en œUHe les propriélés élément.lfes de 
J'ensemble des enller~ naturels (plu~ petit élément d'un sous-e nsemble, 
récurrence. division euclIdienne). D'ailleurs, pourqUOI el ensernhle 
s'appelle-Hl S'? Le fan que 0 pui~c êue un enueT naturel n'a p~ lin! de 
poser des problèmes! 

1 ENONCÊ~ 1 

Les enticr> strictement positifs a et 1> sont te ls que les nombres 15a + 160 
et 160 - 15b sont tous les deux des carrés d 'entiers strictement posilifs. 
Trouver la plus petite valeur pouvanl être prise par le minimum des ces deux 
carrés. 

1 SOLUTION 1 

Si n 2 =15a+16I> et m'= 16a-151> (1) 
flJ + m" = ( 15

' 
+ 16')(", + b') = 481(a' + b 1). 

Or 481=13x37. 
Donc "J_-",J(mOO.13) => (n J)' _-(1/r)'( mOO.13) 

et 1/ J --m J (mod.37) => (n")9 " -11/1")9 (mOO.37) 
Comme our tout nombre prenliér p C[ 10ut entier Il non dlVI~ibllC par p , 
IlP-J Il l (mod.p), les congruences ci-dessus ne sont possibles que ~1 Il et III 

sonllous deux divis ibles cl por 13 et por :\7, donc par 4KJ. 
Le plus petil dcs deux carrés /1" et m2 est donc au maIn' égal à (481)', e t 
cette valeur est effectivement atteinte : on peut même avoir Il! ;;:: 11l ~ = 48I2 
car le syst~me (1) tquivaut alors à 

1 a-3Ih=O 
, 31a+b =962x 481 

1 REMARQUES 1 

J a=31 x481 
1 b = 481 

Peut·un supposer connue la notion de rtsH.lU quadrauque? On VOit mal 
comment s'cn liiOortir autrement. et )a solution officielle runsi que celle de 
Mohammed MSSlL (67-Strasbourg) présupposent la connalssonee du 
lemme de Fermai, CNS pour que q soii une puissance k-lèmc modulo p. 
L'arithmétique est, de fail, une composanle fondamenlale de la formation du 
maÙ1ématicien. et une bonne pratique des nombre. entier.; est ici Iléce saire 
pour nir très vJIC que 481 == I3x37. !)ans quoi, rien n'est possible. Notons 
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qu'on peut ré.!ioudre le sys tèml! (1) sans passer par des pui!isance ~ 

qu.uièmes, c'est cc qu'ont rail Aillin SEBAOUN (7S·Carrières sous Poi>syl , 
Charle, NOTNU (31·Monlaul) et mOI·même (ainsi que Jean·Pierre BOUDINE 
dans QI4adrulure), sous réserve d'cxpljcÎlet les résidus quadratiques modulo 
J 3 cl modulo 37. 

! ENONCES! 

SOli ABCDEF un hexagone convexe tel que AB soit pru:allèle à ED, BC 
soit parallèle 11 FE cl CD soit parallèle h AF. 

Soient R" . Re el RE les rayons des cercles circonscrits respectivement aux 
triangles FAB, BCD, DéF et SOlI p ie J>6"mètrc de l'hexagone. 

p 
Montrc:rque RA + Rc+ RE ~ 2· 

! SOLUTION 1 

Appelons 
....... _...... -. ..... 

a = A =D , ~ = B =E . '( = C =F 
les angles de l'hexagone . 
Les droites (BC) e l (EF) sont 
dIStantes de : 
AB.sin ~ ... FA .sin '( 

;: CD.sin '( ... DE.sin ~ 
Cl ceLle distance est inrérieure ou 
égale : HF = 2R. sin Ct 

D 'où l'on déduit : 

! 
A ,lo, 

1 

Oe même R '" l(CD Slna + BC sm Il ... EFsinP + FA "na) 
, c 4 silly Slny slOy 'illY 

et Re'" .L[EFsiny + DE sina + AB SIna + BCSiny) 
4 s'"~ ,mil s'"~ sin Il 
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Soil, en additionnant: 

R +R + R " l(AB(~+sina)+BC(~+~)+ ... ) 
ACE 4 sin ct ,in P sin ~ sin y 

.. l (AB + BC + .) = e. 
2 2 

car pour tout réel x > 0, > + 1 '" 2. x 

Notons que l'égaltl6 n', lieu que si : .~ + ~ = = 2 (soi t 
sin a sin ~ 

'ma = sinp = siny) et si les distances des droites (BC) el (EF), (CD) et (FA), 
(DE) ct (AB) son t égales à BF, FD, DB respec ti vement , dunc s i 
AF cosy = AB cosP, ED cosa = EF osyet CH cos~ = CDcosa, e qui 
nécessite que l'hexagone sOli régulier (les trois angles de 8FD valent "'3). 

Par ail leurs, l' inégalité vaut également pour 

R. + Rj/ + Re· R. + RD + Rf, RB + Re + RI» etc .. 

1 REMARQUES 1 

Pourquoi cet énoncé est-i l si dlfficale? J'a i reçu un~ lsolutlon de 
Mohammed AASSILA (67-Slrasbourg), el une tentalOve de solution; "n. 
l'aide de la démonstration d'André MGLIiS annexée à l'énoncé J27 de notre 
rubrique Problèmes. Jacques BOllTELOUP cl mOI-même n'en serions sans 
doute pas venus à bou~ Cl parmI les candtda", aux Olympiades, seuls l'ont 
rait entièrement les deux mei lleurs du classement (Ciprian MANOLESCU, 
Roumanie, 42/42, et YUK SEE KONG, Corée, 39142), un aU1Te Roumain (14·· .. 
aveC 33/42), un Grec et deu~ Arméniens, Seu ls 19 pays Sm 75 (25%) ont 
obtenu au moin, 3 points au total de leurs 6 candidats, et la France n'en faH 
pas parti~ , 

Tout comnne la démonstration d'André MOLES, ce problème présente la 
même dIfficulté que le théorl:me d'ERDOs-MoRDELL, qui a fait sécher bien 
des matheult: soit un Lriongle el un point mtüieur au triangle. La SOmme des 
d i~l3ncc du point aux trois c61és du triangle est inférieure ou égale à la 
demi-somme des distances du poi nt aux (lOIS sommtts. ell'égnli té n'a lieu 
que SI Je triangle est équilatéral t le pOInt en son centre Conjecturé par 
ERi)()S en 1935. li a été démonlré non ~lémcntairement par MORDELL en 
1937, pul' é lémentairem.nt par KAZARINOFF en 1945 . Or, ce théorème 
d'ERDOS-MoRDElL résulte élémentairemenl du présent problème 
d'Ol)'mp i aù~ : appelons PQR le tri.ng le et 1 le poin t inté rieur. Le, 
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symé LJ"1ques de 1 par rapport aux CÔlés 
IPQ), (QR) el (RP) seron' appelés F, B, D, 
eL lès symétrique, de 1 par rapport aux 
milieux dc [FB], [BOl el !DFJ, 
respect ivement ,C el E, AFIB. BIDC et 
DIFE sonl des parallé logrammes : nOD 
seulement (AB) CSI parallèle à (ED), (BC) 
à (FE) el (CD) à (AF) , mais en outre, 
AB = ED = IF, BC = FE = ID et 
CD = AF = lB . EgoOS- MoRDELL 

E 

/ 
F ( . 

IQ 
A l ~ • 

-........~ . 

R 

[rgurf' 2 
B correspond donc à un cas particulier de L... ___________ ..J 

nOtre problème d'Olympiade, Cc dernier permet d ' affirmer 

R,. + Re + RE;' î = IF + ID + lB. soit deux fois la somme des distances de 1 

aux côlés du triangle PQR, Or, RA = IQ, car 10; uiangl., IIBF l IFB sont 

égaux, el comme QF = QI = QB. Q est le centre du cercle circonscrit à IFB. 
L'égalité n'a lieu que si les angles de l'he .. gooe sont égaux il 21l13, dunc 

lès angles du ln3llgle à 1t/3, el si 1 est à égale distance des côtés du triangle, 
Tout comme la démonstration d'André ANGLES (cf. Les 200 premiers 

problèmes de ('A.P.ME.P. réuni, par Dominique Roux, vo\.n «Géométrie». 
p ,81). notre problème d'Olympiade repo," sur une idée rarement 
exploitée: la noUOn de ,.triangle élargi» . Ordinairement, en géométrie du 
uiangie. on d6montre des reluùons entre le.!!. éléments d'un même triangle, et 
si la figure comprend plusieurs tr1fingle~, C'CSI à partir ues relatlOns ét3blies 
sur"'" dirtërents triangles qu'on prouve le résu ltai final. 

Ici , la figure comprend toul un tas de trianglès, mais elle n" SI pas un las 
de triangles. On peut démontrer beaucoup de rriallons ~ur tous ces triangles, 
par exemplt: : FA. + AB ~ 4R" Cos an, mais on ne peUL pa~ résoudre notre 

problème à partir de ces n::lallon~ . C'est dès le déparl. avanl de démontrer 
IOUle relallon qu'il faut faire mtervemr des éléments sons rapport avec le 
triangle étudié - en l' occurrence, faire intervenu les '1Igles Il el yd.n, \' étude 
du triangle FAD. 

La sOlUlÎOll se trouve donc dan ' Ic~ triangles élargiS. triangles auxquels 
on ajoute des éléments de 1'environnemenL S3nS rappotl direct avec le 
triang le lui -marne; car, quelle que soit la manière de les relier, les 
informations que l'on peut e~lri.Ure de J'étude des lrianglcs en eux-mêmes, 
hors contexte . sont insuffisamment riches pour fournir Je résultat souhai té_ 
Peu de problèmes d géométrie du triangle sont dans cc cas. 

Par ailleurs. on peut se de mander s' il est "normal" que la m~me 
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démonmarion vaille pour R. + RB + R(' d"", la mesure où considérer les 

trois triangles FAB, ABC, BCD cas.e le rôle ymélfique Joué par les 'ix 
sommets de l'hexagone, ce qui semble, à tort. un de. support., de 18 soluuon, 

IENONCE6! 

SOlenlll, p el q des enUers striclement posiufs Icls que Il > P + q. 
Soient xO I .t l ' . . . Xiii cJe.s colletS vérifjamles deux conditions suivantes : 

(i) x = x, = 0 

(ii) pour chaque enlier l, 1 .;; i .;; Il , on a sOli x, - x, _ 1 = P .011 

x,- xr_ l = -q. 
Montrer qu'il elUsle un coupl e d' indices (i,)1 avec i <j el (i, j) ~ (0, Il) lei 

que x, = "Cr 

1 SOLUTION ! 
Remarquons 10ul d'abord qu'on peu supposer p el q premiers en Ire eu._, 

car SI p el q admellenl pour P.G.C.D. d. on ne change nen au probl~me en 
remplaçanlp, q Cl x, par: p ' = l'Id. q' = qldel< 'i = <,Id 

Par wlleurs, 11 .'i clair, par récurrence, que Xi + iq est multiple de (p + q), 

el que, si l' n pose x, = (p + q ))'i - iq, ."0 = 0 cl 

\;liE 11. .. . ,n ) .",-)',_1 vaulOou 1 (1) 

Comme x. = 0, (p + q).\'. = IIq : q. premier avec (p + qI, divise J., donc il 

exiSie un enlier k lei que Y. = kq, Il = k(p + 'I) e l k '" 2 pUISque. par 
hypothè.e,,, > p + q 

Notre prohlème sera r15so1u si J'on trouve un indice j tel que Xlof- (JI ... .ql =rJ' 

ce qui revient à dIre : ),. tp + '1) = -', + q. Pour 10UI j, 0 ,,; j ,,; (k - 1 )(1' + <J), 

posons:, - -', ... (p+ ql - >1' 
Il résulte de (I)que,si] '" l ,Il) < , -,1 "' 1. 
Or, ~ + tep of q • • ...... Z ,1;- l)f.p + y) = ) 'n - Jo = kq. ce qui prouve que les k 

entiers Zif" .. q) ne peuvent pas être tou~ strictement inférieurs à q ni 'DUS 

strictement \"upéneurs à q : :::, prend au moins une valeur :.,1 ~ q et au moins 

une \,.l1rue ~ ,~ '!!;.q. Enuej, eth. zJ varie d'au plus une unité à ~ haqu e indice. 

et pour aller d'une valeur ~ q à une valeur ~ q, il dOlt obligatOirement passer 
par 1[1 valeur q. ce qui achè,,"e la démonstration 

1 REMARQUES! 

Cct exercice 6, «con,idéré par le jury comme très intéressant et lrès 
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nouveau, était une des cinq propositions de 13 France:» rapporte Claude 
DESCHAMPS. Rappelons que chaque pays enVoie. plusieurs moi~ à I·ava.nêl!. 
des propositions d'exercices. Du 5 au 9 juillet, les chefs des différentes 
délégallons, con,litués en jury international, ont choisi, à hw. clos, parmi 30 
sujets présélection nés par le pays org.nisateur, puis les ont traduits pour les 
proposer aux candidats le, JO et Il juillet. 

Ce résullat repose sur une généralisation auX nombrc~ en ti ers du 
théorème des voleurS Intermédllures. L'hypothèse 1/ > P + q e t fondamentale 
car. si n::::. p + q. en posa.nt : 

Xi = ip pour ; ~q .lj -= (IJ - Î}q pour i ~ II 

on ne peut avoir ip = (n - J1q que si q. premier avec p, divllS i : il n'existe 
donc pas de couple d'indIces (i,j) tel que x, = t j' hOnlus (0, ,,) 

Je n'ru reçu qu'une seule solution il cet énoncé : de Jean-ChnMophe 
LAUGtEK (17 - Rochefort)_ 

A PROPOS DES OLYMPIADES 1995 
Peu après la publication des solutions (Blllletin 402, révner-mars 1996, p, 

81), plusieurs réactions me sonl parvenues qui mtritent d'être menllOnnées. 
- Sur l'exercice 1, r.ncis DREY (67-Hagueneau) signale que l'axe radical 
(XY) des deux certles peut être vu comme une ligne de niveau au programme 
de première S. Les triangles semblables ' tant moins au gOÛt du j"ur que les 
homothét ies, il propos!! une solution v Isine de: la solutlo[] russe : 
l'homoth~tie de centre Z transformant n en C Lransfornle A en B, donc 
l' intersection Q de (AM) el (DN) en l'orthocentre du trHlngle PCB. 
R. RAl'NAUD (04-Digne), lui, ~ l'occasion de 1. réédllion du DUPORcQ_ rait 
remarquer que, de Ja correspundance homographique liant (BP) et (CP), se 
dédUIt une correspondarce homographique liant (AQ) et (CQ) , qui sont 
confondues lo"",uo P est à l'infini. 

0: 
- Sur l'exercice 2, G_LtON (Nouméa) signale que la fonction -1-=f(IJ 

A - 1 

ttart convexe pour u;' l , O<t < A, on a : t({(X) + f(y) + /(4») '" f(X + ; + :) , 

~l ce, même si A = .\ + J +::: (1" ~ (.xy.:)JI}:=: 1) «Le programme de Temlinale 

(Tronc commun) accorde une place considérable aux fonclÎons cr au cnlcul 
barycenmque, écrit-il . omment expliquer que la démonstration d'inégalités 
de convexilê, qui conjugue harmonieusement ces deux sujets, n'ait jamais 

trouvé 1. moindre place dans les SUjets du bac? 
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Il ajoute, il propos de l'exercice 5: ~ malgré tout mo n respec t pour 
PtOlémée et 1·lnversion. la méthode mIse en œuvre ct ns la "propriété 
préliminaire" permet de démontrer rapIdement que. si ABC e<l équilatéral , 
pour tout point P du plan, PC.s; PA + PB : la rotation de centre A qui mène B 
cn C transforme Pen Q vérifiant Pc.s; PQ + QC = PA + PB .. . Si. dan, le cas 
où ABC n'es t pas équi latéra l. on considère 13 SImili tude de centre A 
tran sformant B en C ct P en Q (c f. énoncé 2 de 1996), ce lle même 

démonstration montre que P .s; BCAP + BpA C , d'où le lhéorème de 
AB AB 

Ptolémée, l'égalité ayant lieu si el seulement si APC + ABC = ll . 
.• Quant à l'énoncé 6 de 1995. O. LION COnState que la solution est «fondée 
sur la définition d'une opération du groupe cycl ique à p élément> dans 
l'ensemble des panies (1 . 2, .. .. 2p) de cardInal p. n devient alors évident 
que pour celle opérallon, les orblles sont de cardinal 1 ou p. Mais celle 
évidence est difficile à tradui re lOrSqu'on s'interdit l' usage des oUllls nOn 
élémentaines ; à ce titre, cet exercice semble mal venu pour les Olympiades~ . 

H ubert DELANGE (91-0 rsay), quant à lui, par une méthode apparentée à la 
démonst ration ital ienne (polynômes cyclotomiques), exprime plus 
généralement le nombre N.(k) de snus-ensembles de (l, 2, ... , mpl ayant k 

éléments et tels que la somme de leurs éléments s oit "!I (mad pl, et ce. pour 
tout enûer m > 1. tou t entier p > l , lOut !I entier (0 ", !I .s; p - 1) e t toUl enlier 

1. +lt/d Url 
kO.s;k.s;mp): N.lkl =l L 1- 1) C"PldCdl!I) 

Pd l/p.') 

où Cd{u) est la somme de Rrunanujan L e2t M t:J.1 d . 

~~~ 

Si P esl premier, le POCD (p,t) étant soit 1 SOit p. le résultat se simplifie : , 
si , '" 0 (mad.p). pour chaque !I, N " Ik) ,,1 Cmp p 

si k = /lp: 

pour 0:= 0, 'V.(kl ~t (C~ +e Cp - Ile:) 

poura .. O, Na(k l - t{c ~ -.e:) 
avec E = 1 si p impair, E = (- 1)' SI P = 2. 
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