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Les Problemes
__de I'A.P.M.E.P.

Cette rubrique propose des problémes choisis pour Voriginaliré
de leur caractére : esthétique, subtil, ingénieux, voire récréatif, dont
la selution nécessite initiatives, démarche inventive, recherche,
effort intellectuel.

Elle accueille tous ceux gui aiment inventer, chercher de «beaux
problémess... si possible trouver des solutions et les invite & donner
libre cours & leur imagination créatrice,

Priorité est naturellement réservée aux énoncés composés par
des collégues et au dialogue ouvert entre eux par le jeu des réponses
et des solutions. Les auteurs sont priés de joindre les solutions aux
propositions d'énoncés.

Enoncés, réponses et solutions sonl a4 envoyer a l'adresse suivan-
te (réponses 4 des problémes différents sur des feuilles séparées
S.V.P.,, sans oublier votre nom sur chagque feuille) :

Frangois LO JACOMO
21 rue Juliette Dodu
75010 PARIS

ENONCES

ENONCE N°264 (Gilbert GRIBONVAL, 91 - Palaiseau)

Le quadrilatgre ABCD est quel-
congue. Chacun de ses cOiés a éid
partagé en trois parties égales.
Certains disent que l'aire du gua-
drilatére ABCD est neuf fois celle
du quadrilatére MNPQ. El vous,
qu'en pensez-vous ?
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ENONCE N°265 (Frangois LO JACOMO, Paris)

Soit ABC un triangle dont les angles seront notés A , B, C |, Soient O et
R le centre et le rayon de son cercle circonscrit, H son orthocentre, et A', B',
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€' les symémrique de A, B, C respectivement par rapport 4 Ja droite d'Euler
(OH).

Montrer que AB'.OH =A'B.0H =2R |sinlE -2 .

ENONCE N°266 (Nahum-Patrick BENMOUSSA, Sarcelles, d'aprés oral
Polytechnigue)

A tout entier n = 2, on associe son plus grand facteur premier p (n ),

Pour a réel, dwudier la convergence de la série de terme général e pl“ln) -

SOLUTIONS

Nows  pourswvons, dans ce numero, la corvection de l'énonce n°245 de Frangots
LO JACOMO.

La premiére pariie de cette corréeciion a é1é publide dans le numéro 408, de la page
57 alapage 7%.

Théoréme : quel que seit le nombre complexe w donné, I"équation (10)

1
]

— =w admet au plus quatre racines distinctes ; elle admet précisément
1-2u

quatre racines distinctes si et seulement si w est le pivot d'un tnangle, ces
quatre racines étant Jes affixes des centres du cercle inscrt et des trois
cercles exinscrits dans ledit triangle.

Effectivement, nous avons 1 un quatuor inséparable : algébriquement,
par notre méthode, les centres des cercles exinscrits ont les mémes propriétés
que le centre du cercle inscrit. D'ailleurs, pour mettre en relief cette parenté,
ces quatre cercles sont également appelés “cercles tritangents”. Pour com-

mencer, comme Al,=4R cos g €08 (; il suffit de changer quelques signes

dans la démonstration ci-dessus pour prouver que 'affixe w, de /4 vérifie

; by
aussl == = W, loul comme g el .

-
]—-uﬁ

Mais pourquoi ne peat-il y avair plus de quatre racines?
Tout simplement parce que

2
? 2 {9al2n =
w=—4 __ o (w-u’| =(IL2‘L] =dwiwll -2¢) (1)
A | |
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# est done racine de 1'équation algébrigue:

4 2 = 2
PJJ:: - 2wz + 8w wz+w h —43:0

qui, elle, admet loujours quatre racines, distinctes ou non. Nous appellerons
W), U3, Hy €t g Ces quatre racines et sg, Is, Ps, ¢ leurs polynémes symélriques

élémentaires : Ps = z‘ - 35:.] +Is ?.2 - PsT+gs.
Remarquons, au passage, que 55 = 0, ce qui se traduit, dans Je cas ot iy, i,
iy et ug sont les affixes de [, 1, Iy et { par le fail que ces quatre points ont

pour isobarycentre 0.

Mais réciproquement, les racines de Ps vérifient-elles 1'équation (10) ?
Pas obligatoirement, ce qui explique que cette équation {(10) n'ait pas néces-
sairement guatre racines.

_2
L.'idée est d'associer & toute racine ude Py : ' = Lo M qui est aussi
2w

y i A
racine de P car u"-_—(“'z'_“ ) =w (1 —2u) d'apres (11) donc
5

2 N b ]
a e -
[u‘ -—W) =awi =dww(l -2).
Par ailleurs, cette transformation est involutive sur ’ensemble des

-+

racines :ona ' =w (1 - 23 tout comme : w* = w1 - 20 .

Des lors, soit chacune des racines de Ps, distinctes ou non, est sa propre
image par cette imvolution :

wi=wll - 2@ wi=wll —20d; ud=wll - 20y

et ui=w(l-2uy) auquel cas I'éguation (10) admet quatre racines, dis-
tinctes ou non.

Soit I'une d'elle, u; par exemple, n'est pas sa propre image : ¢'est par
exemple I'image de u # uy, onadonc ui=wil - 2ad et wi=wil - 2a)) .
Des lors, le fait que Py ne puisse pas ére un carré (si w 2 0) et le fait que

i 43+ ui+ ui=4aw interdisent que I'on ait u; ou ug égal A u, ou  u,.

On peut donc avoir soit : ui=wll = 2i3) et wi=wl1 - 2ii4), auquel cas
I'équation (10) admet deux racines distinctes ou non, 80it !
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ui=wll - 2Wdet ut=w(l —2w) avec s # ug, et I'équation (10) n"admet
pas de racine.

Mais ce dernier cas ne sc produit jamais : 1'équation (10) admet toujours
deux ou quatre racines, distinctes ou non. En effet, si deux racines s’échan-
gent:

{ :g:::i:;"_:_.:} alors  uf~ ui=2wl@—u

et [N%*Hal'ul-uﬂ =[ln + szifil = "ﬂr est un réel positif.

Si, par can‘l‘:rc. les racines uy el :2 sont toutes deux invariantes :
{ :E::::{:iﬂ;ﬂ alors ul- n%:—lu'{m—iﬂ

et luy + “5‘1{“ = “3‘: st un réel négarif.

Or, comme (uy + ug) = = (g + uy)

(uy + wa) (g —t3) 2= (uy + 102} 3+ duguey (g + i)
(U + tg) (b =11) 2= (g + ug) 3 + $uaney (1w + 14z)

et la somme vaut 4ps=—32w W, Si iy el iy 5" échangeaient et uy, uy égale-

2 2
ment, 1+ "'3}‘{:“ —u3 & faes + "“’i}“ ~#dl serait un réel positif, ce qui

n'est manifestement pas le cas. Pour la méme raison, on remarque que Si i,
el uy s'échangent, on ne peut pas avoir iy = iy, Dong, en prenant soin d’élu-
dier séparément les cas ol P admet une racine trple ou quadruple (w =0 ou
w = 1/3), on peut affirmer que si P< admet une racine double, tnple ou qua-
druple, toutes ses racines sont solution de 1I'équation (10).

Remarquons au passage que si u; et uy s'échangent ou s'ils sont tous
deux invariants, i, + uy = [2w | car |0y — @2|=|uy — w2l . Dés lors, si 1'équa-

tian (10) admet quaire racines disunctes, deux quelconques d'entre elles ont
leur milieu sur le cercle de centre O et de ravon R, ce qui rappelle une pro-
priété connue. Réciproquement, si deux quelconques des quatre racines de
Py, gue |'on supposera distinctes; ont leur milieu sur un méme cercle, ces

quatre racines sont invariantes par notre involution, donc 1'éguation (10)
admet guatre racines distinctes. Géométriquement, il est clair que, par
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exemple, les milieux de [1,/;], [f2fa). [fdg] et [4,4,] sont les sommets d'un
parallélogramme de cdtés paralléles & (1;f;) et (1.ly). ils sont donc sur un
méme cercle si et seulement si (7,/5) et (1,1,) sont perpendiculaires. Cela peut
aussi se prouver algébriquement, en écrivant que :

2
-

]
w4 ({5 U3+ ua

2 2

u1+u4+u1+u3
2 2

done

— i i) —n
IH;+H1P+IN]+H411=|“|+H‘F+Iﬂz+ﬂ_|lz 42 (IH })'1'(3‘ Es)=0
H2— g 2= ks

Or, si wy, 85, 03, iy n'élaient pas tous quatre invariants, SUPPOSONS que i,
¢l i, 5'échangent, on aurait :

[(u. + u:]ifn - H?J?H‘HJ + “Jif‘f* = "“’RJ € R~

Comme u; + uy =— (43 + wy), on en déduirait que

iy + w2 liey — u ey — g

I

est réel, et par suite que “2—"% serait lui aussi réel, /; serait done sur la

Hy= 3
paraliéle A (1) passant par £y, et non sur la hauteur. Alors qu’un calcul ana-
y— iy
Y=z

logue, lorsque toutes les racines sont invariantes, montre que : sl

alors imaginaire pur, comme prévu.

Comment voir si les quatre racines ont leurs six milieux sur un méme
cercle 7 En déterminant I'équation admettant pour racines les six sommes :
Uy + Wy, Uy * Mg, Wy F Mg, Wy g, My + Uy Ui + g Ce n'est pas si difficile,

sachant que s¢ =0, ps =—2wet go=- 8w W , on peut écrire par exemple :
Qg+ dg) + (g + uy) + (00 + ) = 3y + (ug + 16y + 1g) = 2u
(g + 2 )iy + wy) + (g + uadluy + ug) + (g + ugdug + uy)

4
=3ui+ 2uyluz+ us+ wd + lwaus + wanes + usus)
=21 - 2w

et ity + sy Moty + )y + 14 =

- .
=ul+ uilua+ us+ ud +uylusns + wsng + wauz) + urusus

o

:-Ew W
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Donc uy + wy, Wy + ia, 1) + g, sont les racines de

Potad=2° = 2upz® + [2u] - 2w) 2 + 8w’w
alors que ny + wy == (g + uy), wy + 4y ==y + w3) et ly + 1wy =—(uy + 1)
sont eux racines de Py (—2). Le polyndme cherché est donc :

6 4 2__a - IR
PeaPslzd=2"~dwz + 16w wz'— 64w W
compte tenu que, uy étant racine de Ps, il vérifie

3 0 g A 2
[up—w) + 8w wuy=4w w .
Or, ce polyndme peut encore s'écrire :

Patzihi—:h:@w’ﬁ[::] (12)

et 1n condition nécessaire et suffisante pour qu'il admette six racines de

méme module est que Po ait aussi des racines de méme module, done que

W (et, par symétrie w) soil extéricur ou sur le limagon de Pascal (L), Tout
le raisonnement réside dans le fait que, dans la relation (12), le w paramétre
de Py est le méme que le w paramétre de Py donc de Py,

Qu'en est-il des cas ol P5 admet une racine double ? D'aprés ce que nous

venons de voir, P admet une racine double si et seulement si Py admet Tui
aussi une racine double, donc si et seulement si le paramétre W (done w) est
sur (L), Cela achéve la démonstration du théoréme annoncé.

En outre, si Fg admet v pour racine double, on doit avoir la décomposi-
tion

Psta= [z’*- vz + vzuz: + vz + i Zwl
obtenue en identifiant les coefficients de =4, 2° el g2, Le coefficient constant
w1 — )= 1':{31'2 -~ Zwl

Mais on a vu que la racine double v est racine de !'équation (10) :
vi=wil —2%) Jdon: 1 —dw=I] - 201 - 6] = w=v {2 -3

2
En rapprochant ceci de : w = : -

on en déduit que la racine double ap-

~"

partient au cercle (T) : 3v-2I= L.
it

(3 W 38”[2 -

3

=
¥ 5

Réciproquement, si v =

it
£ } , West sur (L) et v est bien
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racine double de :
2 1 '
Ps(:l:(.’. ~2¥vz + vl] Iz +2vz (2= Je"lv}-
Les autres racines sont !

w1
H=—y t?wr”r"r-—l +2—2—(w5%:t'|2—c"|)

En paramétrant : n =—1 + %-f.)e"‘3 . elles appartiennent & la courbe -

2 2
(p=cos @) =1 +8sin 8
Cest Jacques BoUuTELOUP qui m'a fait remarquer que cette quartique bicircu-
laire (&), étant donné son point de rebroussement H', était I'inverse d'une

parabole ; ¢'est Uinverse de la parabole de foyer G ¢t de sommet @ par
I"inversion de centre H' qui transforme @ en H. En effet, si 'on pose
pef®=x + ¢y, 'équation ci-dessus devient :

;42
1———-——-1;,2": —9(—1—-5,,‘ ) =
x“+y° T+ v

et I'imversion transforme (x, v) en 2 [;].i_,;] i 2(1_\;__“_]
2t eyl 2T+

D'ailleurs, (@ ) et (3 sont les deux
seules courbes passant par G dont Iinver-
se, par une inversion transformant @ en
H, soit la parabole de foyer G et de som-
met O, Tout comme {Q{J (et ce n'est pas
un hasard !), elle est tangente & la média-
trice (A) de [OH], mais en deux points fy

——

et J, tels que J,OH = HOJ, =§.

Quand [ se trouve en Jy, 1a racine double

est en J; et Wen J| et quand £ est en J,,
la racine double esten J; et Wen J,
Comme W est sur (L) si et seulement
st £ est sur (") ou sur (), on s'artend a
trouver 14 Ia frontigre de "ensemble des

points [ tels qu'il existe un triangle ABC admettant / pour centre d'un des
cercles inscrit ou exinscrits et 'inversion que je viens de citer permel de
Bulielin APMEP a° 409 - Avril-Mal 1887
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décrire cet ensemble au moyen d'une parabole, dans un nouvean repére o /
et H' (le pole de I'inversion) sont fixés et ol les autres points, notamment G,
sont variables : en effet, si / a pour affixe x + iy dans le plan des complexes
2
X+ iy
complexes ot H" et / ont pour affixes 0 et 1. D'ob la réponse proposée en (éle
de I'article, qui évite de faire appel & une équation de quelque forme qu'elle
s0it.
Néanmoins, un équationniste pointilleux ne saurait se satisfaire d'une
argumentation topologique sommaire, 11 est, sinon simple, du moins pos-
‘I
- Iu
paramétrer iule]iigenmmt. Par exemple, une droite passant par & coupera la
frontiere de 'ensemble cherché en deux points doubles (G et un auire point
du cercle (IN), et deux & quatre points simples appartenant & (), dont le
point G. On doit retrouver ainsi |'équation de ().

sible, de substituer w =

dans une des équations (6), & condition de

in
De fait, en posant y = ii-& (le paramdtre p n'a aucun rapport avec

ceux précédemment utilisés, mais je suis & court de notations!), on a ;

(or*-1) —4|3w-~1]"=

11 I’ 2 < 2
=(9u‘ﬁ ~ 1 - 24) (1 - 2q) —-4|3u -I1-2m] |1 = 2ul
1-24f

3

= 5“E ] [[zp +dp cos(p+pu}slq)+"w$qb]
B11 =2

(A +4pcospeos20+ 4 msltp](lﬁp:—apcostp-r l)]
_256p lp coslpi

81]1- zuj
La condition nécessaire et suffisante cherchée est donc que e terme

[p +6p cusq:l-l-[!')'t.‘clﬁ Q- Sip +BPC0HP](I3)
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D=pHybpieos+(17cos! p—5)p?+ 8pcos©

soit strictement positif. Or @ = 0 doit correspondre  1'équation de (& ) dans
notre repére centré en G,

Il serait bon, dés lors , de recentrer le repére en H'. en posant :

x i1+ pcosy. y=p sin Q.
D=(pi+2pcosPip?+dpcos+4)— 9p sing
= (x4 —y) (P + 3y -9
pour écrire la condition sous la forme attendue :

2
3y 2x
= S 1 l""';'_‘1
2 3 ' x“+3

Sous réserve que, 13, nous ne différencions pas le cas ob [ est centre du cercle
inscrit de celui on il est centre d'un cercle exinserit. Comment {aire la diffé-
rence?

Tout simplement en remarquant que, parmi les quatre centres des cercles
inserit et exinserits, le centre du eercle inscrit est le seul qui soit imtérieur au

cercle circonscrit, donc le seul vérifiant @ ju| < R = |w|. soit B —|> 1.
| 4 — 41

Dans la mesure ol le domaine ainsi défini (T'inténeur de (I a l'exclusion de
(') est tout entier extérieur i (), on en déduit les deux conditions annon-
cées. On comprend micux dés lors pourquol (T) est Uensemble des points
doubles possibles de 1'équation (10) : Jorsque deux sommets A et B duo tri-
angle viennent se confondre sur (T), le eentre I du cercle inscrit et le centre
I d'un des cercles exinscrits viennenl eux aussi se confondre avec A = 8, [
venant de |'intérieur de (I") et I de I'extériear, [, er Iy, eux, s'améieront sur
la quartique ((Z) ; ils sont sur la bissectrice extérieure de I'angle nul, laguelle
pusse par H' car C est sur le cercle de diaméwe H'G (le miliew de [/, 75 est
le milieu de [H'C 1). Cela expligue le réle joué par H' dans 1"étude de (& ).

11 est clair, géométriquement, gue si quatre points forment un quadrangle
arthocentrique, un et un seul d'entre eux est intérieur aw triangle formé par
les trois autres, donc au cercle d'Euler du quadrangle. En d'autres termes, la
condition | | < R caractérise bien une et une seule des quatre racines de
1"équation (10). Mais peut-on le prouver équationnellement 7

Zim-t— uj |‘ =]Zm | + 221“;'9

fe)
Comme X u;=0et fu; + u; | = 2R pour tout couple i, /), on a donc e résultat
classique :
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2 2 2 2 2
Siuif =0I + 014 + Oly + 0l¢ =12R

u 1 =21 =20
Par ailleurs, '._' ol L L , donc
Wi Willy

16 22[_+_) Zm,

Comme '_=E=2+Lnna:zl__=_4 g T,
g5 aw -1 mn; dw-=1 4dw-=|]

. . - 4
On sait, en outre, que [T u;= g 5 done [Tu; W = gsgs =law - 1)l4w - )R

AR - 4 2
el Wit) _ () _ 2501 - 2u) = X (i) =48R " + 4R

Wu
Les u;ii; = OI; sont donc racines du polyndme ;
Pold =2t - 12877 + lagr* - 287 )22 - l64R® - 4R Yz + law — 1)law - 1) R

Sije pose uin; =R+ 2Rr;, les r, sont, eux, racines du polyndme

P,[R’”R‘__J_m‘(_ At (‘JR ~1).2_27R" - 18R + dhw + ¥ -1
. N 16

_ 4 2 1
Or, w est pivot si et seulement st 27R — 18R + 4w + w) =1 > 0 augquel
cas le produit des r; est strictement négatif : un ou trois des r, est négatif,
done. un ou trois des |u; | est mféreur & R. Il ne peut pas y en avoir trois car,

du fait que Zu;, = 0, Je quatriéme aurait un module inférieur & 3R el on ne
pourrait pas avoir i, |2 = 12R 2. D ailleurs, si deux racines laient inté-
ricures au cercle de centre @ et de rayon R, on voit mal comment leur milieu

v ]

serait sur le cercle. Dés lors, si I"équation U o admet quatre racines
1-2u

distinctes, une et une seule d'entre elles a un module strictement inférieur 3
= |w |, donc une et une seule est intérieure a (T).

Mais on a redémontré au passage tout un tas de relations classiques sur
les rayons des cercles inscrits et exinscrits, celles que ¢ite TERQUEM, notam-
ment :
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ra+rgtre-r=4R

l- -+ I— -+ L = -.;[k

Fa e e r

Pararer=382%
compte tenu de la relation (8),

LES DEUX CAS PARTICULIERS
El les cas particuliers ol le triangle est constructible a la régle et au com-

pas ? Un jeu d'enfant ! Ce sont les cas ol le polyndme Py admet une racine
évidente. ..

2
H__ =w est Jui aussi réel,
=2u

> (¢) Si u est réel (premier cas particulier), 3

done w est racine évidente de Pylz) = (2 = w) (22 4+ (w — 1)z + w?) les autres
racines éant ;
l=—w i YBw — 11 + w)
2 2
et le tnangle est 1socele, sous réserve que ! soit extérieur & [H'G ], sinon les
trois racines sont réelles. 11 suffit donc de construire w, et la construction est
la méme que [/ soit centre du cercle mscrit ou d'un cercle exinserit. si ¢e n'est
que, dans ce second cas, K est exténieur au cercle de centre () passant par /|
il faut donc mener de K deux tangentes & ce cercle pour trouver le pied de la
polaire J,. Si [ est sur |H'G [, la médiatrice de [HJ, ] ne coupe pas le cercle
de centre O ¢t de rayon R,
Tous les autres polynomes se simplifient, par exemple :

Pi@)=(z=w3w= DR G- (w+ 1) (3w-1))

Ps(z) = (22 + 2wz — w) (2% = 2wz — W + 4nd)
L'étude de Ps est intéressante, car elle illusire, dans ce cas particulier, ce qui
se passe st w est i |'intérieur de ().
Si—1<w<0,les racines de z * + 2wz — w s0nt complexes conjuguées (sur le
cercle de diamétre [OH ), elles s'échangent (22 = w(l — 22 )), el ce sont les
tacines de £ 2 — 2wz — w + 4w 2, elles aussi complexes conjuguées (d'oi le

g — =W (Ccar .-‘_-I-E:.'Zw et
—=2u

parallélisme) qui sont solutions de
2 ; ;

2 =wll —20w—-2) ). Une fois passée la racine quadruple pour w = 0, les

quatre racines deviennent réelles (parallélisme) et les relations ci-dessus
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prouvent gue, celte fois-ci, ¢e sont les racines de 22 + 2wz — w qui sont
b
i3

1-2u

racines de

=w alors que les daux autres s'échangent, elles sortent

méme de la quartique ({7 ) pour décrire I'intervalle {—é. ' 5.]’_] ¢t se rejoindre

en G pour w = 1/3, d'on elles repartent, complexes conjuguées, donc solu-

=w . Pour w intérieur 2 (L), I'équation -

L =2u 1 -2u

tions de =w admet

au plus deux racines distinctes,
2
I
H—u

o 81 ! est sur (A) (second cas particulier), v+ u=1 donc w = véri-

fie : ww=n+u=1, C'est le cas ot W est racine évidente,
Potz)={z— W) {z" —wz + w les autres racines sont donc : — wj et — wj
(i = ‘__]'—-rz_‘ﬂ}eues sont sur !¢S droites fHJ'| _j et (HJ: )

T

— 4, lui aussi, pour module R, ce qui justifie notre
W—u

En outre, w —u =

construction du cercle circonscrit 3 OIH. w = § = w + wj et w — 7 ont aussi
pour module K, done B et C sont eux aussi sur ce cercle. La construction est
possible pour tout 7 de (A) si ce n'est gu'aux points J, et J; ol (A) coupe (I7),
A = B = 1= 1, I est sur (A) et sur la perpendiculaire en O & (OA) puisque le
cercle de diamétre /7, ] passe par O, donc en JysiTestend, ,ouenJy sif
est en J>. On explique ainsi que (=) et (€ ) soient tangenis & (A).en J;. Jy et
J, J, respectivement. B et C décrivent les droites (HJ}) et (HJ; ) 1out entigres
s1 I parcourt (A}, mais si { parcourt |J,J5[, B &t T ne peuvent pas &tre sur les
segments pointillés : 0= B+ B<let0= y+7 =<1 delafigurc (2) tout
comme A ne peut pas &tre sur [J,J,1.
Les équations se simplifient 13 encore
Pyz) = (23R (2 = (6R2 = 1)z + B3R —1)0)
Py(2) = (22 - 2wz + W) (22 + 2wz + w(l — 4w)).
Sur le polynéme P5, on voit que les cbtés du triangle ont pour longueur
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, compte lend gue

=J,0 =R - @'l , D'ailleurs, puisque *=W, B = —wj et
¥ = —wj® sont connus, il suffisait d'utiliser directement

2
a*=3R -1+l + @ pour amriver au méme résultat, Le fait que 1'un des

cOtés ait pour longueur A E) provient du fait que I"angle en A vaut n/3 dés
Jors que A apparticnt & la médiatrice de [OH], puisque, dans tous les cas,

AH=2Rcos A . Comme (A/) est bissectrice de OAH |, rien d"étonnant que /
soit ui aussi sur (A) si I'angle en A vaut /3. Par alleurs, comme 1'a trouvé

Edgard DELPLANCHE, 1a somme des longueurs des cotés vaut : 2 (R + AY3.

Quant & Py, cente fois-ci les quatre racines doivent &tre solution de I'équa-
tion {10). Les racines de 22 — 2wz +w = 0 sont w £ [ |w |, comme on &'y allen-
dait (J,I = 1,0, = R), elles sont sur (A) et

wil-2d=-=swll-22=2" car1-2z=-(1-24).
Les racines de z” + 2wz + w (1 — 4 quant 2 elles, valent : —w + wi¥3, 1
encore, la vérification est aisée, car
i=-Z=W=-w=21-2z=-]1+4Ww -2z =z =wll -23) .
L'oRDRE pU POINT [

Et P, dans tout cela ? Le fameux polynbme qu'avait trouvé EULER, qui

admet a, b et ¢ pour racines et qui, l4, semble déconnecté du reste de la

démonstration ! Nous n'avons pas méme cherché & quelle condition les
racines de P, étaient Jes longueurs des cOtés d’un riangle !

Rappelons-nous les relations (9), et prouvons que ;

Si s désigne 1'une des racines carrées de 278 — 6ui — 2(u + w - 1 ,etsiq,
b et ¢ sant les trois racines de

5 2 _ %
Pan=z"—sg°+ {9R . T (T u,): - lR - uu]s;
alors a2, b2, c? sont les trois racings de

pan=z'lor’_ 1)+ (7R -0k s waw)z-r (290" 18R 4 4w+ 79— 1)
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2

sans aucune autre hypothése que : w = : “"2_ etR=|wl.
- 2u

1l suffit de prouver que :

gt 2 2
a+b +c‘=si—2{9R *Suiwlu+'ﬁi)=9ﬂ -1=5
2 .2 . 2 ' 2
a'b +b c2+c2a‘=[9}? —3uﬁ—(u+i]] ~2r —uIdsf=p;

g |.F A. 3. -4 2
b et=[R" - i) =R (z'm -~ 18R + 4lw + Wl - ]):q;
la premiére relation est évidente : nous I'avons utilisée pour définir s;. Pour
la dernidre, nous utiliserons la relation (13) qui exprimait

P
(9R 2= 137 = 43w ~ 1]2 & partir de p et cos @, en posant g = %Pf_

Un calcul analogue montre que :

=1 Iz(?.'f-.ul‘-h—2::|2[6u5+2lu+ﬁ)+ I))=§}ﬁ P
(1= 2u| 271 - 24f'
avec, el ¢'est heureux, le méme & que dans la relation (13). Comme

R —ui=R {- % ‘] l- c::s '-’ , notre dernitre relation qi =gy résulte bien
- ﬁ-“

4 > : ¢ 1
de (13), vu que 27R - 18R +41ur+ﬁW—1=-3'-((9R -1 ~413w-|i]

Or, aucune hypothése (hormis w 2 () n'est nécessaire pour définir r par ;
K2
1-2u

wii=R" -2Rr eten déduire : |1 -2u|=R - 2r car

|=R par hypo-

thse. Avec ces notations, on a :

SR - 3uii—lu+ @)= 9";“ ‘}+|' “22“[} ’ 5u§=(9R1-—_-:~]+ (8Rr+ 2r)
et: ) #
2?R:-6ui—2(u1—?11-1:2“932-1]-&[8!?!4-?_;-:" (14)
Larelation §3=4a permet donc d'écrire

3

[3w—1[ =M— rﬁr:((gkz— | T 23”
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P 3
d’ol, comme p;:é(tQR‘ il s [3w = I[')

1 : Y ol
P =(2R4;1)+ Er'[[‘?R_— ll +l8Rr+ lr:’])

ce qui est bien égal & ;

98 -1
)

Fe]

2
ot 2e={22=2) s s 2] —skrllor”- o+ ir v 2)

Notons au passage que celte expression (14) permettra d'exprimer la condi-

2
lion nécessaire et suffisante : 27R —6uid =2 lu + @ - 1> 0 sous forme :
OH2< YR + 8Rr + 2r * sous réserve que r est ndgarif (rayon du cercle
exinserit défini par O 2= R 2= 2Rr).

1 résulte de ce calcul que la condition nécessaire et suffisante pour que
P admette trois racines réelles qui, en valenrs absolues, soient les longueurs

des ¢Otés d'un tangle est gue

R —uie0et 2R —6uii =2+ =150

done que u soit extéricur & () et ne soit pas sur (I'). Si cette condition n'est
pas remplie, le coeflicient constant de P, n'est pas strictement négatif, done
ses racines a®, b, ¢ e sont pas toules des réels strictemeni positifs et les
racines +a, +b, ¢ de P, ne sont pas touses des réels non nuls. Si, par contre,
la conditon est remplie, nous avons vu que £y admenail trois racines réelles
strictement positives dont les racines carrdes positives (donc : les valeurs
absolues des racines de Py) sont les longueurs des cdtés d'un triangle.

Mais on apergoit 13 le probléeme gue souléve le polynéme £y Dés 'ins-
tamt oit "on wavaille dans C, la notion de positivité perd toute signification
el, parmi les deux racines carrées que posséde un complexe non nul, nous
n'avons plus aucun moyen d'en privilégier une. @2, b2, ¢2 s'exprimaient
rationnellement en fonction de o, o, B, B, v, ¥ alors que g, b, c nécessitent
de passer par une racine carée.

Par suite, on pouvait définir un polyndme P, dont les racines étaient a?,
b2, ¢ | les coefficients de Py s'exprimant rationnellement & partir du tri-

angle, donc de w et W, alors qu'il nous faut définir Juar polynomes P, dont

les racines sont £a, £b, £¢, rien ne nous permettant d'en privilégier, @
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priori, un parmi les huit,
Si je pars de P; pour rechercher ce polyndme Py, j'écrirai :
J‘% —2py=33
pi-254Gu=p
43=9s
je devrai choisir un g4 parmi les deux racines carrées de g5 et un pg parmi les
quaire racines de ["équation :

2 -2ps - 8gsz+ pi-Agssi=0  (15)
jen déduirai 54 et obtiendrai amsi, pour toute valeur de w les huit équations
ayant pour racines @, £ b, 0.

Si j'ai réussi A exprimer 1'équation P, a partir de 'affixe u de 7, cest
parce que la méme démonstration qui m'a permnis de le faire s’appliguail aux
quatre centres [, [y, Iy, I~ sous la seule condition de changer les signes de @, b
et ¢. Mais il m'a fallu encore extraire une racine carrée, done de faire un nou-
veau choix de signe, ce qui permettait bien d’obtenir huit polyndmes P,

Toutefois, il est peu vraisemblable que les polynémes obtenus directement 2
partic de P53 “ressemblent” & ces polyndmes Py, car ¢'est seulement s1

a
1]

W=

que les racines de P; sont les carrés des racines de Py Si w est

2
intérieur 4 {i} : "'r =w n'a que deux racines et les racines du P, asso-
— il

cié aux deux autres racines de Pg n'ont plus rien A voir avec a, b et c. La

moitié des polyndmes ayant pour racines £a, +b, 2c sont donc, dans ce cas,
sans aucune ressemblance avec le polyntme Py d'Euler, notamment leur

terme p, n'est pas réel. Alors que si je pars de P; pour rechercher Py, la réso-
lution par radicaux de 1"équation (15) est a priori 1a méme quel que soit w,
Quelies sont les valeurs de u pour lesquelles £, admet une racine
double ?
Le W associé doit appartenir 4 ’ensemble des W pour lesquels P; admet une
racine double, donc & la droite (OH) ou au limagon (<L), Pour qu'il appar-
tienne au limagon, il faut que u soit sur le cercle (I') ou la quartique (@)
Une des racines est alors nulle, mais pour u sur le cercle, les racines de P,
sont (@, g, 0) (a = Pu — 1)) et pour u sur la quartique, (a, —a, 0), seul le cercle
(I") est & retenir. Pour que W appartienne 4 la droite (OH), u doit &tre soit sur

la méme droite, soit sur |"hyperbole de sommets O et G, de foyer O et
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d'excentricité 2. Remarquons que la branche de gauche de 1'hyperbole est,
en partie, & I'intérieur de (( ), donnant des W inacceptables dans [H'O),
alors que la brunche de droite se faufile habilement entre le cercle (I7) et la
quartique (@ ), le rayon de courbure en G de la quartique, 1'hyperbole et le

cercle étant respectivement : % - Si u est sur la droite, Py admet bien

1
3

Y3~ 1w+ 1] et une simple :

1 |-

une racine double

- 2u
ll "2" Y(3u - 11l + 1), elles sont de méme signe sur |GH [ et de signe
- 2u
contraire & I'extérieur de [H'H], mais s1 & est sur 1'hyperbole, les trois
racines : Ylx + 1J{3x = 1), ¥2(3x = 1), = Vx{3x = 1) (x érant la partie réelle
de u, x = w) sont distinctes.

Le lieu des u tels que Py admelte une racine double se réduit done au
cercle (I') et & Ja droite (OH), le discriminant de Py (que j'ai calculé, avis aux
amalteurs...) est donc plus simple que celui de Py (qui s*annule sur {OH) et
sur (=), alors que le coefficient 5, = a + b + ¢, qui s'annule sur (@), est
plus compliqué que les coefficients de P,

Tout ceci suggere d'approfondir la notion d’ordre d*un point par rapport
4 un triangle. Si un point d'affixe z est tel que w s'exprime rationneliement

en fonction de z el T et que, si w est pivot, z soit I'une des # racines d'un
polyndéme de degré n & coefficients rationnels en w el W, irréductible sur
Q (w,w), nous dirons que z est un point d'ordre n par rapport au triangle.
Les autres racines dudit polynfime sont les conjugués du point d'affixe z. Les
points [, Iy, Iy et I sont d"ordre 4. On conviendra que les points de la droite
d'Euler, 0, H, G, qui définissent notre repere, sont d'ordre 0. Les sommets
A, B, C sont d'ordre 3 : ils sont bien évidemment les rucines de Py, polynéme

de degré 3 ; en outre, si w est pi\rm ol = PP =vY¥ = wiw , donc. en substi-

tuant dans Py, on trouve : w= ol i = ﬂ 1= g =Y :Yr La connais-
sance de O, H et un sommet détermine donc le uianglc.

Il y a néanmoins une exceplion, qui a retenu mon attention : ¢'est lorsque
ledit sommet est en H. Parmi les racines évidentes de Py, on aurait pu remar-
quer que si Jw | = 1, | est racine évidenie ; lc sommet de I'angle droit d’un
triangle rectangle quelconque est son orthocentre. J'ai cherché o se trouvait
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I dans ce cas : sur un autre limagon de Pascal |u |2 = || — 2u ], inverse de
I"hyperbole équilatére de centre @ et de foyer H dans I'inversion de plle H
qui laisse @ invanant. Mais / parcourt tout ce limagon, sur la boucle intérieu-
re 3l est centre du cercle inscrit, sur 1a boucle exiéncure, centre du cercle
exinscrit. C'est ce qui m'a suggéré cet autre exercice :

Soit ABC un tnangle rectangle en A, et / le centre d'un quelconque
des cercles inscrit ou exinscrits ¢ montrer que 1'hyperbole équilatére
de foyer A et de centre [ passe par O, milieu de [BC],

Cet exercice est assez simple, mais il met bien en relief la parenté entre
cercles inscrit el exinserits. Raymond RayNAUD le démontre en fixant A et le
cercle, inscrit ou exinserit, peu importe. La droite (BC) est n'importe quelle
tangente au cercle ; il sulfit done d'étudier le milien O de ses intersections B
¢t C avec les denx axes (Ax) et (Ay). tangents au cercle, et de démontrer qu'il
décrit une hyperbole de foyer A et de centre [, centre du cercle.

Ma méthode €tait voisine : dans N |/
un repére de centre [ et d'axes paral- [ 8
leles sux cdtés du triangle, en choi-
sissant bien les vecteurs unitaires,

J'ui pour coordonnées de A, B, C: (7]

—a+b+c —a+b+r\ .
( o/ 1\
;l\//u \\\*_

2 ) -

L]

2 2
cl(—‘“'b‘”: —-a—b+ f)l

(—a+b—c —a+h+ r)

7

2 2
avec a’ = b* 4+ ¢, 4, b, c n'étant pas
obligatotrement posiufs, cela dépend Hgured
si [ est centre d"un cercle inscrit ou exinscrit. Quoigu’il en soit. O, de coor-
[- a+h —a+c

s b appartiennent toujours & 1'hyperbole

données

5

d'équation : xy = MT
LE POINT DE LEMOINE
En conclusion, pourquoi ne pas généraliser notre probléme A d'autres
points que O, I, H, comme le préconise Philippe DeLEHAM?
I'ai commencé par K. le point de Lemoine du triangle, particulizrement
intéressant & plus d'un titre,
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Tout d*abord, ¢'est un point d'ordre 1. I'entends par 1a que son affixe 2
s'exprime rationnellement en fonction de w et W tout comme, bien évidem-
ment, w s'exprime rationnellement & partir de 2y et Iy,

Utilisons comme “définition” le fait que c'est le seul poiat qui soil isoba-
rycentre de ses trois projections orthogonales sur les ¢Otés du triangle. Si z,
affixe d'un point quelconque du plan, vérifie z —a = (B - @) (v + iv). 'affixe
z’ de sa projection orthogonale sur (AB) sera : 2" = @ + x (P ~ @) avec
-0 I~

X Boa Eaﬁ

:.I_
2

}.Si, en outre jaf = || = R, [f_! - Ejuﬁ=—ﬁ=(ﬁ- o),

donc :'=(:—:'—E+~22»-——"’5!IB.Cuuuneu+B+~f= Letaf + By+ yor=w,
¢ 2R

Zx est isobarycentre de ses projections orthogonales si et seulement si :

4 = 5 i
1+3 :'.)E 2 hx! w=3zg ce qui peut s'écrire, du fait que R =ww:
- 2R
w = :‘_
2-3z

On en déduit que : 2k — 2w =—3wiw (2 - 3zx) , donc ;

IK =2w(3“’1' ! )
OR -1

3
.

Notons au passage que, comme a3b2¢‘3=%"9l‘?h» I].—-%i.’m'— | !|J

=
ad+blec

relation connue de Lemoine, et qu'il est intéressant de rapprocher de la rela-

tion d'Euler : O =R -

oK =R’- 3(_£‘E_i]'

abc
a+bh+c

Dans cette derniére, en changeant les signes de 4, b et ¢, J'obtiens quatre

valeurs distinctes QI , Of,, Oly, Olc alors que ces changements de signe

n‘affectent pas OK 2.
En outre, si 0 désigne le milieu de |GH ), centre du cercle (T),
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W :% eniraine O0G.OK = R G"K, que l'on rapprochera du théoréme
de Feuerbach : O 2= 2R.0'], G &1 K éant isogonaux comme [ et /.

La condition nécessaire et suffisante pour que w soit pivot élant que
23w ~ 1) < [9RZ — 1}, (cf, relation (6)), l& condition nécessaire el suffisante
pour qu'il existe un tnangle admettant © pour centre du cercle circonscrit, H
pour orthocentre ¢t K pour point de Lemoine est que g < w| (donc : K
intérieur au cercle circonserit), ce qui équivaut a : |2 = 3z | < 1, ou encore
gue K soit intérieur au cercle (M) & 'exclusion de son centre. En effet, si K
est intérieur & (1), le wqu'il définit est bien pivor d'un tmangle dont le point
de Lemoine vérifie la méme relation que z, donc est égal a K dans la mesure
oit cetle relation est d’ordre 1. Et il est clair que le triangle solution est
umquc.

L'intérét de ce résultat, c'est que la condition est la m&me que pour le
centre [ du cercle inscrt, hormis le point & exclure (O pour I, 0" pour K).

E_EIf 2_£lf

Qui plus est, si zx= alors w =c”( ';. ) . Nous avions trouvé la

i
méme valeur de w pour u = 2 _; , el cela prouve que, pour cette valeur de

w, { et K sont confondus, Ce gui n'a d'ailleurs rien de surprenant : K est
I'isogonal de G, ce qui entraine, d'une part qu'il est intérieur au tnangle,
d’autre part que G et K sont de part et d'autre de (Al), de (B]) et de (CI). Si
A, B et [endent vers un méme point du cercle (T'), G restant @ bonne distan-
ce, K va se retrouver coincé dans le triangle AR/, et il tendra Iui aussi vers ce
méme point.

D’oi I"idée d’@tudier ce qui se passe si I'on se donne, non plus O, 1, A,
mais O, J, K. Car alors, tous ces cas de triangles dégénérés, ol [ et K sont sur
le cercle, seront réduits & un point [ = K, et... comment sera définie la fron-
tiére de 1'ensemble des K possibles ?

Choisissons un des plans complexes ol © el [ aient pour affixes 0 et 1
respectivement. A, B et C auront pour affixes : o = o/u, f' = Pluety = yu,
On aura:

1
“
H‘B"!“ [i-?, +?'G.=£‘—=

o'+ ey =

w i
a'fy =t=s—KG
o (-2 (1 =24
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ce qui suggére de prendre pour nouvelle inconnue : (v = 1 u2u '
cette variable v suffit 3 déterminer le triangle : u - "‘2 donc
+ 2w
w=wp _1"'—2}-'_5); o', B’ et ¥ sont les racines de
(1+2v)

z3—(2 + 3—_Jzz+ (25 + 1z —vi" =0
et tout le probléme consistera a déwerminer v & partir de & = i /u, affixe de K

dans notre nouveau plan complexe, et & s'assurer que la solution v trouvée
définit bien un triangle solution.
En utilisant Ia méme méthode que précédemment. on voit que k doit véri-

fier: o' + +?‘}+3—§— —5—-1-‘0:'[3‘ + By ya) =3k
m.

ou R'=|a'| =B = ly'| = v |. Cela peut donc s*écrire

(2 - 1-) #3 ROV 1) gy oyencore 2511 K =03k - 4)vi + & (16)
¥ 2 2vv

En multipliant chaque membre par son conjugué, on trouve que ¥ doit

annuler le polyndme :

Pyt =| 3k -411.-—.2+ {alk + I}z- 10 kk — 4).: + |kl

Premigre condition : ce polyndme doit admetire une ou deux racines vv
réelles positives, ce qui suppose :

#* gue son discriminant soit positif : en posant k = ¥, + fyy et en divisant par
16 le discriminant, cette condition sécrit :

4 2 5
A=dyp-lex-Dtze+ Wyks o= 1 =255+ 2024 1) 20 A7
La courbe délimitant ce domaine est une quartique

,\';:(3”8_ l)(?xx-x- 14+ VOrg+ ?-][9:;—5[)

dont Jacques BouTeLoue a bien voulu faire 1'éude détaillée. La branche
gauche semble trés verticale, en réalité, elle zigzague entre trois tangentes
1-¥3 _ -1%iV3

verticales assez proches (en 5 ¢ten 3 ) avani d'obliquer vers
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les mémes asymptotes vy =% ﬁ(:—- %) que la branche de droite. C'est

entre les deux branches et @ 1'intérieur de la boucle que le discriminant est
positif.

figire 9

# quc les racines, réelles, soient en outre positives. Comme leur produit est
manifestement positif, leur somme : 2 (5_v}—.ri-+ 2) doit étre positive, ce

qui définit une hyperbole de sommets % ﬁ; les racines sont positives entre
les branches de I'hyperbole, ce qui inclut le domaine ol A est positif.

Dans ce domaine ol A est positif, J'équation a donc deux racines posi-
tives et la relation (16) nous permet d'en déduire deux valeurs de v, donc a
prion deux triangles :

k=11 + ivilBre—- 20+ YA 4 g défini par 1a celation (17).
(3 a1 — &
...80us réserve que ces valeurs de v soient acceptables, donc que le w corres-
pondant soit bien le pivot d'un triangle. En outre, il serait bon de dissocier le
cas ol / est centre du cercle inscrit de celui ot il est centre d'un cercle exins-
crit.

w est pivot d'un triangle, nous I"avons vu, si et seulement si [w | > [zl
Apras division par », on trouve comme condition nécessaire et suffisante que
V1> k| I suffit donc d'étudier la place de k| par rapport aux racines de
Py pour voir combien I"équation (16) admel de racines de module supérieur a
|k |. Par ailleurs, ! est centre du cercle inscrit si et sculement si
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ll “1 |=!\'l> 114, ce sera la place de | par rappont aux racines de Fg qui
- 2u

nous permettra de conclure.
Commengons par ce second probléme : Pg (1) = | 2(xg — 1) est toujours

positif, C'est donc P gl1) =4

2
VE+ 5(_; = %) - %) qui déterminera si | est

supérieur ou inférieur aux deux racines : i 'intéricur de V'ellipse, les racines
sont supérieures & 1 (cercle inserit), & Uextérieur, elles sont inférieures & 1
{cercle exinscrit),

Une remarque avant d'aborder la place de [k | ? par rappon sux racines de
Py 1 Si [ est, dans le premier repére (ob K a pour affixe 1), sur la quartique
(&), K est sur (I'), confondu avec deux des sommets du tnangle. En étu-
diant les racines doubles de Ps, on a vu que l'on avait

N z 1 ;
n==-zp +2|zx| et Nenrésulte que k=2K=__1 __  Pey importe
# -1x2./% i
W : K est sut Uinverse d'un cercle qui est encore un cercle, et plus précisé-
ment sur le cercle de centre 1/3 et de rayon 2/3 (attention qu'ici 1/3 ne cor-

respond pas & G, mais & un point ' tel que 00" =% 0_:.). 11 conviem done

1]
de paraméwer k = l—+—232’—- pour que ce cercle p = 1 nous saute aux yeux,

De faut, avec ce paramétrage, Py(lk| ) = -156— W Apt = 1) (p? = 2pcosp+ 1)

ce qui entrafne qu'd 1'intéricur du cercle, [k | 2 est entre les racines de Pg, une
et une seule des deux racines définit un triangle, alors qu'a l'extérieur, zéro
ou deux racines définissent un triangle.

Et pour discriminer entre 2éro ou deux dans ce dernier cas, on peut cher-
cher, par exemple, si le produit des racines est ou non supérieur & k| ¥, done

3

K
3k -4
Vextéricur du cercle et de T'ovale, il 'y a pas de racine acceptable, 2 I'exté-
rieur du cercle et a I'intéricur de 'ovale, il v a deux racines acceptables, sous
réserve, bien str, que les autres conditions soient elles aussi remplies.

C’est donc en éudiunt la position respective de la quartique, de I'hyper-

bole, de I"ellipse, du cercle et de l'ovale de Cassini {(toutes, sauf "hyperbole
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s == [k |4, ce qui définit un ovale de Cassini |k ||k -4/3|=<1/3:4
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ont une tangente verticale en [, of figure 9) et en étudiant séparément les
points I et £2 (d'affixe 4/3), qu'on peut conclure ainsi :
Sotent O, I, K wois points d"un plan

* La condition nécessaire et suffisante pour gu'il existe un triangle adme:-
tant @ pour centre du cercle circonscrit, J pour centre du cercle inserit et K
pour point de Lemoine est que, dans un repére orthonormé centré en O, ot /
ait pour coordonnées (1, 0), K, de coordonnées (xy , vy ), soit & intérieur ou
sur la boucle de la quartique définie par:

>y r= (x—xﬁ;l)(fxx-r- 1—¥Y(Ox g+ 39y~ 5])

Si K est surcette boucle ou si K est en £2, de coordonnées (4/3 |, 0), le triangle
solution est unique, mais si K, distinct de £2, est strictement intérieur 2 la
bouele, il existe deux triangles solutions distincts, L'une des solutions tend
vers un triangle équilatéral infini lorsque K tend vers €. Si K tend vers I, les
solutions tendent vers un triangle dégénéré ayant un ou deux angles nuls,

% La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe un rangle admet-
tant € pour centre du cercle circonsent, 7 pour centre d’un des cercles exins-
crits et K pour point de Lemoine est qué K soit strictement inlérieur au cercle

de diamétre [1'], avec 0_.1“ = —;—O! . Le triangle solution est unique. Si X

est en O, le tnangle solution est équilatéral. Si K tend vers le cercle, le ti-
angle tend vers un trangle dégénéré ayant un angle nul. St K tend vers [, le
triangle tend vers un trigngle dégénéré ayant deux angles nuls.

Une fois n'est pas coutume : avec ¢e nouveau repére, le cas du cercle
exinsent est relativement plus simple que celui du cercle inscrit!
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