
Les Problèmes 
de l'A.P.M.E.P. 

C~tte nlbrique propose des problèmes choisis porl' l'originalité 
de leliT caractère : esthétique, subtil, ingénieux, voire récréa';/. dont 
la solution nicess;t'- initiariy~.\' . d~marche ;nvem;ve, recherche, 
eflon inteliecluei. 

EUe accueil/e tous ceux qui aiment inventer, chercher de ~ beau x 

problèmes:» ... si possible trouyer des solu,iolls et les invite à dOlmer 
libre cmu"s à Jeur ;,naginatiOlI créatrice. 

Priorité est nawreUement réservée Qr~r énoncé.') composés par 
des collègues et art dialogue ouvert entre eux par le jtu des réponses 
el des .solutions. Les auteurs sont prÏis de joindre les solutions alU 
propositions d'énoncés. 

Enoncés, riponses el sotu/iolls som à envoyer à l'adresse sui,,·an· 
le (réponses à des problèmes différents SIl ' des feuilles séparées 
S. V.P., SQI.S oublier VOIre '10111 sur chaque feuille) : 

François LO JACOMO 
21 rue Juliette Dodu 

75010 PARIS 

ÉNONCÉS 
ÉNONd N"264 (Gilben GRlBONV AL, 91 - Palaiseau) 

Le quadnlatère ABCD est quel
conque. Chacun de ses côtés a été 
partagé en trois parties égales. 
C.nalns disent que l'illfe du qua
drilatère ABeD est neuf fois celle 
du quadri latère MNPQ. Et vous . 
qu'en pensez-\'OUS ? 

, 

ÉNONCÉ N' 265 (François LÜ JACOMO, Pari,) 

D 

Soit ABC un triangle dont les angle, seront notés A • B . C . Soient 0 et 

R le centre et le rayon de son cercle circonscrit. H son orthocentre, el A', B " 
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C ' les symélrique de A, B, C r.'pectlV<rnent par rapport à la droite d'Euler 
(OH). 

Montrer que AB'OH = A 'B.OH = 2 R 'Isin lB -Âli . 
ÉNONCÉ N"266 (Nahum-Palrick BENMOUSSA, Sarcelles, d'après oral 
Polytechnique) 

A tout entier n ;. 2. on associe son plus grand facteur premier p (n ). 

1 Pour (l réel. étudier la convergence de la série de terme général ---a- . 
fi p !f!) 

SOLUTIONS 
Nous poU~UH'(m$ , d(U1.. .. ('~ muniro, la corrl'ctroll dl' l't?nonci fl 3 245 d~ Franç()I.~ 

LOJACOMO 
LA pnmiè.r~ pani~ d~ Ct!lt~ O~ct;OIt a ~1~ pub/iü dans le numiro 408. dl' Ja paRe 
57 à la page 79. 

Thlorèm. : quel que soit le nombre complexe w donné, (' équation (10) 
l 

~ = 1\ admel au plus quatre racines dHitinclcSi ; clic admet précisément 
1 - 2" 

quatre racines disuncteS si et seulement si h est le piV(ll d'un triangle, ce ' 
quatre racines étant les affixes des centres du cerc le InSCnl ct de.' lruis 
cercles eXInscrits dans ledit triangle . 

Effecuv.mcnt, nOu, .von. là Un quatuor inséparable : algébrlquemenl, 
par notre méthode, les centres des cercles ex-Inscrits Ont les mêmes propriété ' 
que le centre du cercle inscnt D'ailleurs, pour metlre en relief celte parenté, 
cc~ quatre cercles sonl également appelés "cercles tr1tangcllts". Pour com-

mencer, comme AI. = 4R cos! cos C. il .uffit de changer quelques signes 
2 2 

dans la démonstration ci-dessus pour prouver que J'affixe liA de lA vérifie 

liA 
aussi : ---"-.=- w , [out comme un et Ile ' 

1 - 2t,,, 

Mais pourquoi ne peut~ i1 y avoir plus de quatre racines? 
Toul simplement parce que 

l 
w = _l_' _ 

1- 2" 
(Il) 
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Il est donc racine de J'équation algébnque: 

l '" 2 1- ., 
p~d = ~ - 2wz + 8\0 w. + w"lI - 4;;:j = 0 

qui. elle , adn.et tnujourl quatre racmes, distinctes ou non. Nous appellerons 
Il,. "1' li) cr u" ces quatre racines et 5,5. '5' P5' q, leurs polynÔmes symélriques 

élémentaires : P5l41 = <:4 - s,.: ] + 15Z'2 - p~ z + q.s . 

Remarquons, au pass.ge, que s~ = 0, ce qu, sc traduil, dans le as où lit , Il,, 
u, el u, sont les arrixes de l , l" lB el le par le rail que ces quatre points onl 
pour lSobarycenlre 0 , 

MaIS réciproquemenl, les racines de P, vérifienH:lle, J'équalion (10) " 
Pas obligaloirement, ce qui explique que cene équauon (10) n' Oll pas néces, 
sairement quatre racines. 

L'idée est d'associer à toute racine u de P5 : u' =..!. _ r,_ qUI eSl aussi 
2 2,., 

rac,ne de P, -ar Il, 2 = (il' __ ïi') , = w (J _ 2U) d'ap~s (11) donc 
2w 

( ' ) ' 2-
' 

"-Il ' - IV = 4",,, = 4,. ',.. (t - 2u') -

Par ailleurs. celle transformation est involutive sur l 'c:nsemble <..les 

('Seines : on a u' '1 ::: w fi - zül tout comme = ,/ =- w (1 - 2;.) . 
Dès l o~ . SOil chacune des racines de ps. dl.!ilmCtes ou non. est sa propre 

image par cette involution 

,,;=,"(1 - 2ïi,); "1=",(1-2ïi~;lIl=\v(I , 2ïi~ 

et ,d = wll - 2ïiJ auquel cas l'équation (10) admel qualre racones, dis, 

tincles ou non. 
Soit l'une d ' clie. ", par exemple, n'est pas ,a propre ,mage : c'est par 

cxemplel'unogedeu):;&!:uJ.ona donc fli = w( I -2ü~ et ll ~=W {t -2ûl)_ 

Dès lors, le fOlI que P, ne puisse pas êlre un carre! (si " '" 0) el le fait que 

ut +u ~ + Il! + u~ = 4w interdisent que l'on ail u) OU flJ égal à "1 ou à "2-

On peUl donc avoir soit : ui : w (1 - m:t' et f4~=h' (1 - 214,,). auquel ca." 

l'équation (10\ admet deu. racines d,stinctes ou non , soit : 
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III = IV (1 - 2uJ CI II~ = W (] - 2!ï~ avec " 3" "4' et l'équation (10) n'admet 

pas de racine, 
Mais ce dernier cas ne se produit jamais : l'équation (10) admet toujours 

deux ou quatre racines, distinctes ou non . En effet, si deux racines s'échan
gent : 

{ 
/li= ... (1 -2u,) 
ul=w(J -2u ll 

et lui - uD(u 1 - u~ 

alors 1 1 "'- 1 
U1- u2=2w !fIl-UV 

, 
(u 1 + Il:z) (U 1 - u:z) est un réel positif 

Il' 

Si, par contre, les racines Ut et u2 50nl tOules deu.x lD\lanantes : 

{ 
"1=,,,(1 -2u,1 
Il ~=w (1- 2u:zl alors , 1 2 (- -, 

Ut- 14:2=- w Ill-tl2J 

, 
et (UI + Il,Hul-II,) 'tunréelllégalif. 

Or,comme (UI + u,) = - (II) + u4) 

(u l + Il,)(111 ""v 2 = (UI + u,), + 4ul'" (II, + Il,) 
(u) + Il.) (11,-114) 2 = (u, + ".) J + 4",1/4 (1/1 + u,) 

et la somme vaut 4Ps = -32 w~. Si u] et "1 s'échangeaient et Il). U,j égale-

, 1 

men~ ("1+ I/:z)(u t - rd + (11'+ Il.,)(11, - 11.,) scrailun réelpositif,cequi 
w w 

n'est manifestement pas le cas. Pour la même raison. on remarque que si ", 
ct 112 s'uhangenl. on ne peUL pas avoir (4) ;;;;;; u" . Donc, en prenant soin d'étu

dier séparément les cas où P, admel une racine triple ou quadruple (w = 0 ou 

". = 1/3), on peut affirmer que si P, admet une racine double, uiple Ou qua
druple, toutes ses racines sont solution de 1" équation (10). 

Remarquons au passage que si ", et 14 2 s'échangent ou s' ils sont tous 

deux invarianl~, 1" 1 + 1/11 = 12", 1 car lu 1 - u21 = 1" 1 - 1121 . Dès Ion;, s i l'équa

tion (10) admet quatre racines distinc les, deux quelconques d'entre elles ont 
leur milieu sur le cercle de centre 0 el de rayon R, ce qui rappelle une pro
priété connue. Réciproquement, .. i deux quelconques des quatre racines de 
ps. que l'on supposera distincles, onl leur mil ieu sur un même cercle, ces 

quatre racines sont invarianles par notre involution, donc J'équation (JO) 

admet quatre raClOes distinctes . Géométriquement, il est clair que, par 
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exemple. les milieux de 1/,1,1. [/,J,l. [1,/.1 1 [li,l sonl les soO\me15 d'un 
parallélogramme de côlés parallèles à (l lJ,1 el (l,l,). ils sonl donc sur un 

même cercle SI el seulemenl si (I ll, ) el (1,1.) sont perpend,cuJatres. Cela peUL 
aussi se prouver algébriquement, cn écrivant que : 

donc 
1

141 + ll';! +U3+ u.a/
2 

=/"1+ u" + Jt 2+ Jn/' 
2 2 2 2 ' 

lu, + "2[2 + l''J + 1/,1' = IUl + "'1' + lu, + "'1' .,., (u, - ",) + (ii 1 - ii J) - 0 
U2-1q 112-ri,,-

Or, si Ut. 112. ri] . U4 n'étaienl pas t ou~ quatre Invariants. supposons que 111 

t "2 s'échangent, on aurail : 

[lu , + U,),~~' - u/][Iu, + "J ~"J - ul] E IW. 

Comme "1 + ", = - (UJ + ".). on en dédulfail que 11/1 + u~lu 1 ~ u ~I", - u.., 

est réel , et par suite que ~ seraU hu aussi réel , J" serait donc sur la 
Uj- U2 

paral/tlt à (l, l ,) passanl par J" et non .ur la hauleur. Alors qu'un calcul ana-

logue. lorsque loutes les mcmcs sonl invariantes, montre que : ~ csl 

nlors imaginaire pur, comme prévu . 
Comment voir 'Ii i les quatre racines am leurs six milIeux sur un même 

cercle? En d ~ltmlJnaOl l'équation admeuonl pour racines 1e~ six sommes : 
Il, + u2. ul + Il). U, + r14. "1. + u). ll) + Ilot cl u} + "ot- Cc n'est pas si difficile. 

sachant que s ~ = O. Ps = - 2", et qs:: - 8u ~ J on peut écrire par exemple : 

(u, + ul) + (UI + Il)) + (Ut + ,~"'):= 3u I + ("1 + u) + 14",) = 2u I 

(II, + UlXUI + u) + (UI + " l)(U' + ".) + (u, + ".)(U , + "1) 

=.3I1i+2u,(rC+ /i 1, + uJ+(U:;!ltl +u ~tq +U ~ flJ 

=2 l1~-2w 

el (u, + Jl2XUI + ul)(U I + 114):;:;; 

= ui + ui{u~ + 113 + uJ +u 1 (u 2 U1 + II J u~ + U", fi J + u }u)u* 

= - 8w2;;; 
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Donc u1 + u2' u, + u,. Il, + u., sont les mcines de : 

P6lZ} = ," - 2U1Z 2 + 12ur - 2w) z + 8n.,1w 

alo~ que u3 + li", =: - (ul + U2) , 1'2 + Il,,, == - (Il, + U3) et 112 + "3 = - (t,f\ + Il,. ) 

SanIeux racines de p. (- :). Le polynôme cherché esl donc : 

(1 
() .1 2 2 " 2 

P61zlP6 -Z =: - 4w;: + 1611' w;: - 6411' W 
compte tenu que, ur étant racjne de P5. il vérifie 

., 2 :! _ 2_ 
{Il i - w) + Sw WU 1 = 4w h . 

Or, ce polynÔme peut encore s'écri re : 

P61z)P.I-d = 64w' Po(:J (12) 

et )a condition nécessa;re et suffisante pour qu'il admc:uc su racines de 

même module: est que Po an aussi des racines de mSme module, donc que 

Ho (el, par symélrie w) soil extérieur ou sur le limaçon de Pascal (~) , TOUl 

le ralsonnemenl réside dans le fail que, dans la re lation (lZ) , le II' paramèlre 
de Po eSlle même que le w paramètre de Pj donc de p •. 

Qu'en eSI-il des cas où P, admel une racine double? D' après ce que nous 

venons de voir, Ps admet une racine double si et seulement si Po admet lui 

aussi une racine double, donc si ct seulement si le paramètre w (donc w) eSI 

sur ( ~). Cela achève la démonstration du Ihéorème annoncé, 

En outre, SI Ps admet v pour mcine double, on doit avoir la décumpoSl

Lion. ; 

P,l;:1 = (,l_ 21'0 + ,,'1 (.2 + 2vz + 3,,2 - 2 ... 1 

obtenue cn ldenufiant tes coefficients de Z'~. z3 el :.:! , Le coefficient COnstant : 

... '(1 - u,,1 = ,, 213/ - 2wl. 
Mai s on a vu que la racine double \' st racine de l'équation (10) 

,.' = ... (1 - 2;:') , d'Où: 1 - 4" =(1 - 2;;)(1 - 6Vl =>]V = ,,1 - 3,,) 

l 
En rapprochan l ceci de : ... = - '-' - , on en déduit que la racine double ap

I - 2" 
paruent au cercle (D : 13" - 21 = l . 

, . 2-," "(2 _"') '" . Reçcproq uemen!, 1 l' = -3-' Il' = e -3- , If eS! sur (0(.) e! v est bien 
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racine double de : 

P,I:.l- (Z' - 2\,< + v~ 1:' + 2v: + (2 - 3e"1 \) , 
Les autres racines sont : 

11 __ \' ±21v~""--1 + 2";'" ( cos~ ±12-e"l) 

En paramétrant : /1 _ - 1 + t. pc'· ,elles appartiennent à la courbe : 
3 

, 2 
(p - 005 el - 1 + 8sin a 

C'est Jacques BollTE1.OlJP qu, m'a raH remarquer que celle uartique bIC",CU' 
I",cc (a ), étant doncé son point dé rebroussement H ', était l'inverse d'une 

parabole ; c'est l' inverse de 1. paOlbole de foyer G et de sommet 0 ' par 
l'inversion de cenlfe H' qUI trans forme 0 en H, En erret, SI l'on pose 
pei.;;;;;: x + i)', Péquation ci-dessus devient : 

1 - 2 ,- 9 " l -0 lx ( " )' 
x + J- x+y 

et l'inversion transforme (x, y) en (~L'l x 2) ' ~ ( 2'
V 2))' 

2\..:+} 2x + ) 

D'alileurs, Ca) et (~) sont les deux 

seules courbes passant par G dont J'inver
se, par une tnvel's ion lransfomumt 0 cn 
H. SOIt la parabole de fover G et de som
met 0 ' . TOUl comme (dl) (et ce n'est pas 

un hasard 1), elle ""t tangenle il la médi -
lnee (6) de IOIf) , mais en deux poin~' 11 

et J. lelS que 1-:oH = ii'ôJ; =!!. , 
3 

Quand / se trouve en 1" 1. mcme double 

est en J , et IV en J , cl quand P est en J,. 
la racine double est en JI et IV en h 

Comme IV est sur (~) " e l seulement 

SI / est sur (n Ou sur (Ci) , on , 'attend à 

l(ouver là la frontière de l' nsemble des 

" 

(A) 

1 

J, 

!. (fi 
J, 

0\0 fjJ 

J, 

fig",e 7 

points ftels qu'il existe un irJangle ABC admellantf pour entre d'un des 
cerc1es jnscrit ou ex irtscrilS el l'invCDlOn que je viens de citer permel tJ~ 
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décrire cel ensemble au moyen d'une parabole, dans un nouveau repère otll 
et fi' (le pôle de J' inversion) SOnt fixés et o~ les autres points, notamment G, 
sont variables: en effet, si 1 a pour affixe .r + i) dans le plan des complexes 

où H ' et G ont pour affixes 0 et 2, G a pour affixe _ 2_._ dans le plan des 
x + 1) 

complexes où H ' ct 1 ont pour affues 0 et 1. D'où la réponse proposée en tête 
de l'artic le, qui évne de faire appel 11 une équation de qu<lque forme qu'elle 
SOiL 

Néanmoins . un équationn iste poinlilleux ne saurult se satisfaire d'une 
argumentation topologique sommaire. 0 est, sinon simple, du moins pos

l 
sible, de subsULUer IV = ~ dans une des équauons (6), condition de 

1 - 2u 
paramétrer intelligentrntnt. Par exemple, une droite passant par G coupera la 
frontière de l'ensemble cherché en deux points doubles (G ct un autre point 
du cercle (n), et deux Il quatre points simples appartenant il (a J, dont le 

point G. On dott retrouver ainsi l'équation de (al. 
i ~ 

De fail, en po'ant u _ 1 + 2pe (le paramètre p n'. nucun rapport avec 
3 

ceu" précédemment utilists. maiS je suis à coun de nOffillons!). on a : 

( ')' , 9R · - 1 - ~ 13w _ 1 r = 

( l.... ' J" 1 2 _ 9u u" - (I - lu)" - 2u) - 4 3u - (1 
- " Il - 2ul 

Mp l 4 [(2P' + 4P ' cos q> + P cos 2<jl+ 
8 1 I l - 2ul 

l' l 2u) Il - 2u l 

(l + 4 pcos q>cos 2q> + 4 oos'q» (1 6p' - 8 pcos q> + Il] 
, 2 

256p (p-co~<p) k + 6P'co,q> + (l7cos ' <p-5Ip~ + 8PCOS<Pl(l3) 
8111 - 2/11 

La condition nécessaire ct suffisante cherchée est dOllc que le term e 
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<1> = p " + 6p 3 cos '4' + ( 17 cos' cp - 5)p , + 8p cos '4' 
soit strictement positif. Or <1> = 0 doit correspond" li l'équation de (G) dans 

noU'e repère centré cn G. 
Il ~ erait bon . dès lors , de recentrer le repère en H ', en posant 

x : 2 + pcos'4',.v = p sin cp. 
<1> = (p 2 + 2p cos cp)(p 2 + 4p COS '4' + 4) - 9p 'sin' cp 

= (x' + )'2 - 2<) (.,2 + y2) - 9,\ 2 

pour écrire la condition sous la ronne attendue : 
2 

1 3)' ) < 1 _ 2x 
l(l+ y i ,\"2+ y 1 

Sous réserve que. là. nous ne différencions pas le ca.\i: où 1 est entre du cercle 
inscrit de celui où JI est centre d'un cercle exinscril. Comment faire la d if f~ · 

rence? 
Toul simplement en remarquant que. parmi )e..,'i quatre centres des: cercles 

inscri t et ex.inscrits. le centre du cercle inscrit est le seul qui :soit in.téneur au 

cercle circonscrit. donc le seul véri fi ant : lu i < R ~ lu 1. soit I ~I > 1 . 
1 - 2u 

Dans 1. me5~re où le domaine ainsi défini (l'inténeur de (Il à l'e,cluston de 
0 ') estlOut entier extérieur li (Q), on en déduit le. deux conditions annon

cées. On comprend mieux dès lors pourquoi (D est l'e.nsembl. des points 
double, possibles de l'équation (10) : lorsq ue deux sommets A ct B du tri
angle Iennent sc confondre sur (n, le centre 1 du cercle i n ~c rit et le cenLre 
le d'un des cercles e;Ji;inscrils viennent eu:x: aussi se confondre avec A = B, 1 

venant de J'intérieur de (l) et 'e de l'extérieur. 'A ef 181 eux, s'arrêteront sur 

la quartique (('J) ; Ils sont sur la bissectrice extérieure de l'angle nul, laquelle 

passe par H' car C est sur le cercle de diamètre H 'C (le milieu de liA l B 1 est 

le milieu de [H'C]J. Cela explique le rôle Joué par H ' dans l'étude de (Ci) . 

n es t clair, géométriquement, que si quaU'e points ronnent un quadrangle 
orthocentrique. un et un seu l d'entre eux est intérieur au triangle fomlé par 
les trois autres, donc au cercle d'Euler du quadrangle. En d'autres termes, la 
condition lu l < R caractéris.c bien une et une seule des quatre raci nes de 
l'équation (10). Mais peut-on le prou\'eréqu.uonnellement? 

l:IUi +"J!' =1l:u.I' + 2LJu.;2 
I<} 

Comme l /Ii = 0 el lUi + Uj 1 = 2R pour toUt couple (i, j) , on a donc le résul lat 

classique: 

Bulletin APMéP'" 4Dg· Avrlf-M.a/ t997 

185 

Bulletin de l'APMEP n°409 - Avril/Mai 1997



~ . 1 l :2 2 l 2 
L.lu;j- = 01 + 0/. + 01 • • Ole = J2R 

P ·11 U,Ü, _ (1 - 2ü,1I1 - 2u ,) d ar ru eurs, --=- - . one 
W» IIiUj 

16 - 2 L(..L + J..) + L ~= 12. u. u, rtru , 

Comme "Ç' ..L=P, = 2 + __ 2_ ona : L~ =_ 4 - + _ 4_ + 4. 
~Uj q5 4w _ 1 fl iU , 4'W - 1 4\.1 - 1 

; 
On sai l,en outre. que l1u,=q,donc nu,ü, = Q,ÏJ5 =(41\'-1)(4,,' - I)R 

, 
el (rI,ü,)" ( - II ) '<' .• 2 • 2 --_- = 1 - 2u , 1 - 211, => .L. (u,u,) = 48R + 4R 

~, w 

Les U, k; = O/~ sont donc racines du polynôme : 

( ) 4 2 1 ( , 2 ) 2 ( b ') ( )' - ). P, : = : - 12R , + 48R - 2R : - 64R - 4R : + 411 - 1 \4" - 1 R 

Si je pose U,Ûj = R - + 2Rri ries" sont. eux, f3cine~ du polynÔme 

4 ' 
Or. II' C>I plVOI SI el seulement SI 27R - I SR - + 41 .. + w) - 1 > 0 auquel 

cas le produit des ri est strictement n6galif : un ou trois des '1 est négauf, 

donc , un ou trois de ... lu, 1 est inférieur à R. [J ne (1CUl pas y en avoir trois car, 

du fai l que Lu, = O. le quatrième aurail un module inférieur" 3R el on ne 

pourrai t pas avoir Llu, l z = 12R ::! , D'ailleurs, si deux racines étaient inté

rieures ail cercle de centre 0 et de rayon R. on Oil mal comment leur milieu 
2 

serait sur Je cercle. Dès lors. si l'équauon _,_,_ = \\ admet quatre racines 
1 -2ü 

disunctes. une et une seule d'entre ellcs a un module striclement mféneur li 
R = Iw 1. donc une el une seule csl inl ~neure li (n. 

Mais. on a redémontré au passage tOut un las de relations cbssiqu~ sur 
les rayons des cercles inscnlS et exinscriL~. ellc~ que elle TERQI...rfM, noLam
menl: 
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.L+.L+_Ll 
r,Ai 'B rc r 

'A r8rcr=S2, 
comple lenu de ln relatioo (8). 

LE:< DEUX ÇAS PARTlÇ(: UERS 

El les cas particuliers où le triangle esl cOIl5U'Ucliblc Il la règle el au com
pas? Un jeu d'enfant! Ce sont les cas où le polynôme Po admel une racine 

évidente . . 
2 

<;> (c) Si " esl réel (premier cas parueulier), ~ = IV est lui aussi réel , 
1 - 214 

donc IV est racine évidenle de Po(z) = (z - IV) (,2 + (IV - 1)" + " .l) les autres 

racines 61ant : 

1 - w + i V{)", - I)Ü + w) 
- 2-- 2 

et le lrIangle est isocèle, sous rése",e que 1 soil eXlérieur à [H'G J, sinon les 
UOIS racines sont réeHcs. n surfit donc de construüe IV, el la construction est 

la même que 1 SOit çentre du cercle inscrit ou d'un cercle e~inscril. St ce n'est 
que, dans ce second cas, ~ est extérieur au cercle de cenLre 0 passant par " 
il faul donc mener de Ko deux tangenles Il ce cercle pour trouver le pied de la 

polaire lA' Si 1 eSlSur JH'G l, la médiatrice de [fil 1 ne coupe pas le cercle 

de centre 0 CI de rayon R. 
Tous les autres polynômes se simp li tient~ par exemple: 

PJ(è) = (z - 11'(3", - 1)2 (: - (w + 1) (311' - 1) 

P,(~) = (~l + 2wz -IV) (z' - 2"" - IV + 4w2) 

L' étude de Ps est intéressante. car elle illustre. dans ce cas particulier. ce qui 
se pa>sc SI W e51 à l'Intérieur de (21). 

Si - 1 < w < O. les racines de::: 2: + 211':;: - \,,, .sont complexes conjuguées (sur le 

cercle de dlamèlre (OH]J, cllos s'échMgent (z' = w(1 - 2n), el ce sont les 
racines de z. 2 - 2,"-:: - l1' + 4k 2, elles aussi cumplcxcs conjuguées (d'où le 

l _ 

parallélisme) qui sont solulions de . ~;;;;.w (car ::: + :=2w et 
1 ~ 2u 

z' = IV Il - 2 (211' ~ dl J. Une fois passée la racine quadruple pour IV = 0, les 

quatre racines deviennent réelles (parallélisme) et les relations ci-dessus 
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prouvent que, ce tte fOlS-CI , ce sont l e~ racJnes de z 2 + 2Wl - w qUI !tont , 
racines de ~ = w alors que les daux JutreS s'échangent, eUes sortent 

1 - 2" 

même de la quartique (a) pour d&rir. l'intervall e [-~ , i] el sc rejo indre 

en G pour w ~ 1/3. d'où elles repartent, complexes conjuguées. donc solu-
, , 

lions de ~ ~ W . Pour w intérieur à (d/J. l'équation ~ ~ w ndmCl 
1-2" 1 - 2u 

au plus deux racines distinctes, , 
~ SI 1 est sur (a) (second cas paniculier), " + ïi ~ 1 donc ... ~ ~ véri

rl- U 

fie ~\ + W = 14 + il = 1 . C'es t Je cas o ù west racino évidente , 

p()(t.,)=b-Wl(:;!l-w.::+ .\~ les autres racÎnes sont donc : -\\1 et -w j~ 

V - - 1 +2 j Y3}elles son l sur les droites (HJ, ) el (HJ,). 

En OUtre. HI - rt = UU_ a, lul aussi, pour module R, ce quj ju.stifie notn: 
Il - U 

construction du cercle circonscrit à OIH. w - 13 = w + wj et Hf - "'f om aussi 
pour module R, donç 8 et C son( eu:'!: aussi sur ce cercle. La construction Sl 
possible pour ' out 1 de (1'.) si ce n'est qU'àux pOln15 J, et J1 où (a) coupe (r), 

A ~ 8 ~ 1 = lc, lA est sur (li) et sur la perpendiculaire en 0 Il (OA) puisque le 

cercle de diamètre [Il" 1 passe par 0 , donc en J, si I est en J, ' ou en J3 si [ 

est en J,. On explique ainsi que (;t) et (12) soient tangents Il (li). en J,. J2 cl 

J3,), respec tivement. B et C décrivent les droites (HJ,) et (HJ,) tout enuères 

s'. ] plll'Coun (1'.). mais si 1 plll'Coun ]J,J,[ , Bel C ne peuvent pas être sur les 

segmenls poinullts : 0,,;: Il + Il ,,;: 1 et 0,,;: "( + y ,,;: 1 de la figure (2) tout 

comme A ne peUL pas être sur [J,J,J. 
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Les équations se simplifienl là encore: 
P,(:l = (, - 3Rl) (:' - (6R' - 1): + (3R' - 1 j') 
P j ( :) = (Z2 - 211'< + w) (:2 + 2H + w( 1 - 4w». 

Sur le polynôme Pl' on voit que les côtés du triangle ont pour longueur 
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R{3et{3-~±-~=V3R+r{3±.!.. , compte tenu q ue 
'V" - 422 2 

~ R' -~ = J,O' = R - 0'1 D'ailleurs, puis~uc 0: =;;;, p = - w) e t 

y ;;;;;; - wj2 son t connus, i l suffisai t d' utiliser dire-clemen t 
1 a' = 3R - 1 + (0: + lil pour arriver au même résultat. Le fan que l' un de< 

CÔlés ail pour longueur R fi provient du fait que l' angle en A vaut 7tf3 dès 
lors que A apparue nt il la médiatrice de (OH], puisque, dans tous les cas , -AH = 2R cos A . Comme (AI) est bissectrICe de OA H , rien d'étonnant que / 
soit /ui aussi sur (tI) si l'angle en A Vllut1tl3. Par ailleurs, comme l'a trouvé 

Edgard DELPI.I.NCHE, 1. somme des longueurs des cô,és vau' : 2 (JI + ri fi . 
Quant à Ps, celle foi ,-ci les quatre racines doivent être 50lution de l'équa

uon (10). Les faCUles de :' - 2wz + IV = 0 sont '" ± i IIV l, comme on s' y alten
dait (lA' = JAl. = R), elles 50nt sur (tI) et 

lV(J-2zI= - l'=>wl l -~=z' carl - ri.=-!1 - 2zl . 

Les racines de z' + 2Wl + IV Il - 4;;:) quant à elles, "alent : - IV ± 1"'1 ,'3, là 

encore, la vérification est aisée. car 

z - :: = w - IV => 1 - ri. = - 1 + 4w - 2z =>,' = w (1 - 2::) 

L'ORDRE DU POL"l" 1 
t p". dans tout cela? Le rameux poly" ôme qu'avait trouvé EULER, qui 

admet a. b el c pour rac ines el qui, là, semble déconnecté du reSle de la 
démo"SlTai ion 7 Nou5 n '8vons pas même chercbt à quelle conditio n les 
r"dcines de P 4 étaient les longueurs des côtés d' un uianglc ! 

Rappelons-nous les relations (9), et prouvons que : 
, 

S, $4 désigne ['une des racines carrées de 27R - - 611" - 2 (u + ;;1- l , elSi a. 
bel c sont les trOis racines de 

P #.) =;:; _ $4Z' + (9R l _ 311;; _ (" + iil) Z _ (R 2 - II;;) $. 

alors a'2, b2, c2 sont les trois racines de 

Pnl = ;:3 - (9R '_ !l z'+(27R' -9R' + \V+ w)z- /bR 4 - ISR' + 4(,.. + Wl - 1) 
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2 
sans aucune autre hypothèse que : w = ~ e l R == Iw 1. 

1 - 2. 
U surfi, de prouver que : 

a' + b 2 + c' = s ~ _ 2 (9R 2 - 3uu - (" + uJ) = 9R' - 1 = SJ 

2 2 '2 2 2 ( , ) ' (' 1 2 ab + b c + ca = 9R - 3,li, - (" + il) - 2 R - IIil s.= p, 

2 l 'J (' )1 ., 2(' '( ) abc· = R - IIU s. = R 27R - 18R + 4 k' + ii'l - 1 = q~ 

la première relation e~l évidente: nou!!. l'avons utilisée pour définir SJ. Pour 

la dernière , nous utiliserons la relat,on (13) qui .. pnmalt 

(9R 2 - Il' - 413 ... - II' à pan,r de p ct cos '1>, en posan' " 1 + 2p.' 
3 

n calcul analogue montre que : 

sl= _1_ (nll l'-1 1-2ul'(6uu+2(u+ÎÎ)+ I))=!§. cl> 
1 

' '7 2 1 -2u· - 11-2111 

avec , et C'C,I heureu. , le même <1> que dans la relalion (131. Comme 

R ' - Rf 4 p(p-COSLp)l d' . 2 . - (lU .: - - 1 l ' nOIre emlèrc relauon qJ, = q) résulte blen 
3 1 - 2" 

" (( , l' ,) de(13),\'uquc27R - ISR-+4(w +wl- I =1 9R-- 1 -413 ... - l r 
3 

Or, aucune hypu,b~se (hormis IV .. 0) n'e'l nécc»aire pour définIT r par : 

IIU = R' - 2R, et en déduire : Il - 211 1 = R - 2, car I-LI = R par hypo
l 211 

thèse, Avec ces notallons, on a : 

, _ 1 -1 (9R 2 _ 1) il _ 2" l' 
9R - 3uu - Il + W = 2 + 2 5"u =(9R' -!) + ISRr+ 2r~ 

et : 

27R 2 _ 611U _ 2 (" + iil - 1 = 2 ((9R' - JI + ISRr+ 2rl) (14) 
, 

Ln relation q' = q, permet donc d 'écrire : 
, 

13 ... _ 111 )R' - J 6,z((9R 1 _ Il + (SRr+ 2r') 
4 
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d'oû, comme 

, 
p,)9R' -If + 2r'(hR' _ d+ (SRr+ 2rl} 

4 
ce qui est bien c!gal ~ : 

p~ _ 2q.s. = ((9R: - 1 ) + (SR r + 2r~f - 8R,((9R ' - Ji + (8R r + 2rl) 
Notons au p.ss.ge que cctte expressÎon (14) permettra d'exprimer la cond.-

1 
lion nécessaire Cl suffis.nte : 27R - 611ü - 2 (II + u) - 1 > 0 sous forme 

OH' < 911 ' + SRr + 2r 1 sous réserve que r est nilia/if (r.yon du cercle 
exinscrit défini rar 01' = Il 2 - 2Rr). 

n résulte de ce calcul quc la coadillon nécessaire ct suffisante pour que 
p. admeue troi~ racines réelles qui. eH \'a[eurs absolues. SQ i enll~ longueurs 

des côlé, d'un triangle est que 
, , 

R · - IIU" 0 et 27R· - 61/u - 2(11 + ;;) - 1 > 0 

donc que Il sOÎt extérieur à (C1) et ne soi t pas sur (1}. Si celte cnndition n'est 

pas remplie, le coeflicie"t cOn't.nl de Pl n'cst pas striclement négatif, donc 

ses racines a l , bl , cl ne sont pas toutes des réels sirictement positifs et les 
racines ±n, ±br ±e de P4 ne sont pas toules des réels non nuls. Si, par contre, 

la condJuon est remplie. nOus avons vu que P, admettait tro is racines réelles 

strictement posiüves dont les racines carr~es positives (donc : les valeurs 
abwlues des racines de p.) sont les longueurs des côtés d'un triangle. 

M.is on aperçoit là le problème que soulève le polynôme l',. Dès l'ins 

têlnt où l'on travaille dans C . ln notion de posi ti vité perd tou le signification 
Cl. panni les deux racrnes carrées que possède un complexe non nul, nous 
n'avons plu", auCUn rnoyen d'en privi l6gier une. a l, b'2, ('2 s ' exprimaient 

rmio/mellement n fOnction de Cl, êx, Il, Il, 'Y, Y alors que a, b, c ntees,itent 

de passer par une racine carrée. 
Par SUl te l on pou\'ait défini r !m polynÔme P3 don t les racl.nes étaient à'!., 

bl , c2 , les coefficÎents de P ~ s'exprimant rationne ll ement à part ir du tri· 

Bngle, donc de wet w, alors qu ' Il nous faut définir huit polynômes p .. dont 

les racines sont ± Q. ± b. ± c , rien ne nous permettant dtcn privilégier, a 
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priori, un parmi les huit. 
S i Je par, de PJ pour rechercher ce polynôme Pc, j ' é~Tir.J i : 

je devrai choisir un q4 panni les deux racines carrées de q3 et un P4 parmi les 
quaue racines de l' 6quaLion : 

• 2 2 0 
~ -2P3Z -8q3 Z +P3-4q3 s ,= (15) 

j'en dédlllTIl.i S4 cl obtiendrai ainsi, poUT toute valeur de w les huit équations 
ayanl pour r.cines ± a, ± b, ± c . 

Si j'ai réussi à exprimer l'équation P, à panir de l' affixe" de l, c'est 
parce que 1. même démonstration qui m'a permh de le raire s'appliquait aux 
quaue centres 1, 1",. lB' l e ous la seule condition de changer les signes de a. b 

et c, Mais il m'a fallu encore exltairc une racine carrée, donc de {aire un nou
veau choix de signe, ce qui permellait bien d 'oblenir huit polynômes P,. 
Toutefois, il est peu vraisemhlable que les polynômes obtenus directement à 
partir de P3 "ressemblenltt à ces polynômes POl' car c'est seulement ~i 

, 
IV = ~ que les racines de P, sont les carrés des racines de p •. Si IV esl 

1 - 21t 

2 
intérieur (~) ~ ~ w n'a que deux racines et les racines du P4 asso-

1 - 2u 

CI6 aux deux autres racines de p~ n'ont plus nen à voir avec D , bel c. La 

moiué des polynômes ayant pour racines ±a, ±h, ±C sonl donc, dans ce cas, 
sans aucune ressemblance avec le polynôme P ~ d'Euler, notamment leur 
terme P. n'est pas réel. Alo", que si je pars de P3 pour rechercher p •• la réso
lution pat dicaux de l'équation (15) esl a priori la même quel que soit IV. 

Quelles sont les va leurs de " pou r lesquelles p. admet une racine 
double ? 
Le W associé doit appartenir à l'ensemble des W pour lesquels P, admet une 
racine double, donc à la droite (OHI oU au limaçon ( ::1.,) . Pour qu'il appar· 

lienne au limaçon, il faut que" soit sur le cercle (f) ou la quaruque (Ci). 

Une des racines est alors nune, mais pour u sur le cercle, les racines de: Pol 
sont (a, a, 0) (a ; 13/1 - 11) et pour u sur la quanique, (a, - a, 0), seul le cercle 

(1) est à retenir. Pour que \l'appartienne il. la droite (OH), fi do it être soit Sur 
la même droite, soit sur l'hyperbole de sommets 0 et G, de foyer 0' el 
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d'excentricII6 2. Remarquons que la branche de gauche de l' hyperbole eSI, 
en partIe, Il l'lOI6rieur de (l:», donnant des W inacceplables dans [H 'Ol, 

alots que la branche de droile se fauüle habilemenl entre le cercle (r) et la 
quartique (a), le myon de courbure en G de 1. quartIque, l'hyperbole ct le 

cercle éUlnl respecùvemenl : l, l, l . Si u esl sur la drolle, p. admel bien 
15 2 3 

une racin double _u_ V(3u - !I( .. + 1) el unc SImple : 
1 - 2 .. 

~ 1'(3u -n(1I + Il, elles san! de même s igne sur lGH 1 el de signe 
1 - 2u 
contraire à l' ... éricur de [WH), mais si u .st sur l'hyperbole, les trois 

racines: 1'& + 1113 , - Il . V.d3x - II. - Vxl3x - Il (.' étan, la parue réelle 
de El, .'( = , ... ') SOnt distinctes. 

Le lieu des u tels que p. admelle une racine double se r6duit donc au 

cercle (r) et Il la droite (OH), le discriminant de p. (que)'ai calculé, avis 3UX 

amaleurs . .. ) est donc plus simple que celui de P, (qui s 'annule sur (OH) et 

sur (.:t», alors que le coefficienl " - a + b + c, qw s'annule sur (Q), est 

plus compliqué que les coefficients de p), 

Tout ceci sugg~re d'approfondir la noùon d'ardre d ' un point par rappon 
à un triangle. Si un polnl d'affixe: est tel que" s'exprime rationnellement 

en fonction de .;: cl : et quel si hl est pi VOl. :: sou l'une des n racines d'un 

polynôme de degré " à coefficients rationnels en w et w, irréductible sur 

Q ( .... w) , nous dirons que ~ est un point d'ordrc fi par rappon au triangle. 
Le, autres racines dudi, polynôme son' les conjugués du pOlOl d'am,. z. Les 
POlOtS f, /" , l,etlesoOl d'ordre 4. On conviendra que Jes polOlS de la drOlle 
d'Euler, 0, H, G, qui définissent notre repère, sont d'ordre O. Les sommets 
A. B. C som d ' ordre 3 : ils sonl bien évidemment les racines de Po, polynôme 

de degré 3 ; en outre, si li' est pivOl. ua;: l3P ~ "tl ::;:: w~ . donc. en substi

tuant dans Po. on trouve : w = a 1 - ~ = ~ 1 - ~ = y 1 - ~ . La connrus-
I - a I_~ I - y 

sance de 0, H CI un sommet détenninc donc le tnangle . 
Il 'i 8. néanmoins une exception. qui a retenu mon auenuon : c'est lorsque 

lcdn sommet est en H. Panni les (Reines évidentes de Po. on aurait pu remar

quer que si IIV 1 = 1. 1 e>l racine évideme; le sommet de l' angle droit d' un 
triangle rectangle quelconque est son onhoccntre. J'ai cherché où se trouvait 
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J dans ce cas : ,ur un autre limaçon de Pascal lu 1 2 = Il - 2 .. l, inverse de 
l' hyperbole équilatère de centre 0 et de fol''' H dans l'mverMun de pôle H 
qUi laisse 0 ÎnvananL Mais 1 parcoun (out ce limaçon, .!tur la boucle inl6deu
re il e~1 cemrt du cercle. Inscrit, sur 13 boucle e~téncure. cenlre du cercle 

Xinscril C'est ce qui m'a suggé~ cet aUlre e"cn:icc: : 
Soit ABC un mangle recLUlgl. en A, et /le ccn!te d ' un quelconque 

des cercles inscrit ou exinscrits : montre r que l'hyperbole 6qullmère 
de foyer A el de centre / passe par 0 , milieu de [BC]. 

CCI exercice est USsel simple, mais Il mel bIen en relief III parenté entre 
cercles inscrit el ex.inscrits. Raymond RAVNAUD le d~monlte en fi~an t A elle 
cercle, m,cm ou exinscri t, peu impone. La droite (Be) est n'Impone quelle 
umgenlC! au l"ercle ; il suffit donc d'étudier le milieu 0 de ses in lersections B 
et C avec les deux axes (Ar) ct (A)'). tangonls DU cercle, et de démontrer quO il 
décrit une h)'perbole de foyer A et de ccn!te 1. centre du cercle. 

Ma métholh: élan voisine : dans 
un repère de centre / ct d'""es par.l· 
lèles aux côtés du triangle, en choi· 
sissan[ blcn les ecteurs unitaires. 
J'ai pour coordonnées de A. B. C : 

(-O+2b + c ,- tJ\b + c} 

( O\b- C.-"\b +C) 

(
-a+b+C - a-b+C) et , . 

2 2 
avec al = hl. + c2, a, b. c n'élàDl pas 
obhgatoorement posiufs , cela dépend 

B 

fig",e 8 

si 1 est Céntre d'un cercle inscrll o u exinscnl. Quoiqu' il en SOit. O. ùe coo r ~ 

donnée, l
~ - a+ c) . 2 '2 appartiennent toujours à J'hyperbole 

d 'équ.1ion : 

, 
r=/A' 
. 2 

LE POINT DE L EMOlNE 

En conclu Ion. ourquoi ne pas généraliser notre probl~me à d'auLre~ 
points que O. 1. H , comme le préconIse Philippe D EL ~HAM? 

J'ai commencé p3f K, le pOlnl de l..emoine du triangle. paniculièremem 
intéressant à plus d'un litre. 
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Tout d'abonl, c'est un pmnt d'ordre l. J'entend::. par là que: son affixe =K 
s'exprime rattOlfne/Jemelll en fonction de ~\ cl l'V 10UI romme. bien évidem· 

ment, lV s'exprime rationnellement à partir de lX el Z". 
Uulisons comme "d~finilion " le fait que c·.st le ,eul point qui soit isoba

ryccntrc de ses trois projections onhogonales sur les cOtés du ltiangle. Si .:: . 
affi.e d' un point quelconque du plan. ,~rifie: - a = (~ al (.t + (vI. rom •• 
z' de sa projection onhogonale sur (AB) scr. : z' = a + -' (P - al nvec 

1 (--a ;-Ci) r;;) '() x = 2 ~ a + ~ Ci .S i, en outre lai = IPI = R. IP - a ap ~ -R Il- a , 

a+Jj - -; A 
donc :' = -2-+ 2" - --'--Ia~ . Comme a + p + y= l , el ap + Ily+ yo. = IV, 

2R 
:x est Isubarycentrc de ses projections orthogonales si cl seulement :!tl : 

- K ;1:. l 
1 + 3 ==- - -=-,. w = 3~K ce qui peut s'6..""nre. du fatt que R ;; WH' : 

2 2R" 

00 en déduit que: ZK - 2", = - 3",,,(2 - 3z K I. donc: 

( 
3i\' - 1 ) ;'/\ =2w 2 

9R - 1 

, l' ' l( 2)2 ,) Notons au passage que, comme a" b c' = IL 9R - 1 - 413 .. - 1 \" , 
3 

2 ' ( )' OK = R' - 3 abc 
a2 + b 2 + c2

. 

relation connue de Lcm.oine. el qU'II est intéressant de rapprocher de la rela-
'1 .! ab c 

l,on d'Euler: of = R - -'="-
0+ b + c 

Dans celte dernière, en changeant les signes de fi. h el c. j'obliens quatre 
:! 1 1 -; 

vah:ur!' disunt:tes 01. al",. GIN. Ole alors que ces changement!! de signe 

n'affectent pas OK ' . 
En outre, si 0 " designe le milieu do [GH] . cenfre du ce rcle (n, 
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w = ZK entraîne OG.OK = R.O"K, que l'on rapprochera du théorème 
2 - 3ZK 

de Feuerbach : 0/ 2 = 2R. 0 ' /, G el K élllnl isogonau. comme 1 ell. 
La condilion nécessaire el suffisante pour que HI soit pivot étanl que 

213w - II < I9R2 - II , (cf. relation (6)), la condition nécessaire et suffisanle 
pour qu'il e>li,I. un triangle admetlllnt 0 pour centre du cercle cireonsent. H 
pour orthocentre et K pour point de Lemoine esl que IzKI < 1'" 1 (donc: K 
intérieur au cercle circonscrit) , ce qui équivaut à : 12 - 3.::J,. 1 < l , ou encore 

que K soil intérieur au cercle (n à l'e.clusion de Son centre . En effet, si K 
est intérieur 11 (n. le II' qu'il définil esl bten pivol d' un triangle donl le poinl 
de Lemoin. vérifie la même relation que 'K, donc est égal Il K dans la mesure 

Où celle rel.tion est d'ordre 1. Et il esl clair que le triangle solution eSI 
unique. 

L'intérêl de ce résullal, c 'esl que la condition esl J. même que pour le 
entre 1 du cercle in;cnt, hormis le poinl à exclure (O ' pour 1,0" pour K). 

2 " (~ " ) Qui plus es~ si ZK = + alors IV = e" - -3 e . Nous .vions trouvé 1. 

2 i l 
même valeur de: w pour tJ = ----=-!...... ct ct:la prouve que. pour celle valeur de 

3 
\\', 1 et K sOnt confondus. Ce qui n'a d'ailleu rs nen de surprenant : K SI 

1'18080nal de C. ce qUI entraîne, d' une part qu'il est imérieur au triangle. 
d'autre pan que G et K Sonl d. part el d 'autre de (A/), de (Bl) et de (Cl). Si 
A, B el llendenl vers un même poin! du cercle <n. G reslan! " bonne dislan
c.e. K va se .retrouver coincé dans le::: triangle AB!, el il tendra lui aussi vers ce 
même point. 

D'où l'idée d'éludier ce qui se passe si J'on se donne, non plus O. l , H. 
mais O. J, K. Car alors , tous ces cas de triangles dégénérés, où 1 el K sonl sur 
le cercle, seronl réduits à un pOlnt l = K, el. . . commen t sem définie la fron
tière de l'ensemble des K possibles? 

Choisissons un des plans complexes où 0 el 1 aienl pour affixes 0 el 1 
respecu\'ement. A. B ct C auronl pour affixes : a ' = oJu, ~ ' = j}Ju el1 = ylu; 
On aura: 
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. n, . 1 
a + "" + r ~ü' 

,,'~ ' + ~y +y'a ' =~=~ 
u ~ 1 - 2u 

>-
(l'n'v'=l<'w= Uli 

"" 1] l 
" (J - 201 (J - 2ul 
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ce qui suggère de prendre pour nouvelle oncOnnue : l" = -'-' -l, 
1 - 211 

celle variable \1 suffi l à déterminer le tnungle Il =_"- donc 
1 + 2v 

hl =- v l ( 1 + 2v z); ex', W et y' sont les racines de 
(J + 2.) 

z J _(2+~)z ' + { 2;;+ ll:-,',,' =0 

el tout le problème consistera à détenniner v à pa"ir de k = lX/II , al1ixe de K 
dans nOIre nouveau p an complexe. et à s'assurer que ln solution", trouvée 
définit bien un triangle solution, 

En ulllasant i. même méthode que précédemment, on voit que k doil vén-

ficr: (a' + fi' +y ')+ 3k --*-/a'W + !l'y' + Y'a' ) =3 ~ 
2 2R " 

où R' = la'i = IfI'i = ly'l = Iv 1· Cela peUl donc s'éente : 

(2 ... ,L)+3k k{2;; + 11 =3k ouencore2v!J-k1=(3k-4h'v+k (16) 
\' 2 21/v 

En multipliant chaque membre par son conjugué, n trouve que ." doit 
annuler le polynôme : 

Pglzl =13k - 41':' + (3!k + i - 10 kk - 4)~ ... Id 
Première condition : ce polynôme don admettre une ou deux raClOes vv 
l'éeUes positives, ce qui suppose : 
• que son discriminant SO it positif : cn po~ant li. = lK + iYJ( el en divisant par 
161e discnnunant, œtte condition s'écrit : 

l'!. = 4)'~- lx K- 1)(7.1: K+ Il y}+ lx .... - Il'(- 2.t~ + :!r A + d '" 0 (11) 

La courbe délimitant ce domaine est unC qU'nlque : 

)'~=(AK; 1)(7.<...-+ 1 ± 'I19XK+31(9x...--sfj 

dont Jacques BOlTTELOLP a blcn voulu falIe l'étude d~l.illéc. La branche 
gauche semble très 'e"icale, en réaht~, elle ZIgzague entre lrois tangentes 

l-Y3 -1±iY3 ,. venicnles assez proches (en --2- CI en 3 ) avant d obliquer vers 
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les mêmes asymploles y =± fi(T -tl que la bronche de droile. C'eSi 

entte le, deux branche, et à l' inlérieur de la boucle que 1. discriminant est 
pOSluf, 

jig/lu 9 

• que le, racines, réelles, soient en oulrc positives. Comme leur produit est 

mamfe51ement positif. leur somme : 2 (Sy!-x}+ 2) dOIt être positive. ce 

qui définit une hyperbole de sommet; ± fi.; les melnes sont positives enlre 

les branches de l'hyperbole, ce qui inclut le domwne où /j, esl positif. 
Dans ce domaine où /j, esl positif, l'équation" donc deux racine, posi

rives et la rclaLion (16) nous permel d'en déduire deux \'aJeur~ de ". donc a 

prion deux Iriangles : 

v = 1 k - II' + ;.1 Kf3x" - 2) ± Vi /j, étan t délîni par la relation (17), 
f3k - 4) fi - k) 

.. . sous réserve '-lue ceS valeur~ de l' sojent acceptables. donc que le ., corres
pondant soit bIen le pi VOL d'un lriangle. En OUlre, Il semit bon de dissocier le 
cas où 1 e~t centre du cercle Ins<.:nt de celui où il est centre d'l1fl cercle eX lns
cnt. 

west pivot d'un triangle. nOu~ l'avons vu, si et liiculcment si Ill' 1> 1:",,
Après division pnr u. on trouve comme condition n~ccs!talJ'e et suffisante que 
1"1> 1* 1. Il 'Uftlt donc d'étudIer la place d. 1* 1 ~ par rappo" aux racines de 
Ps pour voir combien l'équation (16) admel de racines de module supérieur il 
Ik 1 Par ailleurs. 1 es t centre du cercle inscrll SI cl ~culcmenl si 
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I-U-I =1"1> l là, ce sem la place de 1 par r.ppon aux racines de Pa qUI 
1- 2u 

nous pennetlra de conclure. 
Commençons par ce second problème : Ps (1) = 12«, - 1)' eSl toujours 

pos"tfC'estdonc P'8(J)w4(yiT5(.t-~)' t) qui détenninera si 1 est 

,upérteur ou Inférieur aux lieux racines : il l'intérieur de l'e lhpse, les racines 
sonl 3upéncures à 1 (cercle ,-"seril), ~ l'ex~érieur , elles sont infi!rieures à 1 
(cercle c:t.În:scnt). 

Une romarque av.nt d'aborder 1. place de I~ 12 par rappon aux racines de 
Ps : Si 1 est, dMs le prem .. r repère (où fi a pour _ffi. 1), sur la quartique 

(CI) , K est sur (n, coofondu avec deux des sommets du trlUngle. En étu

t..hant les racines double de P"j. On a vu que l'on avait : 

fi = - ~f( ± 21~A 1 _"a. U en résulte que k = 'K - . Peu unpone 
ri _ 1 ± 2r'1V 

\j.I : K esL sur l'invcr~e cl' un cercle qui est encore un cercle, et plus précisé
ment sur le crele de centre 1f3 et de rayon l/3 (aUcntion qu'ici 1f3 ne cor-

r.spond pas à C, mws à un pomt Q' tel que 00' = lai). \1 convient donc 
3 

, . 
de paramétrer k _ 1 + 2pe pour que ce crcle p = 1 nous saute aux yeux . 

3 

De fait, avec ce paramétrage, p.<1k l') = 1: Ikl 2(pl - J) (pl - 2p co. Il' + 1) 

r,;c qui entraine qu'à l'intérieur du cercle. li;: 1.1 est entre Ic~ mrines de P"." uné 
l une ~eule des ùeul\ racin~s définît un triangle. alors qu'à l'extérieur. léro 

nu deux nlClne~ définisSènt un triangle. 
Et pou discnnuner entre zéro ou deux dans ce dernier cru., on poeut cher

cher, par exemple, si le produit des racine. est ou non supérieur à Ik 14
, donc 

si 13/ 41' ;;.Ik 14 , cc qui défi",t un ovale de Ca"i", I~ II~ 4/31,," 1/3: il 

l'cxténeur du ecrcle et de l'ovale, il n' y a pas de rocIOe accoptahle, à l'exté
neur cercle et à. l'tnt~rieln" de l'o\'ule, il y a deu,; facmes acccputbies. "ou~ 
réserve, bien sûr, que les Q.uln.!~ condicioll5 soient elles aussi remplies. 

C'c,t donc en ~tud,an t la position respecti\c de I ~ quartique, de l'hyper
bole, de l'dhpse, du rercle et de l'ovale de CassIO' (toute" sauf l'hyperbole 
Bu/Jé/ln APMEP rf 409· Avrl/.Mal '997 
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ont une tangente vcnicaJc en l, cf. figure 9) et en étudiant séparément les 
points 1 et n (d'affixe 4/3), qu'on peul conclure aInS! : 

Soient 0, f, K \fois poi nts d'un plan 
* La condHlon nécessaire et suffisanle pour qu'il cluslo un triangle udmel

ta llt 0 pour centre du cercle circonscril. 1 pour centre du cercle inscrit el K 
pour pOlnl de Lemoin. est que, dans un repère orthonomlé centré en 0 , où 1 
ait pour coordonnées (1 , 0), K, de coordonnées (xK ' YK)' soil à j'I ntérieur ou 

sur la boucle de la quaruque définie par : 

xK> 1,)'< 2,,; (XK8- 1)(7xk+ 1 -~19xK+ 3119xK-5') 

Si K eSI surcette boucle ou si K est en n, de coondonnées (4/3 ,0), le lriangle 
solution est unique , mais si K, distinct de n, esl strictement intérieur à la 
boucle. il ex.isle deux triangles solulions distincts. L'une des solutions tend 
vers un triangle équilaLtral mfuli lorsque K tend vers n. Si K tend vers J, les 
solulions fendent vers un triangle d égéné~ ayant un ou deux angle!ii nuls. 
* La condition nécessaire et suffisante pour qu' il ex..iste un trillngle ad mel

Innt 0 pour centre du cercle clrconscnt. 1 pour centre d'un des cercles eXÎns

crits el K pour point de Lemoine c!!.t que K soit strictement intéri eur au cercle 

d. diomè\fe lll'l , avec 0; = _1 Qi . Le \fiangle saluuan est unique. Si K 
3 

c" en 0 , le \flangle solution est éqwlatéral. SI K lend vers le cercle, le tri· 
angle tend vers un \fiangle dégénêré ayanl un angle nul. Si K lend vers l, le 
lriangle tend ven; un \flangle dégénéré ayanl deu. angles nuls . 

Une fo is n'est pas coutume : avec ce nouveau repère. le cas du cercle 
c;ünscntcst relatlvemenl plus simple que celui du cercle inscritl 
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