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Etudes 

Dans tout ce qui suit. P est un plnn aiflllt! euclidien orienté. 

1 • Points inversés par rapport à un triangle 

J.] - TbéoNme el M(jnition 

SOli un triangle ABC. M un poin t d istinc, de chacun des sommets. A 8 . C 
., D •• Ds. De 1 . d roites respectivement isogon.le, de (AM). (BM). (CM) 

par rappon il (AB. AC) . {BC. BA J. (CA, CB ) ( rappe l on~ 4uC ceci signifie 
que les palIesde drOI te, {AM, D.Jct{AB. ACI./BM. D. l et IBC. BAI . 
{CM, Oc ) e l 1 CA, CB 1 ont \cs mêmes bisscclnce,). 

. " 
'. : 

B 
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Supposons. d3ns un premier cas. que 
M appartienne au cercle 't' c irconsc rit à 

ABC. en élan t d is tin ct d e chocun des 
sommCt>. A, B, C. 

On a, modulu rt, les éga l it~, a"gu-
lalres suivantes : 
<D .. A81 = (AC, AM) 

= (Be, 8M) = (Da. 8A) 
d 'où DA /1 D. ct de manière .nalogue 

avec Oc d'où 0.1/ Dell De. 

Si M est [' un des sommelS du triangle 

" 
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ABC, par exemple, A. alors D. = De = (BC) et DA <st une dro ite quelconque 

pas.<.ant par A. [1 Y a donc indétcnruoauon et on peUl considérer que D .• , D. 
et De sont concoUJ'antcs en un poInt quelconque de (BC) oU parallèles à (BC) 

avec Da et Dcconfondues. 

Supposons maintenant que M n'3pparttenne pas au cercle 'C et soient MI ' 

M" M; respectIvement symélnques de M par rapport à (BC), (CA), (AB). On 

sait que ces trois points Mt , M" M) fonnent un véritable triangle (non apla· 

ti). IEn errel, ces trois symétriques sont aligné, ,i el seulemenl St M appar· 
Uenl il f. la drOll. joignant ces trois points étant la drOI te de STEL~E.R du 

point M par rapport au tnangle ABC (elle passe. en pnrtJcuhcr, par l 'ortho· 
centre du lrianglel] . M'étant Je centre du cercle circonscrit 11 ce triangle 
M ,M,M, ' (AM ') eSl 1. méd ialrice du segmen t [M,M,I cl (AC) celle de 

IMM,] . On a tlonc mmodulo " : 

(AC, AM' ) = (M,M, M,M,) (angles à côté, perp.:ndlcu laircs). 

Mai, A étant le centre du cercle circonscrit 11 MM,M), on a' 

Théorème: 

(M,M, M,M, = LIAM, AMJ • . 2 

= (AM, AB) 
d'où (AC, AM') = (AM, ABl et par suite, 
les droites {AM, AM ' } sont isogonales 
par rapport à IAB, AC1. II en est évidem· 
men[ de même pour les paires 
IBM, BM' ). {BC, BAI et [ CM, CM'}, 
ICA, CB} . 
On obtient ainsi le résultat suivant : 

Suit, dmu'In plall P, lUI rriOllgle AllC, 1111 poi/ll M el DN D •. Dcles droit"· 
respect/v,melll isogonales de (AM), (BM), (CM) par rapport à {AB, AC}, 
{BC, CA}" (CA. CB). Alors : 
- Si M apparti~nt au cercle circonscrit au triangle ABC en élOll1 dÎllmus des 

sommetS, les trois droites DA, DIJo Dcsont parallèles. 

- Si /." 'SI cml/Olldu GlJ~C ['un des sommtts. par exemple A. D Jo eJt indélenlli­

nie" Da tt Desolll cOllfondlus avec /e cûtl (BC). 
- Si M '1 'appartient pa5 au cercle circonscril au triangle ABC, les trois 

droi,es DA' De. De som concouranteJi en lm pomt M'el M' e.~ ' appelé 

Invme de M par rapport al/triallgle ABC, l'applicatioll ~ qlu à M associe 
M ' hant /'inversioll triangld(Urt par rapport à ABC. 
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Remarques. La restrict ion de ç à pre est évidemment involutive. Si M .st 
confondu avec un sommet, par exemple A. on peUL considérer qu'il a pour 
iO\'c,," un poinL quelconque du -ôté opposé (BC) et sil apparuent à un côté. 
paresemple (BC), en étant distinct de B et C, on peut consid~rer qu' il a pour 
inverse le sommet opposé A 

J.2 - Exemple. 

1.2.1 - Points invarianlJ dans ç 
Ce sOnt les poin ts M Lcls que DA = (AM), DB = (BM), Dc = (CM). c,es t_à­

dire les points J, II.I iB.le poinlS de concour:-. des bissectrices. respectivement 

de chncun des trOiS angle: du triangle (le ccntre du cercle inscrit ct les 
centres des c ereles eXlOscrits). 

l 2.2 - Orlhocetltr~ ~I centre du cercle CÎrronscn', pOilll.f i m 't! rs~s 

1.2.3 

G.,.~ ,~ ··,.t· .... , 
'. '. 

SOIt Hel 0 respect ivement l'orthocentre et le 
centre du cercle t... circonscrit au triangle ABC. 

Comme les s)'métriques lit . H2' H) de fi par raIr 
port aux côté, (BC). (CA). (AB) appaniennent à 
f. 0 et H SOnt donc onverses l' un de l'autre par 
rapport à ce Inangle. 
L'orthocentre et le centre du ctrcl,. circonscrit 
d'lin /riangle SOlit deu); poUIt.'i inverses par rap' 
pon à C~ lriangle. 

BuJJ.srn APMEP ft' 4()8. Février-MaIS 7997 

II 

Bulletin de l'APMEP n°408 - Fev/Mars 1997



2 - Etude barycentrique 

2.1 • Rappel 

On <a" que. nOlant ~(PQR) 1"Ife algébrique d'un trinngle PQR, si ABC 
e,1 un repère affine du plan onenlé P. lou' polO' M ~" P eS! baryeenlrt: de, 
poin~' A, B, C affe<:lé, respectlvemenl des coefficienL' ~(MBC) , .A(MC.4). 

~(MAB) [aulrement dil: .7.(MBC), ~MCA), ~(MAB) son' Un syslème de 

coordonnée barycentnquc> du polO' M dans le repère offine ri. B. Cl. 

2.2 - Coordonnées baryc~nlriqu .. de l'inverse d'un poinl 

8 

Soient M el M ' deux' points inverses par 
rapporl au Iriangle ABC (supposf de sens 
di rect) , pris comme repère affine ct dans 
lequel on nOie a, b. r. A. B, C les longueurs 
de~ lro·s CÔlés. el IC3 mesures. comprises 
entre 0 Cl n, de trois angles. 

De plus. oncnlûn:, po~itivemcnt la no(­
male à chaque CÔlé ver.; le delJlJ-pl.n conle­
nanl le sommel oppu>~. 

Dans ce ... conditions. " a, ~. y (resp u', 
P', y') sonl les proJelés orthogonaux d u 

point M (re,p du point M ' ) re'pC<:lIvemen' sur (BC), (Ct\), (AB). les alfes 
algébriques des Inanglcs MBC, MCA, MAB ont pour valeurs : 

.;I(MBC) = tUUM , J\(MCAl = i b Jll1.f , .7.(MAB) 

el des. expressions analogues avec Je point M '. 
Pur mllcurs, les proprit!tés de l'isogonalilt et ce!ii coovenllons de signe 

en"runenl. pour ces deux points inverses ,11 el M', les égalités . 

0.,1.1 . 0.'.11' = flM, WM' = yAt. y 'M' 

(Si dans Ull produit l'un des fac'eurs '" nul. ,1 en st de même dans les 
autres. Sinon on li: 

aM = p'M' el ~ _ y'M' ) 
IW o. ·M' yM WM' 

11 en résulte que" les coordonnée, barycentrique, de M el M ' par rappon il 
A. B. C ~on1 respccu"cment (u, t'. w) ~l (u' , \ " h ' ), on a: 

(1 b C 
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Ce système homogène en JI' , l" ~ . w' ndmet pour soluuon: 
u ' = a 2\,~, \, ' = b~U'u. \l" :;:: c2uw OU, li Il, l', U' .)oont LOU) non nuls: 

, 2 , 
u' = a

A

• l" ~ :;::~ . w' :: C- d 'oo la dénomination "pOlnl~ in\ltrses", 
Il v ,," 

Ainsi: Si le {JOinJ M' n'apparrient pas au c~rclt ('ircom'cril au triClng/~ 
ABC t'Ill pour coo ' rdonnées barycemnqlll!5 (II. \' ll) pm rappul1 ri A, 8, C, 
celtes de so" "n'erse M ' par rapport à ce même lriang/eront (0=\'1'1. b:wu, 
C2Ul') QU, si " l 'Hf ;1; O. 
Er:emples: 
- Les coordonnées barycentriques du poinl de Lemoine sont (a', /12, cl), 

- Cellc~ des centreS du cercle Inscrit tH des ce(cles e;r;inscnts (points mva-
riant" dans l ' inversion Uiangulairel. devant vénficr Il! a. \, "1 :;:: b':., H'~ = c!. 
sont de la ronne Ela, Ezb. EJe où les E, valent tOus 1 pour le centre du cercle 
inscril cl deux valen t 1 et un (-1 J pour le.') centres des cercles exÎnscnls. 
- Celles de l'orthocentre, inverse du centre du cercle c irconscri t. sont proror· 

uonnellcs à ~, _._b __ • ~ ct peuvent donc. pour un trmngle nun 
Sin 2A -SoIn 2B SIn':'C 

recL.1nglc. être choi3le~ égales à tanA. tanB. tane. 
Remarque: aulrf' ~licalilm du fait que l'inverse du poinl 1\.111 '('xùlt que !;i 
el sfllirmenl û M u'appartitnt pas au cerde circ()liscrit ail triallgle ABC. 

B 

A Le point M étant le barycentre de (A, u) , (B, 
v) , (C, h') ct (0, H) le corde circonscrit au 

c 

lfiangJe ABC. on a : 

(II + • + \1'1 DM = Il OA + \. OB + II' OC 

Par él6\'utinn au ca rré sca laire. il 
vient : (u + \' + w)~O.A12 = R ~("l + \ ,2: + .,-2) 

.,.. 2R~(\.·w CO 2A + 1\ r~ CO:, 28 + uv CO~ 2Cj. 
L. point M app3ItJcnt au ercJc elteon,crit si 
el seulement .) Î OM1 ::; Rl , ce qui condui t, 

compte tenu des fonnules cos lA = 1 - 2,In2A ". ct a/sonA = '!R ... à la rela-
lion : 

1 a1,·w + b1w ll + c1uv::; 0 1 

Ceue égalité est l' équauon barycentrique du cercle t. Elle pennet de voir 

que si M(II, \', ... ) appartient à 'C les points (A. a
'
,,\.,. (B. bl\nl). (C, r'u\') 

n'on! pa; de barycentre . 
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A 

y 

B 

2.3 - Application il un problème d. maximum 
li , l', W, a, b, C étant si~ nombres quelconques. une 
simple érificauon penne, de montrer que: 

(

' l ,) , , , u v w - • ~ 

2 + ] + 2 (a + b + c ) = 
abc 

, 
+ ("~a -';f 

Le parul M étanl le barycentre de A(,,), B(,'), C(IV), avec u = 51(MBC), 

"= .:4(MCA) cl ... = ~MBA) [d 'où u + \' + w = S = .5\(ABC)) el o.,~, y, les 
projelés onhogonaux de ,14 sur (BC). (CA), (AB), alors 

:! ., 2 ., 2 
u ) -l' ) -IV 1 2 
,=-,140. ,--.-=-M~ ,,= My 
a 4 h- 4 4 

d 'où 

l (Mo. 2 + M~2 + MY') = 
4 

[S2 + (Ub _ ,'a)' + (!!f. _ ",b)' + (wa _IIC)'] x , 
a b bec a a'1 + b - + ('~ 

Le second melllbre et donc Je premier e~' mmllllum lortb.quc les trOIS der­
niers carr~s sont nuls, c'est-à-dire lOrSque Il, l', W sont respeCLlvement pro­
portionnels à a2, b • cl, et dans ce cas, M ~ L. 

La SOmme des carrés des distances d'un poitll aux lrou C611:i d'un ,ri­
ollgle est minimllm lorsquf! ce po;"t est le poilll dt. umoint de ce triangle. 

3 - Les cercles d'Apollonius 
Pour un triangle ABC (supposé non isocèle), ce sont lcs trois cercles fil ' 

Oz' 0) ayanl re'pe"U'emenl pour Xlrémtlés des diamètres les pieds A ', A ", 
B', B", C', C" sur le CÔlé opposé des bissectrices ;nléneures el e~léneures 
des lrois angles du triangle, 

Comme le cercle cIrcOnSCril tn il ABC coupe hannon'qucmem les dia­
mètres respectifs [A 'A "J, [B'B "j, [CC") de hacun de ces trois cercles, (fi 
eM orthogonal il ces trOIS cercles el, par suite, le cenlre 0 de (1) a une même 
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précédenles, 

puissance (posit ive) par rapp<)n à 

chacun d'eux. 
Considérons maintenant le 

centre wi de nI _ Ce point 001 C!iot le 

barycen tre de (8 , b'), (C, - c2). On 
en d&luil, avec AB ~ a ,que 

el que 
~ . 

l ah 
Olle - "" 

lb' -cr 
Mrus 00, es' aU~!>1 le barycentre de 
(A, 0), (8, /J'), (C, - c') el la "rela· 
lion (barycentrique) d e LEIBt'IZ" 

conduit alors avec es deux valeurs 
2. ., :!. ") 

l'expres>ion: 00 vi = GO/> c' , . 

(/,' -cf 
De plus, le p<)int de LE,\tOINE L élanll" barycentre de (A, a'), (B, b'), (C, c'l, 
on a (les sommaliODS portant sur a, b, c el A. B, C): 

ra2OO,A' = (ra1)CIJ ,L' + ra' L~ 2 . 

1L en résulte. av~c les valeurs précé d cfl(e~ : 

'-') 2 2 ' (a'+b'+ c')o'b'c' 
\Ül'oo , L +raLA" 

, 2J ' (b"-c", 

Or, en développanlle carré scalaire de J'égal ité ra' LA ~ 0 el en lenanl 

- - 2 l 
comple des relBlions 2LA LB = LA + LB - A B.. o n oblienl, après 

, l Z "1 

m'Dlpulauon, La' LA" = 30/J c" 
., 2 1 

a* + b + c-
De tOut cela découle la valeur de 0010 el enfin : 
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Celte cxpresslon étant symétrique en Cl, b. (' le point L a donc une même 
puis!J.ance (n~gauve) par rnppon BUX trois cercles n 1, 0.2• nJ , Amsi : 

Les trois cudes d'Apollonius d 'un trùmgle appartje1ll1~m ci un m;me 
faisceau (à poilllS de base) d01i1 l'axe radical (appelé ax~ de Brocard) eSI la 
droÎte (OL) j oignant l ~ centre du cercle drconscril ntl puint de Lemome. lA 
droite ponam leurs celllres est appelée lUt de U:MOJNE. 

4 • Coniques tangentes aux trois côtés d'uo triangle 

4,1 • Conique à centre 

S'il eXl>te uno telle conique, de foyer> F ct 
, F' , tongenle aux IrO;' cût~ s du triangle, les 

/_''--c-" . . } symétnqucs de F lresp F') par rappon il ces 
\ trOIS côtés .sont sItué3 ~u r le cercl e direcleur 

• .. .. (.... " c: relnor ~ F' (resp FJ. Fel F ' sun t donc deux 
·'--'7''''--''''--'''------\'''f-,pcinls lnverses par rappon au tnanglc con,l· 

déré (cf. la première phrase en Ilalique du 
paragraphe 1.1). 

Réciproquement, F élanl un polOt du plan 
non situé sur te cercle circonscnl nl sur l'un 

des côtés du triangle donné, Il existe une conique à centre tangente au~ trois 
côtés dont F eSI un foyer, l'aulre foyer F' élanl l'inverse de F par rapport au 
triangle et le cercle directeur relatif à F ' étanlle cercle passant par les symé­
triques de F par rapport aux trois CÔlés. [Cette conique est une ellipse si F (et 
au<si F') esl intérieur au triangle et une hyperbole stnon], 

4.2 - Parabole 

, 
y .... , '. 

On sait (cl. §\.I) Que les symétriques 
d'un point par rapport aux trois côtés 
d'un tnangle sont alignés si cl seulement 
::,i ce poinl appartient au cercle circons­
crit (r) à ce triangle . Par suite , ,,1 existe 
une parabole tangeme à ces lIois côtés, 
son foyer "ppanienl à cn. 

Réciproquement. SI un point F est ,sur 
Ct! cercle el distincl de chacun de!) (,;om ­

'f'-- ---'--...1!f--..::::= -- mel" seS symétriques ()., ~, Y par rappon 

aux lrois côtés sont alignés ~ur lB droi te ........ _--- ().. 
D de Slelner (0) de F par rappon à ce tri· 

angle el la parabole de foyer F e( de dirccrrice (0) est tangente aux Irol. 
côtés du triangle . 

BuiI'erfn APMEP ri' 4l1(J - F6vrie,·MarS 1997 
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5 • Transformation d'llfie courbe 

5.1 • Remarque générale sur les degrés 

Les coordonnées barycentriques de J' In\'el;'Se d'un polOl M étant des fonc­
UOn' polynomiales du second degré de celles de M, la tratls/om.ée par celte 
inversion d 'urre courbe algébrique de degré Il est dolic Ime courbe de degré. 
Zn. 

Mais il faul sc souverur que si l'un des sommets, par exemple A, du tri­
angle de base. est pOlOt d'ordre J.... pour une courbe. l'inverse de cene courbe 
sc décompose ct contient le CÔlé oppos~ (BC) complé k fois. 

Ai"si : La transformée d'une droi le (L) esl une conique (f) (passanl par 
les sommets du ldangle de base, ces points élant tes inverses des points 
d ';nte=Clion de (L) avec les CÔlés du triangle) .. 

La tmnsformée d ' une conique (f) c;t une quartique (se décomposant en 
une droite et une cubique si (r) passe par l'un des sommets du triangle de 
base, en deux droites et une conique si (r) passe par deux sommelS, n 
quatre droites si (l) passe par les trois sommets). 

5.2· Inverse d'une Hypocycloïde à 3 rebroussements H, par rapport au 

triangle (équilatéral) des rebroussemoots 

" 

L'hypocyclo'ide Hl de points de 

,ebrousscments A, B, C esl une courbe 
de degré 4. Sa transformée (f) est donc 
de degré 8 mais, comme A, B. C sont 
troi points doubles de H" (f) corn · 
prond les droites (AB) , (CA) , (AB) 
toutes trois complées deux fois: Il reste 
donc. pour complét<r (f), une con ique 
qui, pour des raisons dé symétne évi· 
dentes, est un cerck de même centre 0 
que l' hypocycloïde. St P est le sommet 
de H, opposé il A, Ile milieu de (Be] el 

P' le poInt en lequel (AI) recoupe le cercle tnSCril dans le triangle ABC, on 
!(Ouve, avec les valeurs OP = R, OC = 31? PI = R/2, P l = 3R, que tan (CP, 

Cl) = tan (CA. CP') = if, U en résul", que P' est l'inverse de p, 

L'inverse d'ulle h}pocyclorde lJ trois rebrolLssemetllS A. B, C par rapport 

au triangle équilatéml ABC est le cercle inscrit dons ce triangle. 

BuNetJn APMEP ft' 408 - F4I1fj(J(·~1S r 997 

17 

Bulletin de l'APMEP n°408 - Fev/Mars 1997



Bibliographie 
J.J.A. MATHIEU: Géomélri. comparée. NouveUes Annal .. mathématiques 
(1865) pages 393, 481 , 592. 
M. VIGARlE : Inversion i50goll0le, Journal de Mathématiques Elémentaires 
( 1865). 
M. SIMMONS : CompanwII If) Ihe ",,,kl)' problem. Pap.,s (de M.J. MILl­
NE). 
' " li four Ji"'re dt gionritrie de ['ancien lemps ! [Notamment: F.G­
M : Eurci es de géométrie. Réédition GABA YI. 

ERRATUM 
E. EHRHART nous signale, dans son article "Sur la suite des 
nombres premiers (lI)" , nous signale deux erreurs minime 
p. 684, en ba ,remplacer 6953789916949 

par 6953788916949 
p. 685, les Ln sont, bien sOr des -ln, 

Merci à l'auteur de nous rappeler également un théorème de 
Tchebychev: 
"Entre les enliers n el 211. il Y a au moi",. Ull nombre premier 
pour n > J ", 
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