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Efudes

Inversion friangulaire

Jean De Biasi
IREM-UFR.MIG
Université Paul Sabatier - Toulouse

Dans tout ce qui suit, £ est un plan affine euclidien orienté,
1 - Points inversés par rapport a un {riangle

1.1 - Théoréme et définition

Soit un triangle ARC, M un point distinct de chacun des sommets, A, 8, C
et Dy, Dy, Dy les droites respectivement isogonales de (AM ), (BM ), (CM }
par rapport & [AB AC}, (BC, BA), (CA, CB| (rappelons que ceci signifie
gue les paires de droites [AM, Dy) et (AB, AC}, {BM, Dy et (BC, BA |,
{CM, D] et [CA, CB) ont les mémes bissecinces ).

Supposons, dans un premier cas, que
M appartienne au cercle T circonseril
ABC, en Etant distinct de chacun des
sommets A, 8, C.

On a, modulo m, les égalités angu-
laires suivantes:
(D4, AB)Y = (AC. AM)

= (BC, BM) = (Dy, BA)

d'od Dy /f Dp et de maniere analogue
avee Do d'oit Dy 4 Oy 1 D

Si M est 'un des sommets du triangle
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ABC, par exemple, A, alors Dy = D = (BC) et D, sl une droite quelconque
passant par A. Il y a donc indétermination el on peut considérer que D,, Dy
et D¢ sont concourantes en un point quelconque de (BC) ou paralidles a (BC)
avec Dy et Deconfondues.

Supposons maintenant que M n’appartienne pas au cercle Y et soient M,
M5, My respectivement symétriques de M par rappont & {BC), (CA), (AB). On
sait que ces trois points M, M,, M, forment un véritable triangle (non apla-
ti). |En effet, ces trois symétrigues sont alignés si ¢t seulement si M appar-
tient & '€, la droite joignant ces trois points éant la droite de STEINER du
point M par rapport au triangle ABC (elle passe, en particulier, par 1'ortho-
centre du triangle)]. M’ étant le centre du cercle circonserit & ce tnangle
MMMy , (AM') est la médiatrice du segment [M.M;] et (AC) celle de

[MM-] . On a donc mmodulo ®:
(AC, AM") = (M M, M,M,) (angles & cOtés perpendiculaires).
Mais A étant le centre du cercle circonscrit d MM, M;, on a:

(MM, MM,) = %LA"E. AM )

My : = (AM, AB)

” © d'od (AC, AM') = (AM, AB) et par suite,
ﬁ/‘ les droites {AM, AM'} somt isogonales
= \g par rapport & (A8, AC). Il en est évidem-
- R ment de¢ méme pour les paires
\\ )/ {BM, BM'), (BC, BA)} et (CM, CM'),

H‘;#— [CA, CB).

On obtient ainsi le résultat suivant :
Théaréme :

Soit, dans un plan P, un triangle ABC, un point M et D,, Dy, D, les droites

respectivement isogonales de (AM), (BM), (CM) par rapport & {AB, AC),

(BC, CAJ et [CA, CB). Alars :

- §i M appartient au cercle circonscrit au triangle ABC en étant distincts des
sommets, les trois droites Dy, Dy, D sont paralléles.

- 8i M est confondu avec 'un des sommets, par exemple A, D, est indérermi-
née et Dy et Desont confondues avec le coté (BC).

- Si M n’appartient pas au cercle circonscrit au triangle ABC, les trois
droites D,. Dy D sont concourantes en un point M" er M' est appelé
inverse de M par rapport au triangle ABC, l'application & gui a M associe
M’ éwant I'inversion triangulaire par rapport @ ABC.
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Remarques. La restriction de £ 3 P/C est évidemment involutive. Si M est
confondu avec un sommet, par exemple A, on peut considérer qu'il a pour
inverse un point quelconque du coté opposé (BC) et 5'il appartient & un ¢Ot,
par esemple (BC), en &ant distinct de B et C, on peut considérer qu'il a pour
inverse le sommet opposé A.

1.2 - Exemples
1.2.1 - Points invariants dans §

Ce sont les points M tels que Dy = (AM), Dg = (BM), D= (CM), c"est-i-
dire les points £, Iy, Iy, I points de concours des bissectrices respectivement

de chacun des trois angles du triangle (le centre du cercle inscrit ct les
centres des ¢ ercles exinscrits).

1.2.2 - Orthocentre et centre du cercle circonscrit points inverses
Soit H et O respectivement ["orthocentre et le
centre du cercle Y. circonscrit au triangle ARC.
Comme les symérriques My, H;. H; de H par rap-
port aux ciiés (BC), (CA), (AB) appartiennent &
€. O et H sont donc inverses 1'un de I'autre par
2 rapport & ce tnangle.
L'orthocentre et le centre du cercle circonserit
d’un triangle sont deux points inverses par rap-
port & ce triangle.

1.2.3 - Inverse du centre de gravité

Si G est le centre de gravité du triangle ABC,
les droites respectivement isogonales des
médianes (AG), (BG), (CG) par rapport A {AB,
AC|, [BC, BA}, {CA, CB| sont appelées symé-
dianes du triangle ABC.

Ces symédianes sonl concourantes en un
«. | point L inverse de G par rapport au triangle

'r ABC. Ce point L est appelé point de LEMOINE de

ce triangle.

A
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2 - Etude barycentrique

2.1 - Rappel

On sait que, notant A PQR) Iaire algébrique d'un triangle POR, si ABC
est un repére affine du plan onenté P, tout point M de P est barycentre des
points A, B, C affectés respectivement des coefficients AMBC), AMCA).
AMAB) [autrement dit: AMBC), HMCA), AMAB) sont un systeme de
coordonnées barycentniques du point M dans le repére affine A, 8, C).

2.2 - Coordonnées barycentrigues de I'inverse d’un point

Soient M et M' deux points inverses par
rapport au triangle ABC (supposé de sens
direct), pris comme repére affine et dans
lequel on note @, b, ¢, A, B, C les longueurs
des trois cités el les mesures, comprises

| entre 0 et w, des rois angles.

De plus, orientons positivement la nor-
male & chaque cité vers le demi-plan conte-
nant le sommet opposé.

Dans ces conditions, si ¢, [, ¥ (resp o',
B', v') sont les projetés orthogonaux du

point M (resp du point M") respectivement sur (BC), (CA), (AR), les aires
algébriques des triangles MBC, MCA, MAB ont pour valeurs ;

AMBO) = LaaM | Awca) = LoBM | AmAB) = %w}ﬁ

et des expressions analogues avec le point M'.
Par ailleurs, les propriéiés de l'isogonalité et ces conventions de signe
entrainent, pour ces deux points inverses M et M, les égalités
oM. o'M =M .FM =yM .4 M’
(Si dans un produit I'un des facteurs est nul, il en est de méme dans les
autres, sinon on a:

IEI

: Y_'M° ;

YH ﬁ.M.

Il en résulte que si les coordonnées barycentngues de M et M’ par rapport &
A, B, C sont respectivement (i, v, w) et (', v, w'), on a:

aM _ FM
oM

?Hs:\

i vt wl
- el A
a b C

Buflotinn APMEF " 408 - Févriar-Mars 1997

12



Bulletin de 'TAPMEP n°408 - Fev/Mars 1997

Ce systéme homogene en 1', v', w' admet pour solution ;
u' = alvw, v' = bwu, w' = cuw ou, sii &, v, w sont tous non nuls ;

7 : 3
u' = ‘_:‘._ V= %., w' = % d'oi la dénomination “points inverses™.

Ainsi: 8¢ le point M' n'appartient pas an cercle circonscrif au triangle
ABC et a pour coo'rdonnées barveentrigues (u, v, w) par rapport a A, B, C,
celles de son inverse M' par rapport @ ce méme triangle sont (a*vw, blwu,
v ou, s wvw # 0,

Exemples:

- Les coordonnées barycentriques du point de Lermoine sont (a2, 52, 2},

- Celles des centres du cercle inscrit et des cercles exinsenits (points inva-
riants dans ["inversion triangulaire), devant vérifier u? = a2, V2 = b2, wi = ¢2,
sont de la forme €,a, €;6. €3¢ ol les € valent tous | pour le centre du cercle
inscrit et deux valent 1 et un (~1) pour les centres des cercles exinscrits,

- Celles de I'orthocentre, inverse du centre du cercle circonscnit, sont propor-

5
2 £ 4
a b [

sin 24" sin 28" sin 2C

rectangle, étre chowstes égales i tanA, tanB, tanC.

Remarque : autre explication du fait que Uinverse du point M n’existe que si

et sewlement si M n’appartient pas au cercle circonscrit au triangle ABC.

A Le point M éant le barycentre de (A, u), (B,
v), (€, w) et ¥(O, R) le cercle circonserit au

\M triangle ABC, on 4 ;

tonnelles &

et peuvent donc, pour un triangle non

li+v+wOM =u0A +vOB +wOC
N Par élévation au carré scalaire, il
Moy, vienl: (W + v + wiEOM2 = R2(u? + v2 4+ wl)
b o == A + 2R?(vw cos 24 4+ wi cos 2B + uy cos 2C).
\_/ Le point M apparticot au cercle circonserit si
et seulement si OM? = R?, ce qui conduit,
compte tenu des formules cos 24 = | - 2sin?A ... el a/sind = 2R.. .4 la rela-
tion :

lalvw + 0w+ cluv=0 I

Cette égalité est I"équation barycentrique du cercle €, Elle permet de voir
que si M(u, v, w) appartient & € les points (A, a®vw), (8, PPwu), (C, c2uv)
n'ont pas de barycentre.
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2.3 - Application & un probléme de maximum
u, v, w, a, b, ¢ élant six nombres quelconques, une
simple vénfication permet de montrer que :

E 5 Aes 3
u v . w (- 1)_
a b 2

el (1o _va)  (ve _wh)
lu+l+n|+(a b)+(b c]
1
+{E_£
| a
Le point M éant le barycentre de A(u), B(v), Clw), avec u = HMBC),
v=AMCA) et w= AMBA) [dolu+v+w=5= HABO)) et . B. ¥, les

projetés orthogonaux de M sur (BC), (CA ). (AB), alors

-'%---L’Jaf.%:l B‘.“—;:LMT'
a p 4 c 4
d'od
-}(an+ MB + My)=

3 mszzwuz
R R e R e
a+b +e
Le second membre et donc le premier est minimum lordsque les trois der-
niers carrés sont nuls, c'est-d-dire lorsque «, v, w sont respectivement pro-
portionnels @2, b7, ¢2, et dans ce cas, M= L.
La somme des carrés des distances d'un point aux trois cotés d'un tri-
angle est minimum lorsque ce point est le point de Lemoine de ce triangle.

3 - Les cercles d’Apollonius

Pour un triangle ABC (supposé non isocele), ce sont les trois cercles £,
£1,, €2, ayanl respectivement pour extrémutés des diamétres les pieds A, A",
8', B, C', C" sur le cité opposé des bissectrices intéricures et extérieures

des trois angles du triangle.
Comme le cercle circonscrit (I} & ABC coupe harmoniguement les dia-

maétres respectifs [A'A "], [B'B”], [C'C"] de chacun de ces trois cercles, (')

est orthogonal A ces trois cercles et, par suite, le centre O de () a une méme
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puissance (positive) par rapport a
chacun d’eux.

Considérons maintenant le
centre @, de €. Ce point ©, est le
barycentre de (B, b2). (C, = ¢2). On
en déduit, avec AB =a , que

& IB: _ g
(b'- c‘l
et que
R * 4
o IC- ab

Mais @, est aussi le barycentre de
(A, 0), (B, b2), (C, - c?) et la “rela-
tion (barycentrigue) de LEIBNIZ™
conduit alors avec les deux valeurs

14
précédentes, i |'expression | @ A b s
b’-
De plus, le point de LEMOINE L étant le barycentre de (A, @2), (8, b*), (C, ¢%),
on a (les sommations portant sura, b, cet A, B, C);
oA = (Zah)w, L? + Lo LAS,
1l en résulte, avec les valeurs précédentes :

LI
- =

2 o (a: - b: + r:) a:b c
‘b! - cz’z

Or. en développant le carré scalaire de I'égalité £a°LA =0 et en tenant

(2a’)oo 2%+ 52" 14

: S = 2 2 2 ;
compte des relations 2LA LB =LA + LB - AR ... on obtient, aprés

manipulation . Eo'L4" = 3ab ¢
ad+b +c
De tout cela découle fa valeur de @y L7 et enfin:
2 2 3,22
quL“-mm‘:-_T—iﬁgl-’-:ﬂHLl
a+b +c°
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Cette expression éant symétngue en g, &, ¢ le point L a donc une méme
puissance (négative) par rapporl dux trois cercles £, 24, £;. Ainsi:

Les trois cercles o'Apollonius d'un triangle appartiennent @ un méme
faisceau (d points de base) dont Uaxe radical (appelé axe de Brocard) est la
droite (OL) joignant le centre du cercle circonscrit au point de Lemoine. La
droite portant leurs centres est appelée axe de LEMOINE.

4 - Coniques tangentes aux trois cotés d'un triangle

. | 4.1 » Conique a centre
Fa i ‘/\/ﬁ S'il existe une telle conique, de foyers F et
; A '1|.‘ F', 1angente aux trois ¢ités du triangle, les
__'_u-'i---,ﬁ symétnques de F (resp F') par rapport & ces

I." A a ":I'JIH Y trois cOtés sont situés sur le cercle directeur
: B ‘/ (- ;_'_.ic_:_rcl_auf:_’l F' (resp F). F el F sont done deux
L . 1 poinis mverses par rapport au triangle consi-
R |/ déré (cf. la premiere phrase en italique du
.+ paragraphe 1.1).
i1 o Réciproquement, F étant un point du plan

s e

non situ¢ sur le cercle circonserit nt sur 'un
des cOtés du triangle dooné, il existe une conique i centre tangente aux (rois
catés dont F est un foyer, Uaotre foyer F' étant inverse de F par rapport au
triangle et le cercle directeur relatif a F' étant le cercle passant par les symé-
mgues de ¥ par rapport aux trois cdiés, [Cette conique est unc ellipse si F (et

aussi F') est mtérieur au tnangle et une hyperbole sinon],

4.2 - Parabole

On sait {cf. §1.1) que les syméltriques
d’un point par rapport aux rrois cotés
d’un tnangle sont alignés si et seulement
si ce point appartient au cercle circons-
erit (I7) & ce triangle. Par suite, s'1l existe
une parabole mngente i ces trois ctés,
son foyer appartient & ('),

Réciproguement. si un point F est sur
ce vercle et distinct de chacun des som-
mets, ses svmétriques o, B, ¥ par rapport
aux trojs oités sont alignés sur la droite
de Steiner () de F par rapport 4 ce fri-
angle et la parabole de foyer F et de directrice (1) est tangente aux trois
cités du mangle,
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5 - Transformation d’une courbe

5.1 - Remarque générale sur les degrés

Les coordonnées barycentriques de 1'inverse d'un point M étant des fone-
uons polynomuiales du second degré de celles de M, la transformée par cette
inversion d'une courbe algébrique de degré n ¢st donc une courbe de degré
2n.

Masis il faut se souvenir que st l'un des sommets, par exemple A, du tri-
angle de base est point d'ordre & pour une courbe, I'inverse de cette courbe
se décompose et contient le coté opposé (BC) compté k fois.

Atnsi: La wansformée d'une droite (L) est une conigque () (passant par
les sommets du triangle de base, ces points érant les inverses des points
d’intersection de (L) avec les cotés du tmangle).,

La wransformée d'une conique (I7) est une guartique (se décomposant en
une droite et une cubique si (T7) passe par 'un des sommets du triangle de
base, en deux droites et une conigue si (I7) passe par deux sommels, en
quatre droites si (I7) passe par les trois sommets),

5.2 - Inverse d’une Hypocycloide & 3 rebroussements H par rapport au

triangle (équilatéral) des rebroussements
L hypocycloide Hy de points de
rebroussements A, B, C est une courbe
de degré 4. Sa transformée (') est done
de degré B mais, comme A, B, C sont
trois points doubles de Hy, (') com-
prend les droites (AB), (CA), [AB)
toutes trois comptées deux fois; il reste
¢+ done, pour compléter (T}, une conique
qui, pour des raisons de syméine évi-
) dentes, est un cercle de meme centre O
que 1'hypocyelaide. Si £ est le sommet
i de H; opposé & A, [ le milieu de [BC] et
P’ le point en lequel (Al) recoupe le cercle inscrit dans le wiangle ABC, on
trouve, avec les valeurs OP = R, OC = 3R, P{ = R/2, P'l = 3R, que tan (CP,
Y

Ch =tan (CA, CP") = ~9i Il en résulte que P° est 'inverse de P.

L'inverse d'une hvpocycloide o trois rebroussements A, B, C par rapport
au triangle équilatéral ABC est le cercle inscrit dans ce triangle.
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