
Les Problèmes 
de l'A.P.M.E.P. 

Cetle rubrique propoJe d~J problèm~s dwisis polir l 'originali ­
té de Jeur caractère: esthétique, slIbttl, irtgénieux, \.'oiu récréatif. 
dont la solution nécessite ùritialù'f'S, démarche ùn'em;\'t', 
reclserche, effort illtellectuel-

EUe accueille JouS ceux {Illi (liment im'tllfer, cherclJer dt 
f(beOlH prohlèmes1l ... . ri possible trouver des $OJutiOfJ.l rl lts imi­
te à donner Ubr( cours à leur imagination créatrirc. 

Pnoritl nI natr~rellement ré.sen'ée mu énancis fOn/posés par 
der cClJl~glles et au diologue ou .. ! ~rt entre tUl. par le jeu des 
répOllu:r el des solution.r. Les {m,tllfS SOUI priés (If jol"drr l"s 
Solulions aux proposiliofl.s d'énolfcé.f. 

Elin/reis. réponsu d SOIUfioTU sunl Il f!IIL-'Oytf Il f 'adreçse .fui­
IWlle (r!(IOl/.feS à des problèmes différents sur des feuilles slpo­
rées S V.P., JanS oublier \ Olr~ nom st~r haq,,~ f~uilte) .­

François LO JACOMO 
21 ruc Juliette Dodu 

7S010 PARI ' 

ÉNONCÉS 

ÉNONCÉ N° 261 (Jean-PielTe FRrEDELMEYER, 67 Slrasbourg) 

Trouver IOU S les triangles ABC" cô,és enllers a, b, c (a ~ BC, b ~ AC. 
c ~ AB) lels que 1. médlUne issue de A SOLI 6gaJe à l'un des CÔlés contenanl 
A. 

ÉNONCÉ N' 262 (Raymond RA YNAUD, 04 - Digne) 

Dans le plan P, les quatre PO'"" A, B, A ', B' ,Ont les sommeL' d'un lrapè­
zc Isocèle IABI el tA 'B ' ) ont ln même médiatrice ct ucs longueurs Iffé­
rentes. Trouver l'cnscmbJe lE de~ points M de P lcls qu e: 
MAIMA ' ~MB/MB' . 

ÉNONCÉ N' 263 (Philippe DELEHAIvI, 97 - OUnn)anl), 

sm lit tU 

Soil (11) = Sin VI ni + 4 
2: "')"r.: 

(II enlier). 

Bultfftll1 A,PMEP n d()8. Fdvner-Mars , 997 
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Montrer que 1t 
= -

4 

SOLUTIONS 

ÉNONCÉ N° 244 (Marie-Lnure CHAILLOUT, Sarcelle,) 

Quelle relalion he les polynômes de la variable complexe 

!2"!!. C ::: _llz - IIP e t( ~'- I )? 
p .. l p 

SOLUTION de R. JEANNIN (54 - Longwy) 
On va montrer que les racines du polynôme de degré " 

p.!;;) = 1: !!.(" + P - 1 )12z - 2}" , Il '" l, 
r=IP II - p 

sont lc.!t parues réelles des ruclnes du polynôme z" - 1. Plus prtclsémenl. 

(,1,) A = COS ~~ esl racine douhle de P Il si Imtl < l et racine simple si IOOtl::: 1. 

On aura par exemple : Piz) = 16z' (z - 1 Hz + 1) (car Il est drur que le coef­
ficient dominant de Pli est 2rr ). 

11 s'agira essentiellement de démonln:r que 
p .(;:) = 2T,(0) - 2, Il;;' 1 (2) 

avec T,(o) le ,,..,, polynôme de Tchebychev de première espèce dénnl par 

To= l, TI =zel Tn = 2,T._ 1- 7~_ " Il ;;.2 (3) . 

Rappelons que pour;: réel, 1;:1"; 1. on a riz) = cos (II Arccos;: ). La 

démonstration se décompose en plusieurs I~mme s. On u1ilh.ero. la notalion 

(:) a(a-Jl"b~ -b+ Il , avecb;;'lona(;')=o ,ih>a. 

L 1 "("+P -l) ("+P ) (n+p- I) 1 êmme : - = + ' ''~P~ . 
P n - P 2p ~p 

Preuve : 

(
II + p) T (".,. p - 1) (Il + pL11I - P + Il + ln + (1- Il .. ~, - pl 

2p 21' 2p ! 
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)11 + p - I}, ,(II - P T l) [(II + pl + (" -.eI] 
lp! 

= ~ (n ;,~ ~ 1 ) = ~ (": P; 1 ) 

Ce l!!mme montre . au pa.~sage, que Pn est à coefficients entiers. 

umm.2: Le polynôme 4>.1;:1 = :t (" + p)~p 
p=O 2p 

~atisfalt ln relatIOn de récurrence : 

4>. = (: + 2) <1>' - 1 - (fi. "" ~ 2 (4) 

Preuve: nùculons II! coeflicien l ap de :,.1' dans le Inelnbre de droite. Il s'agit 

de montrer qU" ur = (n ;p) , fi e't clair que Je tenne conMant et le coeffi­

cient dominant de 4>" ~on t égaux à 1 pour 10ul Il : on en déduit f~cdém~n t 

qUCGo - Urt = 1, Par ailleurs. pour 1 ~p~" - 1. on u : 

(/p=(";P_/) +2("\:-I)-("+ir - ~) 

= (" + P - 2) + (" + p - 1 ) + (" + P - '2) 
2p -2 2(, 2p- l 

=(n;p~ 1 )_(/+~ -I H/2:r) 
Par hn~a fllr! . il eCi' clair que le polynôme Q,. =- <1>" + 4>11_1' 11 ;e l, sàu!oifrur 

1. récurrence (4), el le lemme 1 mOntre que: 

Q 1_1 _ ~ . +- Il, (' Il + P -- 1 ) . P 
Il''' _ ... 'T" L". .. . 

p= ll' n - p 

On en déduil que: Q" (2;: - 2) = 2 + P,.(z) (5) 
Lemme 3: En posant R,(;:) = Q.(:!.~ - 2), on a R,I;; ) = 27.(,1, 
PreUH!;COmme Q,.t~) saLÎsL1Îtia récurrence «-t ). 11 est cLl lr que 

R.(~) = Q ,12;: - 2) ,ati, fai t d la récurrence (3) de, polynllme, de 

Tchebychev. l'n calcul faCIle pennel de \énlier que R,!;:) = ': = 2T,(:) el 

que R2(:) 4,2 - 2 '= 2Tz(:". ce qUI ilchèvc la d~mon..,trall()n 

Le lemme 3 ,t (S I montrent que : p.(: 1 = 2T.(: 1 - 2. Le nomhre: , t 

BulletmAPMEP rt 408 FOl/nOt·Mars 1997 
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raCine de P" si et seulemenL si Tn(.::;) = l. Pour 4: réel, !:::l ~ l. ceci équivllut à 

cos Cn arci.:OS z)::::: i d'où les (,,12) + l racines r~clles : 

011 :: t.:OS '2k1E • 
Il 

Par ai lieu", pour I~I < 1. on a P,(:) = 2T,,1z) - 2 = 2 cos (11 arecos n - 2 

et 2 Sin tu arccos.;::) 

'11_,,' 
donc P '"(ù}J,)::::: O. puur Iw~ 1 < 1 elWt SI rilcine double dans ce cas.. 

En résumé, So i JI;;;;;; 2111 , Pn admet deux r ac ine~ :,imples ± l Cl III - J racines 

doubles 0)1 ' • (1),.1 _ t el So i n :: 2m + 1. Il udll1el unI! racine s.imple ct tir 

racines. doubh:s wi • . . • 00", . 

AUTRES SOLUTIONS 
Ren MANZ()~ (Le Havre). l' outeur et une ~n\ullOfl rau~se . 

REMARQUE 
"La t)ucstion était assez ouve ne" écru R. André JEA"'ININ . René MANZONI 
expnme le résultat sous 1[1; fonne : 

1: + y:2 - 1)" + ,,- ~"" 2 + P,(zl 

et Mone Laure OIAILLOUT : , ;t 0 => k. - 1)' "z" P n(~ (: + tl)· 
ENONCÉ 2.45 (François LO JACOMO, Pans) 

SoienlO, H, I lIOis points d'un plnn . 
a) A quelle condillon .,isle-t-il un lriangle ABC admellanl 0 pour centre du 

ercle (. .. ·ur:onscril. H pour orthocentre et 1 pour cenLre du ct:'fcle InM:ril '.' 
Cumment con:'LrUire ce triangle dans les cas particuliers- où 1 tSI situé sur 
le !>Cgmenl 1 OH] Ou ;ur sa média,ricc '! 

h) A quelle çondlllOn ('xl"le+11 un triangle ABC admeuanl a pour centre ùu 
cercle circ:onscril , H J"lour onhoc:entre et / pour cenlre dt: j ' ul1 de ... cercles 
exinscrits? 

I!ÉPONSE 

Pour toute ta ~uite du problème. on exc1ura le cas teivrnl du lfiangle équi­
Ialéml en supposanl 0 el If di'lIne,", C, on d6finira les pOl n' G. 0', H', J el j' 

par : OC =!. OH , 00' =!. Olf , Off = -OH , C; ,,'JH/ , J.r =1); 
3 2 3 3 
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SI le triangle ABC exi te . G est sOn Cèntre. de STaVilé el 0 ' le centre ue 
son cercle d'Euler. La donnée de 0 , H, / équl\'aut à la donnée de G, /, J, il 
c,t donc équivalen t de rechercher la condition que doi t \énficr 1 par rapport 
au ' poinl' aligné> 0, H, N', G, O' oU la cond100 que doit vérifier G par 
rappon aux points alignés /. J, l', H·. 

c:: (a) tl e;tlsrc un !J'langle ABC admettant 0 pour centre du cercle circon!»Cnl, 

H pour onhoccnlre et 1 pour centre du cercle inscnt .si et seulement si 1 est 
distinct de 0 ' et inlüieur aU cercle <r) de diamètre (G"] ou. ce qu i revient 
au même. ,i G eSl distinct de j'et intérieur au cercle de diamètre [11] . Le tri ­
angle c;olution. s'il e;.;:j"te. eSl unique . 

Sj 1 est situé sur le segment 
(01/), donc sur lGO ' [ v JO'H !. 
appelons K.> le symétnque de 1/ 
par rappon à f. La perpendiculaire 
en Ko à (01/) coupe en KI ct K~ le 
cercle de centre 0 passant par l. 

---" -

• 

Les langente~ à ce cercle en KI et ~'E-- -- --::-;- ..... G.,,--.,--l'"'-'l-c-
(1 A (J 1 J. 

K, se recoupent ,ur (ON) en J •• 
pied de la po laire de Ko par rap­
pOrt audit cercle . Le cercle de 
centre 0 passant par l A recoupe 
(OU) cn A et coupe en B et C la 
médialncc de (Hl.) . ABC ,,' le -- - -

r 

figtlre 1 

triangle cherché. et il est isocèle. Lorsque f varie , A d~crit )--. H'[ 
u JG , +-[ et B "t C parcourent !"hyperbole de foyer O. de sommeL. G ct H 
e l d·c.xcenlr i cit~ 2, à l' exclusion (A) 

de s sommets G ct lI . Lorsque ~ 

/ -> O ', le triangle tend "ers un tri­
ang le éqUilatéra l de d ,men,i"n 
mfinte.(fig"" f) 

Si J c~t situé. ur la médiatIlC'e 
do [Off], que nous appelloron; 
donc sur IJ10 '[ u JO 'J,(. Jt et J, 

étanl les inlers.CUon, du cercle (Il 
avec !!.. la méchatrice de (01] coupe 

en JA . Lo cercle de centre 0 pas­

sam par (. recoupe tl. en A el coupe 
R' 

figure 2 

BuAleooAPMEP If 408 F~vrler·Mars 199' 
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en B et C le cercle de ccntre J. passant par 0 , 1 et Il, ABC es t le lri angle 

cherché, cl l'angle A vaUI 7!l3 , Lorsque 1 varie, B et C parcourenl paniclle­
ment les droites rHJtl et (HI,I, La construction ci-dessus, pour 1 exténcur il 

[Jlhl, donne le lriangle ABC dont [ est le centre du cercle exinscrit. (Jigure 

21 

c:> (bJ Il e;(Jste un triangle ABC admettanl 

o pou r centre du cercle circonscrit , Il 
pour onhocentrc el 1 pour centre d'un des 
cercles exinscrit. ... SI el seulement si G nt 
extérieur au cercle de diamètre [lJ] et 
intérieur il la parabole de "'mmel 1 et de 
foyer J' ./' 

J 

Le triangle solution, s'il eXI.!,te eS t .~. ~/_-
N () G O· 

unique. 
Le cercle et la parabole ,ont tangents 

figl4 Y(' 3 

en /, mais non osculateurs. Si G ~taü sur le cercle nu ~ur la parabole. le tri­
angle serall dégénéré (un angle null et si G éta tt cn " le triangle aurait deu, 
angles nuls, [1 convient également d'exclure le cas où G (dooc également 0, 
Il et 0 ') semit confondu avec Il' , et où le tnangle serail équllaléral. 

COMMENTAIRE ET DÉMONSTRA TIONS 

«La première parue de vOtre énoncé relatif 11 0, l, Il est connu dans la 111-
térature sou, l 'appellallon de " Problème d'EULER" (c f. Mimojres de 
Pete/,svollrg, eXI, 1765), Le problème a été ropri. par Terquem dans les 
Nouvtllts Annales, l.I, 1842 : Cons l d6 rat ion~ sur le triangle rectiligne 
d'après EULER , La ques lion a aussi été con.idérée par LF.MOIN~ vers 1870» 
m'écfIl Philippe DELEIMM (Re ims - lIIars 1995), J'ot trouvé Je texte d'EULER 
dan s ses œuvres complètes . et je remercie Jean-Pierre FRIEDELM~YER et 
Michel GliILLFMOT de m'avoir procuré les texL<' de T ERQ,'EM et LE.\toI'lE, Je 
pnc les leeteurs de m' excuser de m 'Sire nttnhué la paL<mllé d'un problème 
aussi clobSiquc. mais c'était en (oute bonne fo i. 

L' artIcle d 'EULER. intitulé : Soilllùm fanlls pmbJ~marum q"nnmulam 
Ifeomttricorom difflci/limùtum (solution simple de cenalO~ des problèmes 
géométrique, les plu, difficiles) dit, entre autre, dnns l'introducllon : 

3 Prob!emata autem I1aec salutu esse dlHicohma mox e""""etur, quICunque .. luent 
aggressus, eum VIX perSptCiatur, euiusmodl quanlitates Incogn~as ,n ea!culum "trad". 
et oporteat, ut sah&m ad aequationes soluttonem contmentes perv&nlatur. Torum &rgo 
nege! um ad ldoneam quanillalllll mcogmarum e!eClionem reducrtur, in quo Id impri, 
miS ost cavendum, ne ln calc_laed,ossllIIos et omolno Ilexinealliles delabarnur. 

BClI1BtIn APMEP rF 408 - F év"~-JWaI$ 1997 
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I.!e <-lUI signifie:: lfMau 0 /1 nt ran}/.! ptu il l t I"f .. "dre comple que la .~o ltHlOn (h­
ces prob/ème~' esr rrès difficile, de quelque f ~ô té qu 'on les attaqut, fI que 
J'(Jn a du mal à p~rce1'( } lr qut'/Its quantités incmUlue.f;t com'Jent d';mrodui­
re (Ians le calcul rien que pottr pnr, .. t'Ilir mH Iqua/iOlu' qui renfennen! les 
follll ioll.s. TOM Je tra\·w[ se ramène CÛJIIC au choix optimal des quantlfés 
"nconffut!.\ , el (,"(1,\1 te qui fai' l 'objer de ceT arlIele ori ,'f}n tlt! se perdm l'as 
dans ll',f calculs les pJus pÉnibles ct tntXfnra}J{rs du monde». 

Dans un repère centré en A et dOn[ l'axe des absc,,,., po>so par R, EllLER 
calcu le - fllo'CC des nmatioos d iftë rentes de ce lles que j ' u!ih'sc ici - les ;:,.ix <.:ftr­

rés des longueurs : HG', Hl', HO', Cl ' , COl et la'. En appel"nt a, l"~ (' les 
Inngucurs. de~ côtés du Lriangle ABC cl S son aire , il choisil conune nuuvelles 

, 

inconnues : I"br!-, {abd el (a + b + r)', utilisant 1. fonnule de HÉRON 
4S- {a+/J + cl 

pour en déduire ah ~ be + { ' {I . 11 trouve nOtamment : 

0/ = (ab cl,' __ ab C (relnl,on d'EULER), 
16S- lo+b+;:) 

2 " 
En ~hrninant (a + b + cl', il ",marque que : ~ = ,401, , 

4S - ,0" + 6C( - 2/0· 

ct parvient ~ calculer les autres inconnues par combinaisons linéaires, donc à 
trouver les coefflc i ent~ de l'équation aumetlan t G, b, c pour filt.:ines . 11 
conc lut par un exemple de résolution efTect ive : Je LOul prend une v ingta ine 
de pages ... en lal in. 

C'est vra isemblableme nt Cn appro[onùi!tsanL J'cgalité cj·dcs,sus que Karl 
Wilhelm FE~ER8A H, dans son ouvrage intitulé : Eige",chajuil cilli8U 
m erl..wf ~ rd;Relf Punkte des g~radlinige rl Dreiecks tHld melln'rer durch sie 
i)t!slimmlerl Linien und Figtlrell . Eine aIlQ(",iJcJr ~ trigollomet1t."'flr(! 

AMalldlulIg (Propriétés de quelque, point, remarquable, clll "iungle rccli ­
ligne et de plusieuro lignes 0' fÏgtJ"'. 4U·,ls détemunent. Traité (j'analyse et 
de lT'gonumétne, nuvrage puhlié ir Nuremberg en 1822 el que j e n'm pa 
r êu~ 1 à con~uh~) a cakulé la diswncc du ccntre 0 ' du 4.:Crclè <.l'Euler au"{ 

qual.IY centres l, Ill.' la' Je d~ cercles in~i.:ru c t eAllbcril"i, démontran t ill n~J 

son faJll~ux lhéorèrnc. 
Fondateur des Nouvelles A,males de Afarl,tmaljques. Journal des candi ­

dats aUX écoles Polytechnique ct Normale, TERQUEM consacre 13 pages ù 
"notre" problème dans le tome prem ier de ceUe revue en 1842. Il rappelle les 
calculs d' Euler, , ignalnnt que c'CSt par ces calcul, qu'Euler a prouvé l'ali-
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gnemen! de 0, Ge' JJ (droile d'EuLER). Ses nota'ions SOIII il peone plu> 
modernes de celles d'Euler. mais Il in trodui t te rayon R du cercle c l rcon.!>Crlt, 

auribuaot à Legendre la relation R = ab c (n~eSS3Jfe pour écrire sous la 
-15 

fomle que nous connaissom. la relauon d'El'LER 0/'1 = R! 2Rr) . L'expre!lo­
, ion de 2Rr en r"nction ùe, longueurs de, ·ôtés du triangle GHI lui permet 
d "affirmer que l 'angle en 1, dans c:e triangle . C~l _essent iellement oblu..;;)) . en 
d'autres tennes. que 1 C!lollnLéneur au cercle de ùiamètre [GHJ - Mais il ne sc 
pose pas la quesuon sÎ eeu\! condinon nécl:ssairt: est ou non SUmsanlc . En 
Simplifiant une équatIOn du six..iènlc degré, j) prouve que f apparUe"l à ln 
droite d'El.'LER si el seulement 51 le triangle eS l iso èle . Il redémontre le 
théorème de F EUhR13ACH. qu ' II gén~rali!ott à un triangle inscrif dan ... une 
conique , en con~lru î san t une comque dc~ 9 points c;;emblnhlc ~ la conique cir­
conscri te el langente à une troisième cOOlqU\! r élie aUSSI semblable à la pre· 
mièrc et tangente aux trois CÔlés du triangle. 

L'article ouvre des perspccti\'es vers le cas des cercles exinscrits. dom il 
atlribuc la dénomin.lion à Simon L'Hull LIER (18 12). En prouvant que la 
clJnnais~anc c des longueurs des trois bisseclrlces Intérieures permet de 
détemlincr nnalytiquerncnl la longueur des côtés. il écri t: «L'éliminat ion. 
mène lune équalion très élevée, parce qu ' c! lIc renferme probablemen l auSS I 

les solul ions pour tes bissectrices extérieures»), Il montre un certam nomhrc 
de (elations dc\'cnucs clasSIques entre les rayons des cercles inscril el ex in ~ ­

crits . relauo"", que nou~ redémontrerons plus l oin ~ , prouvanl que la connais­
sllnce des trolS rayons des cercles exinscrits !-:oumc à déterminer r, R cl S, 
donc l ' équat ion adrncliant pour racines Cl , b. {'. Le tOUI s'inscrit dans 
l'optique "résolution des Lri nnglcs" ou commen t trois "quantités" reuvenl 
déterminer complètement les côtés d'un lriangle. Mais il conçoit que, rour 
des raisons d'homog~néité, si ccslIois quantit~s varienl proportionnellement. 
les trois côtés du tnllngle varient J Dns la même proportion (il ::-.uffi( de chan­
ger l'unité suos changer le triangle pour que ce soi, ~"ident), La vérilable 
hypOlhèse à prendre en compte · mais .1 ne va pil!>. jusque 1 à ~ sc résume à 

dt!It.\ réels. el non pas uoi". 
Dans ces mê rnes NOUl.'('Ues AJjntJl~!i de Jl.I(Jllrimmrqlu:s, en 1855, Jules 

VIEILLE revJcnl sur le ca~ LIu triangle Isocèle. le premier de n()~ cas patlicu­
htrs (le second iJA ~ jI été abordé quelque pan?). Il calcule explicitement les 
longueurs des CÔtés du Iriang1c solution, dans ce l:as particulier, prouvant qu I.! 
fe triangle l's t conslructiblc nmis s-nns chercher Et oplimi!oicr laditr! comMue · 
tion. 

L'article d'Émile LEMOI,...E, Note sur J' e~pressioll de la di>lance cnlr. 
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quelques poinllo rernarquables d 'un lriangle ABC (Nouvelle> Am.ales de 
Marhtmallqllt'" 18701 cM bref 15 pages). l,es nOlalions plus proches des 
nôtres. Il nc purte pa,,> fondamC'ntalemenl sur le problème d' Euler. mais 
démontre les relations : OH~ = 9R'! - (a). + b'! + ('~) (qui nous sera mile 

., , l ::! 2 ~ 

IH" = 4R' + 21'" _ a + b + c (h l'aide du théorèrne de FEUERBACH. du 
2 

lhéo rtrnc de 10 médiane e l de la relalion d' EuLER), 

C
1 1 (o'! + ,/ + c 

2 
6 ( .1) 

1 = 9 2 - r 2R - n (à l'a ide d'une généralisulÎon du lhéorè· 

me de lu médiane), en concluant par la remarque: 0/ 2 ;;. 2R.0 11 qUI nOus ser­
vira. L "intérêt est qu'i l généralise chacun de ces résultats aux centres et 
rayons des cercle.!!. e.ünscrits (en remplaçant rel J par -rA. ef 'A)' ct cite, pour 

conclure. ('expressIOn Problème d 'Euler pour désigner 1" rtSsolution d'un tri­
angle dont on cunnaît O. 1 et H, Signalant que le problème serait identique en 
remplét\=-i.lnt 1 par Ik Sans chercher de condiuon pour que le tnangle existe, j) , 
montre que l'on peUL (aci lemenl calculer Il =~ el r= Il_ 0'1 . donc 

20'1 2 
tracer les cercles Inscrit et circonscri t et surtout la conique dl! cercle principal 
le cercle d'Fuier el de foyers 0 el H. qUI CSI lange nIe aux tro is CÔlés du Iri · 
nngle. Les côtés du triangle sont à rechercher pnnni les wngcntes communes 
à cette tonlqul! t au cercle Insr.:ril, mais_ .. combien y ,H~H de tangentes COIn ­
lIlunes ? (que,tion qu'il n',borde pas). 

Je n'ai pas d'uulIC J'éférence. MalS J' ui reçu sept r ~ponscs de lecleurs 
lM.ne·Laure CHAILI.OUT. Sarçelles ; Edgard DFLPLA ..... CIH;. Créleil: René 
MA~7.0N I . Lc Havre :Om.rje. MOl:BI"OOL. Paris ; Charles NOTARJ. Monlaut: 
Marguerlle PONCHAUX. Lille ; Pierre RE~fER . OSlwald). plu, ou InolnS corn· 
piètes. mais qU I. dans leur ensemble, couvrc!nl asse7 hien LOU"i le'\ aspec~ du 
problème. Les conSotructions de Margueritl! PO~CHAU\ , dJn.!Jo les deux C~ 
paniculie~1 sOnt identiques à celles que je propose. 13 condilion. dans le Cil'\ 

du cercle inscrit, n'u pas posé de gros problèmes. mais pour la seconde 
condition (cercle ex inscrit) , Marie·Laure CHAtLlOlIT l'expnme ainsi 

( ' ')1 ' " 40/ _ tH ' > J 901 - 40'1 ~O' I - 01 1 > 0 (ce qui équivaut bien il Jo 
l 

1601 
condil ion que Je propo,e), Edgard DELPLA"CHE décri l géornétriquemenl 

l'ensemble solulion dans sa globalilé dans un repère dilférenr du miell. landls 
4ue René MANZONI ~ t Pierr~ RENFER montrent conuncn t, pOUT un pOlOt 
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donné /, prouver qu'il apparueDl ou non audit ensemble, 
Tout le monde pan de la relation d 'EuLER et du théOrème de FEUER8~CH , 

devenus classiques même SI , historiquement, ib sont issuC! de ce problème, 
La conoque de foyers a et H, de conole pnncipal le cercle d' EuLER e t langen­
te au,," Imi~ côtés du Lnangle est aussi souvent invoquée, elle pc:nnet pour le 
moins de prouver l'unicité du Lnangle solution (cene conique 1 le cercle mS­

cru n'ont pas plus de quatrè cangentes communes), elle explique aussi la 
consLrucLJblhté dans les deux cas particuliers' !)! ( et;l c;ur un dc.!Io aXès de 
symé.trie de la conique, deux des trois côtés, tungents à la conique el au 
cerc le Inscrit de centre lt ~e coupen t sur CCI axe de symétrie. Mrus SI ] est sur 
le grand axe. In con ique et le cercle inscrit sonl llingenls au point de 
Feuerbach, il n' y 8 que trois tangentes communes !triangle i ,oc~le) alors 
qu'il yen 8 quatre s i / e<f sur le peUl axe, 

On peut mL"i , lorsque / est sur (OH), remarquer que (AlJ, (B/) el (C/) -- -dOivent être hissectrices de OA H . 0811 et OCH . ce qui enlrainerait . si 

aucun Je, points A, 8, C n'était sur (OH), que OA ~ OB = OC = 0/ donc 
HA H8 HC HI 

que le cerele d'Apollontus couperall n trois points A, 8, C le cercle eircons­
cru. 

Le fait que, St la relauon d'Euler 0/
' 

= R'- 2Rrest vénfiée, il .,iste une 
mfinué de tnangles mscnts dans le cercle de centre 0 et de rayon R t: l cir­
conscriL"i au cercle de cenere 1 et de rayon r, est bicn connu depUIS PoNCEl.ET, 
TEROL'EM le mentiOnne dans son article de 1842, recommandant 11 ses lec­
teurs . Ie chapitre IH de la Scellon IV des Propriétés proJecuves des figures , 
trésor précieux de propriétés de l'espace que l' analyse n'a pas encore e~plo­
rées», L ' un de ces triangles admet- il H pour orthocentre '! Margueme 
PONCIf AUX remarque que les pieds des hauteurs du tnangle ABC appartlcn­
nent, ecrles , au cercle d'Euler, mais auss i ~ un limaçon de Pascal, podatre du 
cercle inscrit (de ceatre / et de rayon r) par rapport il Il ; tl <uffït donc d'étu­
dier l ' Inlersection de ces deux courbes. On peut au~si, comme Pierre RENfER, 
faif. appel à la topologie: l'application qUl , à un triangle de notre famlUe, 
associe son orthocenlre est continue el Injective, l 'orLhocentre décri t un 
cercle lorsque l'on fru t tourner le triangle, Il le d~cri t donc totalement. Cel. 
marche mOins bien dans le cas du cercle exinscrit où H nc llécn l qu'un arc de 
cercle 

LE PtVOT DU TRIANGLE 

Mats je ne peux ré tster à "envie de vous présenter la mélhodc algé­
brique que j'ai moi·mêmc concoct~e, qui semble origmale au vu de lQue cecI. 
~tln APMEP (f 4()B · Fév~r--Mars '997 
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c. mon". l'é.uu. du ln.ngle sous un jour inhabi.uel. Cc n' c,. peUl-être po> la 
plu!lo rapide. :ti l' n en Juge à ln longueur tI p~sen t textc, mais elle ne pré ­
suppose qUi:l ~ im énl aucune c onnai~sance. renneuunt au c..:OnlJ1lJre de rclrou­
\ocr un certain nombre de résu.ltats cla~slquel.j.. el elle ouvre cenaines perspcc­
u\'cs que Je n"81 pa. ... lt1Uh::S explorée", 

MéLhodc algébnque! OUI-da! Car enfin. nnlre hypoÙlbc, c'C~l un tri­
angle Olfl, don. seule es. pertinen.e la fonne, <lue l'on peut caractérISer pR' 
deu ~"( reels. Nos ,"connue~, lfOl~ pOlnls A, B. C, la pm.luon de chacun d'cux 

pa, rapport au triangle hypo.h~se 'enant en dell.t réels, Et l'hypo.hèse .S! 

fonction symÉlriqllc des trois inconnues. N'y D~ l - il pas là lous I<!s Ingrédient.!!. 
pour une équation du lroisième degré à coefftculII ... complexes ! 

Soit ABC un "iangle, Ct, ~, Y les af!i,,,,, de A. B. C dans un plan des com­
plexes choi,i de lelle sone que 0 ui . pour affixe 0 el fi pour .ffixe 1. Le 
choix du ,epère optimal constilue. d ' ailleurs, la première d,fliculté du pro· 
blème, el c<:lui-cl pré ... ente plus d'un avantage : {j'abord, Ic~ affixes Ct.. (3, Y 

de A. 8, C onl même module R = lai = I~I = 111 , ensuite le ccntre de !;ra;'ité 
G' du Innngle A8Célani JU ticr> de [Olfl, on" li + Il +"1 = 1. 

On peUl meme ~crtre plu, p,écisémen~ en appelant A, 8 , C les nngle, du 
lnan glc : ~ -= (U2iC , '1 = ~,fl.oA. ex. = ye!lB 

donc : Ct = --",:rC~--=-j;;,"8 
l+ t' +e 

ce qui entraîne R ;: , 1 Il + I!~'c + t! "liB! 

(1) 

Il + e21..f. + e 1re 1 = 'II-+-,":;;'B'--+-,--"""'''I 
Cela revienl à dire: OH' = R '(3 ~ 200;211 + 200528 + 2oos2CI (2) 

el l 'on peUl préstntcr c:ela 50U5 deux fonnes : 

- Soit en utihsant une des mu1Llple~ \'anantes de J'idenLll~ : 

SIO (Il + \' 'r w) = SIOII + sim' + ~IflW - .hin~~sln~sinU" + li 

2 :1 2 
OH' = R' (1 - Sco>Acos8co,C) 

relalion qui 'a q 'un Inlérêt anecdollque : je LI.\'31S, Lrou\'ée un [)Cu par 
has",J en Jan,i .. 1995. en calculan. la pu,ssance de H par rappon au cercle 

circonscrit, el C'C~I clle qui m1 a condUit au présent problème. 
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Mais la relalion (2) peUL au.''lisi s'écrire. cl cela nous sera autremenl plus uulc : 

OH2 = 9R2 - (a' + b' + c'), (3) 
car a = BC = 2R sinA, .. 
Celle relation (3) n'esl pas nouve lle maIS L~MO"'E Utlti deux lemme, pour 
la démontrer, Elle résulte classiquement de ln re lauon bellucoup plu, généra­
le: 

, 2 2 ! 
MC" =MA +MB +MC 

3 
Con$éq uence iTTlJJ1édmle de 

, 2 , 
a+b+L'-

9 
(4) 

, 2 2 " 

(MA' -Mïil-+(M/i -Mcl +(Më - MA) + (MA TMB +M"êf 
·=3(MA'+MB"+MC') 

el donc valaole pour n' Jmpone quel poinl M, 
D'ailleu", l'ulil!$.uon de, nombres complexes pout ce Iype de problèmes 

n'e5!.t pas sans précédent · Jacques BoutEl.ouP (Rouen) m'a lransmis un article 
de Jos. E. HOFM""" (\958) paru dans la revue sUISse /'Enstignemellt ma/hé· 
nUlfIqlle: Zut elemenwen Dreiecksgeomclfle ln der kmnple .. n Ebene .Vers 
une gc!ometnc ~lémenmire du triangle duns le plan complexe» qui. par des 
calculs ~Iémenlnin::$ compambJes aux miens. redémontre bon nombre de pro-­
prié lés claSSIques, incluanl les propriélés du cercle d'EULER (Ff.UERBACII­

KREIS), ln re lation d'Euler (Bezeihung von CHAPPI E·EuLIik, fai. anl référence 
il un teXle de W. CHAPPLf. de 1746), etc. Mai~ il se donne d'abord un plan des 
complexe~. pui!o. un triang le inscnl dans le ccrcle unité. C'~Sl paniculi~rel1lem 

efficace pour démontrer, par exemple, le Ihéorème d. MORLEY: ;t l'on appe l­
le a\ ~' el y' les am .. s des sommets du lriangle avec laf = I~I = 1'11 = l , il 
est facile de déterminer l'équation de toutes le~ tri.!\!;tctrlces (la tlrolte joi­
gnanl, paro<emple, et' et Jly2 ayant pouréqunti0n: 

Z "f' ct :; ( ~y l z = 0. 1+ py '" ), ct par là de prouver que les IOle~cliom, u, ", W 

vénficOl bien : u + vj + "'j2 = O. Toutefois, ce qu'HOFM.>\N"I ne fait pas. C'CS[ 

de caracténscr un Iriangle par ml el Url seul nombre complexe, ce qui suppo­
se que le plan des cOlllple~es servant de repère soit choisi en fonc/ioll du tri­
angle. 

Da", le plan que nous avOns défin i, posons en eflel: 

1 w = etJl + jly +.~ 1 

C'esl ce nombre complexe II' qui, élan! donné le rôle central qu'il jouera dans 
'oule la ,uite du problème, sem appelé désorma .. le pivot du lriangle - ul 
BûJJeun APMEP rr 408 ' Fiv~T-Ma!S '997 
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comme le point W dont il .sll',m, •. 

Car, '" = Cl~Y(~ + k + t) = Cl~(a + R~ + Xl = Cl!? 

d ' où l'on déduit que 1 __ 1 = R, donc que Cl~ = w"lv . En d'autres tennes. Cl. 

~ et y sont les trois racines du polynôme : 

1 1 1 .1 l l 1 
POZ=4 -z + w, - w '~ 

POurqUOI celle notation Po{z)? n cst clair que ce polynôme est fancuon 

d'un paramètre l\, mais tous les polynômes que nous manipuleron à panir 
de. maimenanl seront fonction d'un paramètre, et souvent de w. cela peut 
donc rester sous· cntendu . Pur contre , nous allons introduire un certain 
nombre de polynÔmes différents , dont plusicu", joueron t un rôle important. 
Il m'a donc semblé impOrlan l de !cs numéroter systématiquement el de 
numéroter leurs coefficients en conséquence . L 'opLimisatlOn de~ notauons 
est. là encore, un problè:mc délicat. 

Autre remarque : le point IV est un point remarquable du triangle. fonc ­
lion symétrique des troi!!. sommeLS. appanenant nu cercle circonscrit. MaiS sa 
caractérisauon géométrique éullt pour moi une énIgme : Wesl l'intersection 
des trOIs symétriques de la drolle d'EULER p.r rapport aux côtés du trIangle . 
C'est donc ég.lement le foye r de 1. parabole tangente aux lrois côté, du tri ­
angle ct admettant pour dlJ"ectrlce la droite d'EuLER . C'est aussi l'J'ogonal du 
point Il l'infinI d'une perpendiculrure à la drolle d·EuLER. et l'i,ogon.1 du 
point à l'infim de la drOI te EULER a pour affixe - \\' . 

Jacques B01 . .ITELOUP d~monlre cela à partir des propriétés des urUlltS dl!: 
StMSON. el les propriétés classiques de 1. parabole montrent que ce, "aracté­
risations sonl équivalentes. Mais chacune d'cUes peUl se trouver algébrique­
ment el indépendamment par un calcul élémentaire. 

Par exemple, la prem ière caractérisation signifie que le syméLrique de W 

par rapport Il l'un quelconque des côtés du triangle est sU{ la droite d'EULER. 
do oc • une affixe réeUe. Or. si \1' = Cl + z(~ - Cl), le symétrique de W par rap-

pan li (ABi a pour am .. : Cl +;: (~ - Cl)=Cl+(~ - a)I~-Cl)=Cl+~ - ~ 
n - 1\ 
!-,,-ll, , 

carla + j3) Ci ~ = - R 'I~ - Cli 

66 

El Ci + ~ = 1 - Y = 1 - ajl car Y ; = a~(y + Cl + III 
II' 

Je laisse le soin au lecteur de prouver, par des calculs similaires, Ie.s; deux 
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aulrCS caractérisations. 
En outre. en s'appuyant sur la solution pur Charles Notart de l'énoocc! nQ 

167, Jacques Boute!oup signale que. si les tangentes en A, B. Cau cercle ir­
conscri t ~ ABC coupent en A \. B" e, les cÔté. oppos~s (Be), (CA) ct (AB) 

respectivement. West le point commun aUJ( quatre cercle~ circonscrits à 

ABC.AB,e"AIBe, etA,H,C. 
En fall, la seule dimculté de celle approche c,l d'abandonner la notion 

pllysrque de triangle caracléns.t par trois longueurs soumise:; à des 
contraintes d'homogénéilé ou, pour le mOIns, carac:tén~ par des granarurs 
mesurables, pour ne plus y VOlt que de~ nombres. objelS ub!!.trülls d'un calcul 
fom1el. Cesll'anlagom~me entre triangle et éqllalf(JlI qui a fail de ce problè ~ 

me d'EULER un problème diffiCIle. Le fait que SI CI, Il et y sont les affixes des 
sommets du triangle, exil + Ily + yu. soit l'affixe d'un point remarquable IV, 
suffi l il réconcilier les deux. On y perd en lntullion visuelle. nécc~s:.lIre à la 
d~couvertc de rtsuhats nouveaux. On y gagne. en revanche. pour la vénlica­
lion calculaloire de résultats connus, 

A 13 réflexlon, w ne représente ni une grandeur, ni un point, mai~ le: pÎ\'ot 

du triangle. D è~ lors qu'on disposera d'informations suCfisaott!!. pour calculer 
w, qu'il s'agis~e des trois points 0, H. l , de tTois Butre points rc:marquable"i , 
ou de n'imponc quelles " qu~ntJlés"' liées au triangle, ceHe ':quat;on ahst""-t< 
Po(:;:) = O. dont ni le!!. coefficients nÎ les racines nc:: ~Ont des gT3J1deurs mesu­

rables. nous foumll'3 un el un seul uiangle \oluLÎon. 

Seulement voilà : n'impone quel nombre ne peut pas être pivOl d'un lri · 
angle! Le seul rrut que II\' 1 = R impose que 1'" 1 > 113, car G est nécessaire­
ment intéTl~ur au cercle circonscri t. La valeur limite w = 1/3 jouera d'ai lleurs 
un grand rôle par ln sUlle. c ' est la seule valeur pour laquelle le polynôme Po 

admet une rBcine triple. MalS. à quoÎ r-tconnail·on Je!!. I\. pi\'OlS des. w non 
pjvots! Au simple fait que les lrOlS racines, dl!!ounCles. sont ou non de même 
module R = 1"'1. Il esl Chllf que c'est une condllion nécessalr" et suCiisan, 
pour que 0 soit le centre du cercle circonscTlI au triangle formé par les 
raCines, c'est également une condition nécessmre el sufli~ante pour que H 
'oi tl'onhocenlfc de cc mêmc triangle. puisque son centre de gmvllé e~t tou­

JOurs G, indépendamment de toute condition. En définiuve. les pivots ne sont 
rien d ' aulte que le, valeurs de IV pour lesquelles les lrois racines de l'équa­
tIOn fonncnt un lriangle ldmenD.nt 0 pour centre du cercle circonscrit e{ fi 
pour orthocentre S.gnalons que, dans IOUlc la ,uite du problème, R désignera 
toujours le module de w. même dans le cas où H' n'est pas pi vOl, donc ou les 

raCine, n'onl pa> pour module R. 
TI peut sembler surprenant que pour une ,elle infïnité de valeur< du para­
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roèLre w, le!t trois racines d'une équation nus.s,i simple aient même module. , 
Mais cela tient au rait que, si l est une racine non nulle de Po, alors ~ est 

;: 

lui aussi TJcine. 

En effet, Po ("'/") = - Il''W (PolZ'!, 
... ~ ~ 

Donc, si l 'on ex.clut Je cas trivial où R = w -- 0, soi t les trois racine!t a, ~,et y 
, , , 

ont même module ct \'érificnt R - = a, ~- =~ , ,,_- =Y. soi t l'une d'elles au 
a ~ y 

moins, par exemple Ct, n'a pas pour module R, .uquel cas 1{ * a, donc 1{ a Ct 
est rune des deux autres racines, par exemple ~, qUI n'a pas non plus pour 
module R, la troisième racine y.yant, elle. pour module R car la~)1 = RJ.En 
particulier, dans cc second cas, les rois racine!t !tORt n6ce~.s.alreJnen l dis­
unCle~. 

Dans ce second cas, a/~ <SI un réel, strictement positIf ct dlffé«nt de 1. 
Il et y/Ct sont des complexes conjugués (éventuellement des r ~els é~aux), 

alo", que dans le premIer, a!ll, fi/y et y/a sant des cOlllplexes de module 1 
(éven tue ll ement égaux :1 ±I). Donc , s i a, Il, y ont même module , 

a + jl ~ + y et 1. + ~ sont trOIS rtc: ls appanen.nt à [-2, 2]. alors qu'en Il Ct'y Il Cl Y 

ca.s contraire , ~ + ~ es t un réel s lri c lcmtnt supérieur à 2, 

~ + ~ et ~ V étant deux complexes conjugués ou deux réels égaux, Le 

polynôme : 

~ \t donc dans tou:-, les l'as un polyn6ml! à coefficients réel" , el il change une 
t une '\.Cule fn i ~ de signe sur ]2 , fo oo( SI les racines a . P ct y Il 'ont ptM m€me 

modulo, ilIors qU'I I ne change ra" de signe ,ur 12 , .-[ si Iles ont même 
modu le. 

En d'dUlr~S termes. ('éqUaiion P o(~ ) = 0 ü<lmel crois racines de même 

module" et seulement <i Pt(2) '" O. Or, 
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III (1} - Illy - uJ)' (5) ap"! 

, 

=4 (~ + ~+ k)(~ + t+ ~) ((a + p + y)(~ + ~ + i ) -3f 
On sail que a + R + v= 1 el 1.. + l + l = _1_ Pur a,lleul" 

, Pla p y R!' .• 

( ~ . + .Il + 1.) (~ + L + a) = 3 + ap"/(-4+ 1...+...L) + a' + p' + r', 
p a a Il y a Il' y' apy 

Ct' + pl + Y J (a + 13 + y)' _ ,(a + P + yI (1.. + l + 1) + 3 
ap, apy a p y 

ct de même , 
apy(_l +i.+ 1 )=apy(1..+1+1..) -3(a + P+yl(..1 +l ~ l)+ 3 a' p' yr a p y a p y 

Donc . P,(2) = 27 _ I ~ + 4 (w +/"I_~. 
R R R 

Dès lors. la condition nécessaire Cl suffisante pour que les IrOl~ racines de Po 
aient même module peUl ~'écrire : 

Ir 2~7--R"---1-8-R-" +--~-(-II'- +- w-J---I--~-(-' J I 

OU encore. (9R' - I)! ~ 413", - 11'· 

1 + p.;' , 1 ~ p' + 2p cos r ..' 
S, l'on pose II' = :î (donc R = -- .; ) celle Inegohllt "st 

vérifiée: si p = D, si P + 2cosl ~ 2 ou si P + 2(0\' =5 - 2. cc dernier cas étant 

il xdure SI P > O. II' doit donc être il J'extérieur ou sur un limaçon de p", cal 
uc nous appellerons (,;il. inv."" de la parohole dr foyer G et de sommel 

0' dan, ]'lOv<Non de pôle G qu, Ir.nsforme 0 "n H. 11 est tangenl il la 

mcdlalrice (tl) de lOH] en deux poinIS JI CI J, arrancnanI galemenI JU 
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cercle (l) d. diamèlrc (GH] . Si P = 0, IV = 1/3. on <e Irouve au poin t de 
rebroussement de (~) cr l'équation admet 1/3 pour raCme lnple. 

D'ailleurs. que représen.te au jusle cette fronlière? Tout simplement le 
ileu des points W pour lesquels le polynôme Po admet une racine double 

C'est chur, par e .. mplc. sur la rel.tion (51. Ceue frontière est donc à •• clure 
de notre eo.<,emble des pl\'OlS. car les trois racines de !'équnuon nC ronnent 
plus un triangle. 

On aurai t donc trouvé ce même lieu en calculant, par la méthode de 
Cardan, le d15crrminanl du polynôme Po : 

) 2 4(w -il + 27(-W'w- 2; + j') =w
2(271V'w' - 18 H'w4 (w + W)- J) 

le w ;! n'étant là que pour nous 
rappeler qu ' en un poi nt isolé , 
w = O. que nous avons ex.clu ~ et 
que nous continuerons d'exclure 
toUI au long du problème , il Y a 
également une racine douhle. 

( .:f.) .LV 

Mais en outre, ct c'est autrement H' 1----------;;--;c-Kch,-------iH 
plus intéressan t. ce lieu fronrière 0 G / 
est inclus dans l' en~emble des 11' / 

\ 
pour lesquels les trois racines nnl " 'C .,' 
même module . Si a = ~, , ____ ~ 
y A;. 1 - 2a, donc ln racine double figttrt: 4 
appartien t nu cercle : 

(ctI = Il - 2ul. lieu des points A te ls que AO = 2AO ', donc au "crde (n ~e 
diamètre lCIl]. Ln troisième rm.:U1C appartient. elle. au cercle de diamètré 

, " 
[CH'I. Et w = afl + IlY + fla; a(2 - 3al SOI1. si l'on pose a = - ~ e , 

lI· = /,(~ ~ -" ) ce qui COrTe'pond bIen au limaçon de P"",al prél:éderrunent 

lrOu,~. En outre . 1 - 31\' = ( 1 - 3al'. le paramètre 1 est donc le même que 
précédemmenL 

Rien d'é tonnant que ce soit précisément en ce lieu des h pour lesquels Po 

admet une racine double que se ~ltue la fronti.!re entre lt;'s plVOl~ et les nOn-
, ' 

pivotS. car, comment p""serail-on de ~- = a 11 ~ = Il en un point où a 
cr cr 

serait différenl de ~? cre~l égah:lllcm en cc llcu. el en ce lieu ~ulemcnl. que 
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l"orthocentre el le centre du cercle circonscrit au triangle des racines cessent 
d'être des fonctions conunues de w. Lorsque HI atteint cette frontière. A = B 
el le cenlre du cercle circonscrit se perd sur la médialricc de [AC] qui passe 
par O,S. IV pénètre le lim:u;on, C conUDue sur sa lancée, pénelr1l.nt lui aussi 
dans sa zooe lnlerdile- le 'hsque de diamètre [GH') - , lUnd.s que les deux 
racine'!' A el 8 qU I se sont percutées. rebondissent perpendiculairement, 
appanenant DOO plus à un même cercle de centre 0, mOlli à une même droite 
passanl par 0, ce qUI reJelle le cenlTe du cercle C.rconscril au manglc A8C 
diamélralemenl il l'opposé de 0 sur le cercle p .. ",anl par C, 0 et le lTUleu de 
IAB), Et l'une de ces racines va rejoindre C en 0 lorsque .. lend vers O. 

Pourquoi le disque de diamètre LGW] est-il unC lnne inlcrdlle pour C (nu 
n'importe quel sommet du triangle ABC)"1 S.mplemenl parce que c 'e>! le lieu 
des points CIels que CH> 2CO, Or, l'étude des angles d' un des triangles 
,\CH ou BCH monlre instantanémenl que CH = 2Rco, C. Mais ce ré,ultat 
élémentaire mOn. suggéré un e;œrcÎce qui. hors contexte. peUl sembl~ r diffici-

le . C élant extérieur au cercle de diamèlTC [GH'!, l' angle GCIf est a.gu, ce 
qu, entraîne que C ct JI' son' du même côté de la perpendiculaire en C il 
(GC) . Or, ceci est tout autant valable rour les deux autre, perpendiculaires 
<en A il (GA) el en B à (G811 ; ces lTOis perpendieul .... es rorment un triangle 
dont G est pOInt de Lemo,". hsobarycentre de ses projocuons orthogonales 
su.r les CÔlés), C est donc inu'".ur audit Ir/angle, lout comme H'. D'où 
l'énoncé, en changeanl radicalement les notations: 

Soil ABC un triangle quelconque, K son poinl de Lemo,"e. A', B', C' les 
projeclions orthogonales de K ,ur les côt~s du triangle, n le enlre du cercle 

circonseri. à A 'B'C' , Monl",r que le point M délinl par KM = 4KQ e>l 
lnténcur 3U triangle ABC. 

FIRltr~ 5 : H ' ortlro enlre de 
A 'B'C' "lrifie : 

I:J 'A ' = 2nA 'lco>A ' 
donc en particulier H'A ' < 2!lA', 
Donc A ' est extinellr au cercle de -diamèlr~[MK]./ MA'K es/aiglL 

Pour ulili~cr ce qui précède. il 

A 

B \' (" 

fau t bien sc convaincre que l e~ triangles ABC que nou~ éludIOns. représen­

tent bicn tous les lriangles po sibles, ~ r exclusion des triangles équilalé­
raux : nous nous conlentons d'adapter le repère au Lriangle. Néanmoins, 
Butfe!in APMEP ri' 408 .. FlvriBf-'tfiif'5 1997 
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1ane LAure CHAIl LOUT a fourn i une résoluuon duecte de J'exercice c i ·de ~ ­

su,. Le ccnlre de graVllé G de ABC e.'t i,ogonaJ de K. ct les projcellons 
orthogonales de ces deux pOIOt.> sur les côtés sonl sur un même cercle de 
centre le m,heu de rGK] D'ai lleurs. l'elhpse de foyen; G el H admeltanl ce 
cercle pour cercle principal eSl tangenle aux troIS CÔlés du mangle, rappelle 
Jacques BOUTfLOUP fi étant le miheu d. [GK]. il SUffil de prouver que Je 
symétrique de K par rapport à G est in lérieur au triangle, cc qu'on peu t faore 
au moyen des coordonnées barycen triques .. . QU. comme Edgal"d 
DBJ'LA.'ICHE, on écrivant l'équation barycentrique de J'e llipse et en prouvant 
que M esl intérieur à l'ellipse. 

En conclu !s ion. et pour revenir 11 nOire limaçon de Poscal, ni e~1 pi\'Ol d'un 
triangle . ce qui signifie que les trois racines de Po sont les affixes de.!' som­

mel~ d'un lnangll! dont 0 e~l le cenITe du cercle e m:On~c n { et H I"onho­
centre, " el seulement si We;t l'exléneur du hmaçon de Pascal (~), ce 

qui peUL s'écrire indifféremment : 

ou : 

ou même 

en flOlOant 

. ' 
27R - 1SR + 4 (II' + Wl - 1 > 0 

(9R'- l)'>413 .. - 11-

9R'- 1 > 213 ... - Il 
R=lwl· 

) (6) 

D'aucuns ohjecteront que, quel que pu isse Stre l'intérêt théorique de cell~ 
approche billaroïde. par exemple pour résoudre l'énoncé 245 des problèmes 
de [' APMEP, en praliquc, pour ce qui est du problème d'Euler et d. 10 réso­
lutlun effective d'un triangle dont on conaît trois. points remarquables, il 
serait plus commode de dlspostr ù'une équation à cneificiefJt5 réels. 

ObJectJon relenue. Considemn:-. dom.: le polynôme à coefficienLS réels; 

Pot::IPOIZI",,,6 _ 2/ + (" +w+ ll~ ' ( lI'~iI' l h+ R -):' 
, ( _ ::.., ..t n 
+ W+H'+ l lR c- - 2R c+R 

Dans la mesure où les radnes a, J). yde Pu onl tOUles trois pour module R. ce 

pol}nôme peUl s'écnn: : 

Pd;:IP(/;:) = (:'; R' -la + O:lc)(:' + R' - ( ~+ ~ :)(z' + R' - [-y + 'ih) 

en appelant : 

1< polynôme 

72 
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Une Idenuficalion rapide montre que 

Pt.:' • z' - 2: 2 + ( ... + W + 1 -- JR 'h + (4R - - (1 + R lllV + ,,)) 

Or, a' .I~-)F. 4R'-11l + 'II'.4R '-II - al' 

~ bR' - il + (a + al 
Ponc le pol)'nôme P,(:) = (, - a2)(z - h') (~- ,') reut s~c"re 

p )(z) = P,(o - (3R' - 1 Il 
.. oit 

_ R'(27R
4

_lgR' +4 (w+ ,,1- Jj 
On retrouve là. et ce n'est pas une surpri!!.c. la re13tion (3) 

a 2 + b"! + c2 = 9R"! - 1. On retrouve aussi a ~ b'! c2 :::::. R6PI(2) . D'après la 

relauon (5), ,1 e,t drur qu'on devait J\'oi r a2b 2c' = R6IPI(2)I, mais en oulfe 

nou< sommes duns le Ca> ou a. ~, y onl même module, donc où P ,( 21 .,. () Si 

l'on se ~ou\o'icnt que l'ai~ du triangle S l (V sin ê = t!J~ , on a même plu~ 
2 4R 

... ~ '2 
précisément: 16S = nR - 18R + 4 (" .,.",' - 1 (8), 
Et comme, d'autre part : 

"0 (J 0 )( - , 

27R -18R-1-4(",+w)- 1=4 27R -9R-+I" + ï.'l - 9/? -- 11 

on peut marne cn déduÎre de la furmule ùe Héron, car 
1 2 ( ... 2 1 2 ,., 

27R - 9R + ,, + w) = u"b + b, + c"a- d' a~rès (7 ), En définit Ive, 1. 
3cul t.! orig inali té lie celle relation (7). c'CSt le pivot U', ce nombre ('omp/~xe 
que l'on puurra calculer à partir du triangle OIH et qui rermet de calculer 
non seu!C'ment R, mai~ aussi 5, ]'lOtermédiairc fondamcnta} du problèll1e 
d'Euler, 

N"lOn~ au pa~sagc que 

, .2 1 (( 'Il ~).& 4 .& 1 1 2 l ' J 
311' - ) = - 9R - 1 - 48S = a + b + ( - a-b - " , - (-a- _ 

4 

Remarquons égalemenl que c 'cst seulement lorsque a. ~. el y ont même 

" 0 module, donc lorsque 27R - 18R - + 4 j", + ï.'l - 1 .. O. que cc pol) nôm. 

PJ admet l'our meine les carrés de> longueurs des côtés du ln angle ABC. Si 
8uflelin APMEP rf 408 - FbritH·Ml1TS 1997 
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la condition (l'~1 pas saLÎsfaitc, le coefficient constant q'J n'cst guère modi­

fié : d 'aprh (5), II resle égal il q', = R 'InR· - ISR' + 4 (w + ;vI - Il 
Mdis le coefficienl s'." pa, exemple, n'esl plus du 10Ul égal il (9R' - 1), mais 

, 3 (ç,a + ~~ + "lfl- 1 

Comme on J alors ajl = ii]l = yf = R' , cela peul" écrire : 

3R' ('1} ~ &) + bR ' - il où t + & eSI la racine simp le réelle de P, : nous 

avons calculé, en (5), la valeur P,(2), nous pouvons plus facilcmenl encore, à 

l' aide ~c : 

(a' + ~~~l + 1,% ' + (d =(a' + ~' + y') (J.,.+ -1, T.l,) _ l, 
(a~)' a' ~' Y' 

calculer P~O) = 1 - ..i + 21l\' + W) __ 1_ el, de manière analo-uc : 
! ..J ~ ~ 

R R R 

Donc : 

P ,lzl = z' + (3 - ;1) Z 2 + (3 -: ' + \t'; 5) z + (1 _ ~ + 2 h~ ~ W) _ ;") 

Si a + ~ esl la racine simple réelle du ce polynôme P" f! a 

3R '(a '" &) + bR 2 - Il eSlla racm. simple réelle du polynôme: 

s 1_ 3p 's - 2p'{2 sin'l - p COSI) 

ct po,ant '" 1 + j" _ Ce n'est pas imp<l>sible 11 résoudre! On voit racile­

ment que (- p) esl roc me double si l\' est sur le limaçon (.1.) (p = 2 - 2 COSI) 

ou, i U' est réel inférieur à 1/3 (cost = -1), et que c 'est bicn pour h' non réel 
Int~neur ou limaçon que cc polynôme admet une seule rncinc réelle; mais 
cette ml'me n'esl qu'un des coefficients de l'équation dont les racines sonl 
les carrés des longueurs des côtés du triangle 1 Nous avons eu beaucoup de 

8uNetin APMEP ri' 4()8 + Février-MaIS , fJ97 
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chance que, dans le eas où west pivol , cela se simplifie SI bien. car dès l or~ 

que l'on mélange des compleJl,:es cl leurs conjugués dans une m~me équation, 
on peut \Ille arrÎver à des cakul prohibitifs .. 

Par ailleurs, la relallOn (7) montre clarrernenl que, pour que P3 admette 

trois rac ines qui soient les cWTés des longueurs: des cô t ~s d'un triangle, il esl . , 
néces , mil'~ que 27R - IgR +"' tU' + -W) - 1 > 0, donc que " . soit extérieur 
11 (~ ) . Mais es He ,ufllsan' " Peu'-on aflïmler, lorsque celle condition es' 

remplie. que le polynôme P3 admel trois racines strictement positives dont 

les racines carrées vérifient l' inégalité triangulrure? 
Paradoxalement, celte seconde condition est plus facile à vérifier que la 

prem.ière. Car si a, b. c sont llOjs réels slrictcmem positifs. trois au moins des. 
quatre réels : li + b + c, a"" b - c. n - b + c. - Q + b + c sont SlflClement 
positifs . Il suffi, donc, pour que l'inégali'é lnangulau-c soi, vénflée (les Irois 
points A, B et C étant nOD alignés), que le prodw t des quatre soit sU'ictemenl 
poslli f, te qui équi vau' bicn à la condition (6) . , 

27 R - 18R - + 4 (1<' + Wl - 1 > O· 

Quant :lUX trOis racines posJl.ives, il suffit d'é~nre 

P;.ol = .. ' - S02 + (S 2 ~ p') .. _ (',; 1 )(s3 -34P ' ) 

en posan' s = 9R' - 1 e' p = 13", - Il pour COnstater que 

PJZI =3(Z-T)(0-Y) . . , 
En 0, P, cs, négatif si 27 R - ISR + 4 k + .-1 - 1 > O. 

~ Au maximum local 3 , on a : 

p { ~rHTns +/p)-(, ~ 1 ) (s2-34P') 

d ê P (
.r ... n) (, - 2pl( - 2 p-(s - p~) 

et c m me "\ ~ = --'-''-:é::-"''''''--'-''-- 3 27 

,.lu Zel (2e - (s - p 'l) 
27 

Or, ., - p ' = (3", - Il + (3w - II donc Is - p'l,;; 2p pour IOU ' w , l'égali 'é ne 
pom'anl avoir lieu que pour", riel. 
s + 2p es' lOujours positif, nul seulement pour li' = 1/3. tondis que, d'après 

(6) , S - 2p > 0 équivaut à" pivot (extérieur à (~)) . 

&sl/elm APMEP Ir 408 . Féllner-Mars '997 
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En résumé. Je polynôme P, admet une racine double dans deux cas: 

1) S. Il eSI réel : p.(~) = (z - \l'(3\\" - I}» (~ - (h' + 1 )(3'" - 1 II (si \1" e,t .",é­

neur ~ (~I. dune à [- 1 • 1/3). le triangle ABC eSI a lors isocèle. mrus la mci­

ne! double pc"isl" • 11' inférieur à [- 1 . 1/3). auquel as . clic n'a plu, aucun 
rappurt avec les carrts des côtés des longueu .... des c616 de ABC. e l la trOI­
Sième racine est né@1llive). 
2) SI Il esl sur ( '1.) : P,(:l = o(~ -13\1" - Il}' (le Imngle cS! dtgénéré : deux 

sC)mmCb l:onfondusl. 
Il "dmet trois mcines réelles pOsitives distinctes si \1" cst e.lüjeur à (,xl 

cl non réel. Il admet une seule racine réel1e (négaU\cl si H' c~l jn{érieur à 
(,x, ct non réel. Ln cond.lion (6) esl donc bien néeessutr. et suffi"ntc pour 

que les trois radnc!t de PJ soient les carrés des longueur) de!) côtés d'un Lrl ­

angle 
"'ait; Ct.! polynôme P~ . ce n'~~1 pa) le polynôme 1'4(:;) = :::' - S.s:: + 

P4::: - q". celui qu' EULER avrul trouvé et dont les racines étment. non pas (11, 

b"! (( c ", mais a, b, (.'. .. Peut-on déduire p~ de PJ? Malheureusement non ~ el 

nou' vertO", plu< lOIn poUrqUOI . . il CSI même <sez difficile de déduire P, 
de P, 

Toutefois , on peUl déterminer P4 par une démonstntllOn gëoméll';qu€ 

relatl"ement !!tlmple. NOU3 ~upposeroru.. unI:! foi", de pl~. gUl' R esi connu, el 
1l0U' exclur"", le cas du tnangle ",ocèlc . 'IUt ne pose guère de problème 
dan~ la mes url.! où R C!ott connu. 

La démon<tr.tion g60mélriquc de 1. relalton d'Euler 01' = RZ - 2RI esl 
classique: ellc revient li cillcu ler ln pU15SanCf: dè 1 par rapport 3U cercle CJ.f­

conscrit /I.·IHe. Les bISsectrices (BI) <1 (B'.,). loul cU"'me (CI) et tCI,,). étanl 

perpendiculnire. B CI C sonl sur le cerele de dJamètre [liA 1. dont le ,entre J. 
appartienl dom: à la mtdtntrice de [PC]. Or. celte médiatrice. tOul comme la 
btSSeclrice tnléfleure (II,) de rangle en .4. coupe le erele circonscrit ~ ABC 

au milieu de l' arc Be ne contenant pas A : c' esl donc n6ce~sairerncOt là qUI! 
doü sc Imuver J~ (le milieu de: )'aulre art: BC c!wnl, par un rmsonnement 

analogue. Ic mJlteu de Il.lcll. On a donc : 

Par mlleurs. 
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, , 
pareillement que Ol~= R' + 2R,. . 

Comme la :-.urfacc S du triangle ",aUI : S ::::: wc = r(a + h + ~ ) . on a 
4R 2 

q. = abc = 2Rr(a + b + c)= (R 2 - 012)(a + b + d . et comme. cn out"' . 

a"!. + h'- + ('''':: 9R 2 - OH2. 11 suffira de déterminer: P4 = ah + he + ca pour 

en déduire: (a + Il + cl'. donc '. = (a + b ~ cl, donc q, = abc. donc Je poly, 

nôme P,. 

figrm: 6 
Inléressons-nous. pour cc faire, à la puis­

sance de G par rapport au cercle de centre J" 
passant l'a r B, " C. Elle vaut , par 

'''-1 
8 ' I.~ 

, , 
définition : CJ~- JAt = CI .GI, . 
Mais, d'après ln relauon (4), 

, 2 , 
0- + b TC 

9 
On u donc: , 
Ci.CI.=JAA' -J.I , , ' , 

a" + b + c· 

9 
puisque J,B = J A C=J,1. 

Or, J",Al - JA (2 est 13 pUissance de A par rappon à ce même cercle, el eUe 
\'o.ul donc be dam. la mesure Où le symétrique 8' de B par ruppon i) ln .bissec ­
trice (Al,) appartient au cercle de centre JA el li 1. droIte (AC). On a donc : 

., 2 2 
be (J ' + b + C + ,CI. Cl A 

3 
ct ,i J'on appliquf ce même résultat El 1. el le, 

ch + he T ClI=a' + b' + c' + 3GI (CI, +Gi.+ Clc) . 

Or, nous avon élé 40 il le trouver en réponse. J'énoncé 136 de l' pré,enl. 
rubrique, ma is ce la résulte immédiatemenl du débu t de nOtre 
démonSlmtion : 0 est J'Jsobarycentre de l, l" lB el lc. de sone que : 

ch + bc + ca = ,,: + b' + c' .. 3Ci (4GO - Ci) 

et J'on peut &orire cela : ou bien 

~GÎI4GO - GÎ) ~ 6 (C/ + CO' - let -CO J') - ,c/ 
&fI8tln APMEP rf 408 · FdYrler-MlHS 199" 
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ce qui donne les coefficIents trouvés par Euler. notamment : 
(a + /; + cl' ~ 27R' - 1201' - 150C' + bCI' 

ou encore . 3Cil4CO - Cil ~bm - CJH l(- m -Oiil 
, , 

= OH " - 30[ - WI.OH 

ce qui donne, dans notre plon des complexes, en appelant" l'affixe de 1 : 

PJ=ab + bc + ca=9R ' - 3,," - lu + u) 
, 0 

donc : . .:l = (a+ b + cr = 27R' - 6l1u - 2(u + ul- 1 (9) 

san!i oubl ier que q4 =!R l - uu) S 4 . 

fi es t intéressant de noter qu'une étude identique de la puissance de C par 
rapport au cercle de diamètre [lBlc l nous aurait conduits à : 

Si bien qu 'cn posam : 

.t = l Ciiii = _1 CI 14CO - Gïl 
4 -l 

XA =lCIA.iii..,.tH ~l GIB . iiï". Xc =3 , Gk.H·/~ 
-l -1 -1 

an a : a~~b!+c2=X+XA+X8+XC 

-be -x+ t~-.t"8 - '\'C 

-('"tl:::: {-.rA + t B - .t e 
- ab ;;;; r-'\A -).8 + Xc 

X, x .. t' X IJ' Xc étan t strictement pusitifs. 

LE CENTRE DU CERCLE CIRCONSCRIT 

!liais il ... grand temps d 'aborder la seconde partie de notre MmonSlm­
lion: Je calcul de w à partir du triangle OIH, donc il pattir de l'affixe u de 1 
dans notre plan des complexes. 

Comme chacun san. l '~tude des ang les du triangle AlB ou du tflangle 

Ale prouve que lA = 4R 1\111 ft....:s m L . et ~ i l'on étlldie en nutre l 'angl t! 
2 ~ 
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OAB ou 0Aè ,on a : (Ao ,A il = ê - Îi ce qui peut ,'écrire complexe-
2 

men( : u _a= _ 4aSin!!...sinCer ( C;~sOj t: 
2 2 

(
l e - lB I(C -8)) ife-B.( lB - le ) 

u -= a t! + e -- e = (Xe e + e - 1 

ft 2: ::::: al e'2I(C - BI (eli B + t -:!.JC + 1 _ 2 (.e - 1 C + I! i il _ ,i lB - CI)) 

En se rappel.nt les relations (1), on a donc : 

u' = ~y (1 ~2 ~) = Cl}l h - 2;;) = II' (1 - 2;;) 

C ~ qui enlraîne : 
1/ w=- -_-

1 - 2u 
(10) 

sous rés.crve que u * 112. 
Et voilà qUJ est fait! Si l'on s 'en tic:nl au" mOdule!). nous relr'Ouvons là le 

thlorême de Feuerbach conoaisant la relatioo d'Euler lui ' = R' - lRr et 

sachant que 1"'1 = R, on a bien Il - 2u1 = R - 2r donc 0', = ~ - r . Mais 
2 

nous avons bien plus que cene égalité de modules, nous a\'ons w, nombre 
complexe, le pivot du trIangle, qu i pernlet de calculer les coeffiCIents des 
polynômes Po, P , P" P, (malS pas P, !), en tout ca, plus qu'il n en faut pour 

KSoudrc explicitement notre triangle ABC. 

Re~le à lrouver une condi lion portant sur u pour que w::::: ~ soi t 
1 - 2u 

bicn le piVOl d'un triangle (il suffi l de substituer celle .xpresSlon dans l' une 
des inégalllés (6) ... ) et à s'assurer que u est bien l'affixe du centre du cerde 
inltCnl dans le triangle ainsi déterminé ' Car enfin. n' cx.iste-t-il pas plusieur:, 

l 

mcine, dislinc le s à l'équation (10) ~ = IV ? 
1 - 2" 

ND LR ~Nous n ~ pl~b , l(ms, dans ce numùo. qll~ f(l solution du p,.oblem~ 244 ~r ln pre­
mthe partit! d~ eeUt' du 245, Ce tml'ail .'i; rtmarqllilbJ~ m;nu d'ilrf' publli i nI18ra/~. 
ment, "wis, pour des raisons d ~ pJàc:e, nOll$ Jf)mm~,f obhgis di! 1, faIre .ntr d ~u.r 

flIulJéms. UJ SI/Ile de ftrre dimons/ration paro;tm donc dalll Je nI)409. 
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