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Les Problemes
de I'A.P.M.E.P.

Cette rubrigue propose des problémes choisis pour 'originali-
1€ de leur caractére : esthétique, subtil, ingénieux, voire récréatif,
dont la solution nécessite initiatives, démarche inventive,
recherche, effort intellectuel.

Elle accueille tous ceuwx gui aiment inventer, chercher de
wheaiex problémess ... i possible trouver des solutions et les invi-
te & donner libre cours a leur imagination créarrice.

Priorité est naturellement réservée aux énoncés compasés par
des collégues et an dialogue ouvert entre eux par le jeu des
réponses et des solutions, Les auteurs sont priés de joindre les
solutions aux propositions d'énoncés.

Enoncés, réponses et solutions sont & envoyer & l'adresse sui-
vante (réponses a des problémes différents sur des feuilles sépa-
rées S.V.P., sans oublier votre nom sur chague feuille) :

Frangois LO JACOMO
21 rue Juliette Dodu
75010 PARIS

ENONCES

ENONCE N° 261 (Jean-Pierre FRIEDELMEYER, 67 - Strashourg)

Trouver tous les triangles ABC & coiés entiers @, b, ¢ (a = BC, b = AC,
¢ = AB) tels que la médiane issue de A soit égale A 'un des ¢o1és contenant
A.

ENONCE N° 262 {Raymond RAYNAUD, 04 - Digne)

Dans le plan P, les quatre points A, B, A°, B’ sont les sommets d'un trape-
ze 1sockle [AR] el [A'B"] ont 1a méme médiatrice et des longueurs diffé-
rentes. Trouver l'ensemble IE des points M de P tels que
MATMA'=SMB/MB',

ENONCE N° 263 (Philippe DELEHAM, 97 - Ouanjani),
{n T
s1in——

Soit f(n) =sin ["‘,—m T :

in entier).
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+ oo
Montrer que Z ﬂi} =
)

L4
T

SOLUTIONS

ENONCE N° 244 (Marie-Laure CHAILLOUT, Sarcellcs)
Quelle relation lie les polyndmes de la vanable complexe
» "C,,,,_.L—n et (e~ 1)?
p=1

SOLUTION de R. JEANNIN (54 - Longwy)
On va montree que les racines du polyndime de degré n

P.c-;—i"(""f’ ](L off, =z,

sont les parties réelles des racines du polynéme z# — 1, Plus précisément,

Wy =cos g‘t—-’-‘-— est racine double de P, si lo,) < | et racine simple si lw,| = I

On aura par exemple : Py(z) = 1627 (z = 1)(z + 1) (car il est clair que Je mcf—
ficient dominant de £, est 27).

Il s"agira essentiellement de démontrer que

P)y=2T(z)-2, n=1 (2)
avec T,(2) le ™ polyndme de Tchebychev de premidre espéce défini par
To=1,Ti=2et T, = 2T, -Ty_3 Nn=2 (3).

Rappelons que pour z réel, I21=1, on a T,(2) = cos (n Arccos 2). La
démonstration se décompose en plusieurs lemmes. On utilisera la notation
{t;)za{a— i)..da- b+ 1)

b .a\'ecb-:-:l.{)na[z)=0 sib>a,

T g_(ud-p-l} (n+p] (u+p-l] e

Preuve :
("ﬂ’) {'HP-I] fn+pldn-pstleln+p-1).ln—-p
!
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mtp-1)ln—p+ 1)[(:1+pl+[n—pﬂ

2p!
_al(na-p—l)_pl n+p—l)
pl 2p—1 P n-p
Ce lemme maontre, au passage, que P, est a coefficients entiers.

n+plop

Lemme 2 : Le polynGme @, (2 = ﬁ F
-~
p

r=0
satisfait la relation de récurrence :
P, =+P,_ | -P..n= 2.(4)
Preuve : calculons le coeflicient @, de 2 dans le membre de droite. 11 s*agit

de montrer que 4 =("2:’P) . Il est clair que le terme constant et le coeffi-

cient dominant de @, sont égaux & 1 pour tout n ; on en déduit facilement
queag=a, = 1. Parailleurs, pour | Sp<n-—1l.ona:

.n-I-p—Z] +,,(n+p—l) (n+p Z]
"lp___ %

n+pv n+p—l n+p—
2p = 1 d.’J

2p ~
n+p 1) (ni-p—]

y
2]

Par linéarité, il est clair que le polynéme Q, =@, + ®,_,, n = |, sausfait

la récurrence (4), et le lemme 1 montre que :
FT nln+p=1] p
Qq'&‘—?. +r;ﬁ( n—p )-.

Onendéduitque: 0, (22 -2)=2+ P(2) (3)
Lemme 3 : En posant R, (2) = Q,(22 - 2), ona R, (2} =27, (2).
Preuve: Comme @, (z) satisfait la récurrence (4), il est ¢lair que
R,(3) = Q,(2z - 2) satisfai1 & la récurrence (3) des polyndmes de
Tchebychev. Un caleul facile permet de vénfier que Ry(z) = 22 = 27 (z) et
que Ry(2) = 427 = 2 = 2T5(z}), ce qui achéve la démonstration,

Le lemme 2 et (5) montrent que : P,(z) = 2T, (z) - 2. Le nombre = est
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racine de P, si et seulement si T,(z) = 1. Pour z réel, Iz < 1, ceci équivaur i
cos (narceos 2) = | d'ob les (n/2) + 1 racines réelles ;

2
m,‘:“)ginli’ O=sk=n2

Par ailleurs, pour lzl < |, ona Pz} = 2T (z) = 2 = 2 cos (n arccos ¢) -
= M“&‘Eﬂ
¥1-;
done P’ (oy) =0, pour lmti < | et oy est racine double dans ce cas.
En résumé, si n = 2m, P, admet deux racines ssmples £ 1 et - | racines

el

2

doubles oy, ... , @, _y et sin=2m+ 1., admet une racme simple et m
racines doubles w;, ... .0,

AUTRES SOLUTIONS

René Manzont (Le Havre). 1'auteur et une solution [ausse.

REMARQUE

"La question était assez ouverte” écrit R. André JEaNNIN. René Manzoni
exprime le résultat sous la forme :

-+ f?_—j" . \'?——]: 24 Py

et Marie Eaure Cuatiour: ¢ 20 = lz.-1) "‘"P.-(— (h I)}

ENONCE 245 (Frangois O TACOMO., Paris)

Soient O, H, [ rois points d'un plan,

a) A quelle condition existe-t+il un rriangle ABC admenant @ pour centre du
cercle circonsenit, # pour orthocentre et [ pour centre du cercle inscrit”?
Comment construire ¢e triangle dans les cas purticuliers ot / es? situé sur
le segment | O] ou sur sa médiatrice ?

b)Y A quelle condition existe<1-1l un triangle ABC admettant & pour centre du
cercle girconserit, A pour orthocentre et 7 pour centre de 1'un des cercles
exinscrits?

REPONSE

Pour toute la suite du probléme, on exclura le cas wivial du riangle équi-
latéral en supposant O et M distincts, et on définim les poml GO,/ Jerd'

m:@:%eﬁ,ﬁ:}m OF = —51?.5? m T ;-ﬂ
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Si le mangle ABC existe, G est son centre de gravité et 0 le centre de
son cercle d'Euler, La donnée de @, H, [ équivaut & la donnée de G, [, 4, il
est done équivalent de rechercher la condition que doit vérifier [ par rapport
aux points alignés O, H, H', G, 0’ ou la condinon que doit vérifier G pac
rapport aux points alignés 1, L. ', H'.

2 (a) Ml existe un mangle ABC admettant € pour centre du cercle circonscrit,
H pour orthocentre e1 [ pour centre du cercle inscrit si et seulement si [ est
distinct de O et intérieur au cercle (I') de diamétre [GH] ou, ce qui revient
au méme. si G est distinct de J' et intérieur au cercle de diamétre [1/]. Le tri-
angle solution, s"il existe, est unigue.

51 [ est situé sur le segment
[OH], done sur 1GO'[ W |O'H], =
appelons Kg le symétnigque de #
par rapport & [. La perpendiculaire
en Ky & (OH) coupe en K| et K3 le
cercle de centre O passant par [.
Les tangentes a ce cercle en K et
K, se recoupent sur (OH) en J,,
pied de la polaire de K par rap-
port audit cercle. Le cercle do ' ]
centre O passant par J, recoupe
(OM)en Aetcoupeen B et Cla
médiatrice de [HJ,]. ABC est le P iR d
triangle cherché, et il est isocdle. Lorsque / varie, A décrit J—e=, H'[
i 1G |, +o={ et B et C parcourent | hyperbole de foyer O, de sommets G et H
et d'excentricité 2, a I"exclusion
des sommets G et £, Lorsque
1= 0", le mangle tend vérs un tri-
angle équilatéral de dimension
infime.(figure 1)

St [ est sité sur la médiatnce
de [OH], que nous appellerons A,
done sur W0 L 104, J, et 1y
érant les intersectons du cercle (IN)
avee A, la médiatrice de [O7] coupe
Aen Jy. Le cercle de centre O pas-

sant par J, recoupe A en A et coupe

i figure 2
Bullstin APMEP 1t 408 - Févrisr-Mars 1997
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en B et C le cercle de centre J, passant par @, [ et H, ABC est le triangle

cherché, et ['angle A vaut /3. Lorsque [ varie, & et C parcourent partielle-
ment les droites (H/,) et (HJ2). La construction ci-dessus, pour / extérieur a
[/y/5], donne le triangle ABC dont { est le centre du cercle exinscrit. (figure
2)

2 (b) Il existe un triangle ABC admettant
O pour centre du cercle circonserit, H
pour orthocentre et / pour centre d'un des
cercles exinscrits si ¢l seulement s1 G est
extérieur au cercle de diamétre [1J] et
intérieur & la parabole de sommet / et de
foyer J’

Le triangle solution, s'il existe est =
unigue.

Le cercle et la parabole sont tangents
en £, mais non osculaleurs. Si G était sur le cercle ou sur la parabole, le tri-
angle serait dégénéré (un angle nul) et si G était en /[, le triangle aurait deux
angles nuls. Il convient également d’exclure le cas ot G (donc également O,
H e1 O') serait confondu avec K, et ol le tnangle serait équilatéral.

COMMENTAIRE ET DEMONSTRATIONS

«Lu premiére partie de votre énoncé relatif & O, £, H est connu dans [a lit-
térature sous "appellation de “Probléme d'EuLer” (ef, Mémoires de
Petersbourg, 1.XI, 1765), Le probléme a été repris par Terguem dans les
Nouvelles Annales, 1.1, 1842 : Considérations sur le triangle rectiligne
d'aprés EULER. La question a aussi é1é considérée par LEMOINE vers 1870x
m'écrit Philippe DeELEHAM (Reims - mars 1995), I'ai trouvé le texte d"EuLer
dans ses ceuvres complétes, et je remercie Jean-Pierre FRIEDELMEYER et
Michel GuiLLEMoT de m'avoir procuré les textes de TERQUEM et LEMOINE. Je
prie les lecteurs de m'excuser de m'étre attribué la paternité d'un probleme
aussi classique, mais ¢’était en toute bonne foi.

L'article d'EULER, intitulé : Solution facilis problematum guorumdam
geometricorum difficillimorum (solution simple de ceértains des problemes
géométniques les plus difficiles) dit, entre autre, dans 1"introduction:

3. Problemata autem haec solutu esse difficilima mox experietur, quicunque ea fuent

aggressus, cum vix perspiciatur, cuiusmodl quantitates incognitas in caiculum introdu-

¢l oporteal, ut saltem ad aegualiones solutionem continentes perveniatur. Tolum &rgo

negotium &d idoneam quantitatum incognitarum electionem reducttur, in quo i impri-

mis esl cavendum, ne in calcules tasdiossimos &t omnino mextricabiles delabamur.
Buligtinn APMEP v 408 - Fédvnigr-Mars 1997
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ce qui sagaific: aMais on ne tarde pas a se rendre compte que la soltton de
ces problémes est trés difficile, de quelgue coté qu'on les artaque, el que
'on a du mal & percevoir quelles quantités inconnues il convient d'introdui-
re dans le caleal rien que pour parvenir aux équations qui renferment les
solutions. Tout le travail se raméne donc au choix optimal des quantités
inconnues, et ¢'est ce gui fait V'objer de cet article oi ['on ne se perdra pas
dans les calculs les plus péuibles et inextricables du mondes.

Dans un repére centré en A et dont I'axe des abscisses passe par 8, EuLer
caleule - avec des notations différentes de celles que j'utilise ici - les six car-
rés des longueurs @ HG2, HI?2, HO?, GI%, GO? et 102 En appelant @, b, ¢ les
fongueurs des cOtés du triangle ABC et 5 son aire, il choisit comme nouvelles

lab {.'}1: labd

: et (@ + b+ ¢, wilisant la formule de HERON
15" la+vb+0

inconnues:

pour en déduire ab + bc + ca. 1 trouve notamment ;

of:‘“b"’, ——abe __ (relation d"EuLEg),

165~ lat b+l

2 4
En ¢liminant (0 + b + )%, 1l remarque que! [-a—i‘-{;'-= A0

Y - il
45" 30G +6GI =200
el parvient i caleuler les autres inconnues par combinaisons linéaires, donc i
trouver les coefficients de |'équation admettant a, b, ¢ pour racines. I}
conclut par un exemple de résolution effective le toul prend une vingtaine
de pages... en latin.

C'est vraisemblablement en approfondissant I'égalité ci-dessus que Karl
Wilhelm FeuerR#ACH, dans son ouvrage intitulé : Eigenschaften einiger
nmerkwiirdigen Punkre des geradlinigen Dreiecks und mehrerer durch sie
bestimmren Linien und Figuren., Eine analytisch-trigonometrische
Abhandiung (Propriéiés de quelques points remarquables du triangle recti-
ligne et de plusieurs lignes et figures gu’ils délerminent, Traité d'analyse et
de trngonométrie, ouvrage publié 2 Nuremberg en 1822 et que je n'ai pas
réussi i consulter) a calculé la distance du centre €' du cercle d'Euler aux
quatre centres /, Iy, Iy, ¢ des cercles insenit et exinscrits, démontrant ains:
son fameux théoreme.

Fondateur des Nouvelles Annales de Mathématigues, Journal des candi-
dats aux écoles Polytechnique et Normale, TERQUEM consacre 13 pages 1
“notre” problégme dans le tome premier de cette revue en 1842, 1l rappelle les
calculs d'Euler, signalant que ¢'est par ces ealeuls qu'Euler a proové 1ali-
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gnement de @, G et H (droite d'EULER). Ses notations sont & peine plus
modernes de celles d Euler, mais 1l introduit le ravon R du cercle circonscrit,

attribuant 3 Legendre la relation R = ‘.7_%"- (nécessaire pour écrire sous 1a

forme gque nous connaissons la relaton ' EVLER OF2 = R — 2Rr). Lexpres-
sion de 2Rr en fonction des longueurs des cités du triangle GHI lui permer
d affirmer que "angle en 7, dans ce tnangle, est «essentiellement obruiss, en
d’autres termes, que 7 estintérieur au cercle de dismetre [GH). Mais il ne se
pose pas la quesuon si cette condition nécessaire est ou non suffisante, En
simplifiant une équanion du sixitme degré, il prouve que f appartient a la
droite d'Etner si et seulement s1 le triangle est isocele. Il redémonire le
théoreme de FEUERBACH, qu'il généralise & un triangle inscrit dans une
comque, en construisant une congue des 9 points semblable 4 la conique cir-
conscrite et langente & une Wroisieme conique, elle aussi semblable A la pre-
midre €t tangente aux trois cdiés du triangle.

L'article ouvre des perspectives vers Ie cas des cercles exinsonts, dont il
attribue la dénomination & Simon L'Huitrser (1812). En prouvant que la
connaissance des longueurs des trois bissectrices intérieures permet de
déterminer analytiquement la longueur des cotés, il écrit: «Lélimination
mene & une équation trés levée, parce gu’elle renferme probablement aussi
les solutions pour les bissectrices extérieurese. Il montre un ceriain nombre
de relations devenues classiques entre les rayons des cercles inserit et exins-
erits -relations que nous redémontrerons plus loin-, prouvant que la connais-
sance des trois rayons des cercles exmscrits suffit & déterminer r, R et §,
done 1’équation admettant pour racines @, &, c. Le tout s'inscrit dans
I"optique “résolution des triangles™ ou comment frois “quantités™ peuvent
déterminer complétement les edtés d'un triangle. Mais il congait que, pour
des raisons d'homogénéité, si ces trois quantités varient proportionnellement,
les trois cbtés du trinngle varient dans la méme proportion (il suffit de chan-
ger 'unité sans changer le wiangle pour que ce soit évident), La véritable
hypothése & prendre en compte -mais il ne va pas jusque 15- se résume i
dewy réels, et non pas trovs.

Dans ces mémes Nouvelles Annales de Mathématiques, en 1855, Jules
VignLe revient sur le cas du mangle 1socele, le premier de nos cas particu-
liers (le second a-1-il €té abordé quelgue pan?). Il caleule explicitement Jes
longueurs des coids do triangle solution, dans ce cas particulier, prouvant que
le triangle est constructible mais sans chercher 3 optimiser ladite construc-
tion.

L'acticle d'Emile LemoiNg, Note sur I'expression de la distance entre

Bulielin APMEF = 408 - Féwniar-Mars 1967
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quelques points remarquables d'un triangle ABC (Nouvelles Annales de

Mathématigues, 1870) est bref (5 pages), ¢t ses notations plus proches des

notres, Il ne porte pas fondamentalement sur le probleme d'Euler, mais

démontre les relations : OH? = 9R? — (a? + b? + ¢7) (qui nous sera utile
3 1 ¥ B 2

IH =4R +2r - E’_L{’,_"‘_ (2 I’aide du théoréme de FEUERBACH, du

théoréme de Ja médiane et de la relation d'EULER),

1G = ;I; HJ% ~6r(2R - A| a 1'aide d'une généralisation du théord-
me de la médiane), en concluant par la remarque : OF2 = 28 ('] qui nous ser-
vira, L intérér est qu'il généralise chacun de ces résultals aux centres et
rayons des cercles exinscrits (en remplagant r et { par —ry et [,), et cite, pour
conclure, I'expression Probléme d'Euler pour désigner la résolution d'un tri-
angle dont on connait O, / et H, signalant que le probléme serait identique en
remplagant / par /;. Sans chercher de condition pour que le tnangle existe, il

.

Fi
montre que 1'on peut facilement calculer R =zgl! el rz—‘g-- 'l | donc

tracer les cercles inscrit et circonscrit et surtout la conique de cercle principal
le cercle d'Euler et de foyers O et H, qui est tangente aux trois edtés du tri-
angle. Les cités du triangle sont & rechercher parmi les tangentes communes
& cette conigue et au cercle inscrit, mais...combien y a-t-il de tangentes com-
munes 7 (question qu'il o'aborde pas).

Je n'ai pas d'autre référence. Mais j'ai regu sept réponses de lecteurs
(Marie-Laure CHalLLOUT, Sarcelles ; Edgard DeLpLANCHE, Créteil; René
Manzoni, Le Havre :Omarjee MousiNooL, Paris; Charles Notari, Montaut;
Marguerite PONCHAUX, Lille ; Pierre RENFER, Ostwald), plus ou moins com-
pletes, mais qui, dans leur ensemble, couvrent assez hien tous les aspects du
probleéme. Les constructions de Marguerite PONCHAUX, dans les deux cas
particuliers, sont identiques A celles que je propose, la condition, dans le cas
du cercle inscrit, n'a pas posé de gros problémes, mais pour la seconde
condition (cercle exinscrit), Marie-Laure CHAILLOUT |'exprime ainsi :

1 3loor’ - s07) so'r’ - or
H >= .
1601

condition que je propose), Edgard DELPLANCHE décril géométriquement

I'ensemble solution dans sa globalité dans un repére différent du micn, tandis
que René MaNzZONI et Pierre RENFER montrent comment, pour un point
Bulletin APMEP (1t 408 - Févriar-Mars 1097
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donné /, prouver gu'il appartient ou non audit ensemble.

Tout le monde part de la relation d'EuLER et du théoréme de FEUERBACH,
devenus classiques méme s1, historiquement, ils sont issus de ce prohléme.
La conigue de foyers O et H, de cercle principal le cercle d'EuLer et tangen-
te aux trois cotés du triangle est aussi souvent invoquée, elle permet pour le
mains de prouver I'unicité du tnangle solution (cette conique et le cercle ins-
crit n'ont pas plus de quatre tangentes communes), elle explique aussi la
constructibilité dans les deux cas particuliers: si £ est sur un des axes de
symétrie de la conigque, deux des trois cOtés, tangents & la conigue et au
cercle inserit de centre 1, se coupent sur cet axe de symétrie. Mais si 1 est sur
le grand axe. la conigue et le cercle inscrit sont tangents au point de
Feuerbach, il n'y a que rois tangentes communes (triangle isocele) alors
qu'il y en a quatre si / est sur le petit axe.

On peut aussi, lorsque [ est sur (OH}, remarquer que (Al), (BI) et (Cl)

—

doivent étre bissectrices de OAH , 63!} et OCH , ce qui entrafnerail, si

aucun des pl'}i!ﬂ& A, B, € o'&ait sur [OH), que EA— = f—f—é = F"'—C— —f—f} done

que le cercle d'Apollonius couperait en trois points A, B, C le cercle circons-
crit.

Le fait que, si la relation d'Euler OFF = R - 2Rr est vérifide, 1l existe une
mnfimité de mangles inscrits dans le cercle de centre O et de ravon R et cir-
conscrits au cercle de centre / et de rayon r, est bien connu depuis PONCELET,
TERQUEM le mentionne dans son article de 1842, recommandant 2 ses lec-
teurs «le chapitre il de la Section [V des Propriétés projectives des figures,
trésor précieux de propriétés de V'espace que I"analyse n'a pas encore explo-
rées». Lun de ces triangles admet-il }f pour orthocentre 7 Marguerite
PONCHAUX remarque que les pieds des hauteurs du triangle ABC appartien-
nent, certes, au cercle d'Euler, mais aussi & un limagon de Pascal, podaire du
cercle inscrit (de centre [ et de rayon r) par rapport & /1 ; il suffit done d"éw-
dier I'intersection de ces deux courbes, On peut aussi, comme Pierre RENFER,
fmre appel & la topologie: 'application qui, & un triangle de notre famille,
associe son orthocentre est continue et injective, I'orthocenire décrit un
cercle lorsque 1'on fail tourner le triangle, 1l le décrit donc totalement. Cela
marche moins bien dans le cas du cercle exinscrit oi H ne décnt qu'un arc de
cercle.

L& PIVOT DU TRIANGLE

Mais je ne peux résister a I'envie de vous présenter la méthode alge-
brique que |'ai moi-méme concoctée, qui semble originale au vu de tour cec,
Bulietin APMEP v 408 - Févriar-tars 1997
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et montre 1"étude du tnangle sous un jour inhabituel, Ce n'est peut-€ire pas la
plus tapide, st 1'on en juge & la longueur du présent texte, mais elle ne pré-
SUPPOSE guasiment aucune connaissance, permettant ay contraire de retrou-
ver un certain nombre de résultats classiques, et elle ouvre certamnes perspec-
lives que je n'ai pas toutes explorées.

Méthode algébrique ? Oui-da! Car enfin, notre hypothése, ¢'est un tri-
angle OIH, dont seule est pertinente la forme, que I'on peul caractérniser par
deux réels. Nos inconnues, trois points A, B, C, la position de chacun d'eux
par rapport au triangle hypothése tenant en deiy réels. Et |"hypothese est
Sonctian symétrigue des (rois inconnues. Ny a-t-il pas 1a tous les ingrédients
pour une équation du troisitme degré a coefficients complexes?

Soit ABC un triangle, &, B, ¥y les affixes de A, B, C dans un plan des com-
plexes choisi de telle sorte que O wit pour affixe 0 et M pour affixe 1. Le
choix du repére optimal constiwe, d'ailleurs, la premigre difficulté du pro-
bleme, et celui-cl présente plus d'un avantage : d'abord, les affixes o, {3, ¥
de A B C ont méme module £ = |a| = [B] = |, ensuite le centre de gravieé
G du triangle ABC éant au tiers de [OH], ona o+ B+y =

On pewt méme €erire plus précisément, en appelant A, B, C les angles du
tmangle : f = aelC, y=Ro2A, @t = yoib

] r |
done : u____"l_i'.'_—iﬁ.
l+e¢ +e
a1 )
JdetBy =

¢e qui entraine R = . I = 1 = |

= 3 g 3 =2
[1+ Y€+ e2B| ll+c“+c 'C\ [1+e®+e "]

Lom _yn g g
Celarevienadire: OH =R (3 + 2c0s24 + 2c0s28 + 2c0s2C) (2)
el I"on peut présenter cela sous deux formes :
- Soit en wilisant une des muluples variantes de 1"identité :
sin lu + v + wh=sinu + sinv + sinw ——4.‘:Il'l£j—-—1 sm‘-ﬂ—sm" ==

OH*=R>(1- ScusAchschCj
relation qui n'a qu'un intérét anecdoligue: je 1'avais trouvée un peu par
hasard en janvier 1995, en calculant la puissance de H par rapport au cercle
circonscrit, et cest elle qui m'a conduit au présent probleéme,
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Mais la relation (2) peut aussi s'écrire, et cela nous sera autrement plus utile :
OHI=9R2~{a’+b2+c?), (3)

cara= BC=1RysinA,...

Cette relation (3) n’est pas nouvelle mais LEMONE unlise deux lemmes pour

la démontrer. Elle résulte classiquement de la relation beaucoup plus généra-

le:

MG:=MA-+M3BE+MC1_03+..';Z-H'Z (4)
Conséquence immédiate de

iz gl e e AT 3 ) il ——)t
(a - ma) +ma - mc) + (26 —ma’) + (44" + MB + MC
i 2 2 z
=3(MA +MB + MC]
et donc valable pour n’importe quel point M.

D'ailleurs, 'utilisation des nombres complexes pour ce type de problémes
n'est pas sans précédent: Jacques BoutkELoup (Rouen) m'a transmis un article
de Jos. E. HoFMANN (1958) paru dans la revue suisse ['Enseignement mathé-
matique : Zur elementaren Dreiecksgeometrie in der komplexen Ebene «Vers
une géométrie élémentaire du triangle dans le plan complexes qui, par des
calculs élémentaires comparables aux miens, redémontre hon nombre de pro-
priétés classiques, incluant les propriéiés du cercle d’EULER (FEUERBACH-
Kre1s), la relation d'Euler (Bezethung von CHAPpLE-EuLER, faisant référence
a un texte de W, CuarpLe de 1746), etc. Mais il se donne d'abord un plan des
complexes, puis un triangle inscrit dans le cercle unité, C'est particuliérement
efficace pour démontrer, par exemple, le théoréme de MoRrLEY : si I'on appel-
le e?, B* et ¥ les affixes des sommets du triangle avec |af = Bl = M = 1. iI
est facile de déterminer I'équation de toutes les trissectrices (la droite joi-
gnant, par exemple, &' et By? ayant pour équation ;

Z*ﬂs(ﬂ'f?'f"u"-bﬂ‘f?)ct la de ons u, ¥
= , et par prouver que les intersections u, v, w
vérifient bien: u + vj + wj? = 0. Toutefois, ce qu'HOFMANN ne fait pas, c'est
de caracténser un triangle par i et un seul nombre complexe, ¢e qui suppo-
se que le plan des complexes servant de repére soit choisi en fenction du tri-
angle.

Dans le plan que nous avons défim, posons en effet:

Lw:(!.ﬂ-!—ﬂ?+‘ﬂl]

C'est ce nombre complexe w qui, €tant donné le role central qu'il jouera dans
toute la suite du probléme, sera appelé désormais le pivot du triangle - tout
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comme le point W dont il est |'affixe.

a+[3+~(
B "') . R } R

d'olt I'on déduit que |w|= R, donc que ofy =w 5% . En d'autres termes. o,
B et v sont les trois racines du polyndme :

»«3’

Car, w —aﬂ‘,‘(—+

3 B i—
!PQL’.I = —Z +WZI-W W

Pourgquo cette notation Py(z)? 11 est clair que ce polyntme est fonction
d'un paramétre w, mais tous les polynfmes que nous manipulerons i partir
de maintenant seront fonction d'un paramatre, et souvent de w, cela peut
donc rester sous-entendu. Par contre, nous allons introduire un certain
nombre de polynbmes différents, dont plusieurs joueront un rble importast.
Il m'a donc semblé important de les numéroter systiématiquement et de
numnéroter leurs coefficients en conséquence. L'oplinisation des notations
est, 14 encore, un probléme délicat.

Autre remarque: le point W est un point remarquable du triangle. fonc-
tion syméirique des trois sommels, appartenant au cercle circonscrit, Mais sa
caractérisation géomélriue était pour moi une énigme : W et lintersection
des trois symétriques de la droite d'EULER par rapport aux cdtés du triangle.
C'est donc également le foyer de |a parabole tangente sux trois cotés du tri-
angle et admettant pour directrice la droite dEULER. C'est aussi I'isogonal du
point & l'infin1 d'une perpendiculaire & la droite J'EULER, et lisogonal du
point a 'infim de la droite EULER a pour affixe =w,

Jacques BOUTELOUP démonitre cela i partir des propriétés des drontes de
SIMSON, et les propriétés classiques de la parabole montrent que ces caracté-
risations sont équivalentes. Mais chacune d'elles peut s¢ trouver algébngue-
ment et indépendamment par un caleul élémentaire.

Par exemple, la premigre caractérisation signifie que le symétrique de W
par rapport & l'un quelconque des ctés du triangle est sur la droite d'BULER,
donc 4 une affixe réelle. Or, siw = o+ z(} — &), le symétrique de W par rap-

port i (AB) a pour affixe: o +zp-o)= u+(“‘ )(B =+ P 'lﬁ

carl@ + Plap=- R’:lﬁ—al,
Etn+ﬂ=1—y=1-%ﬁ caryw=aply+a+p.

Je luisse Te soin au lecteur de prouver, par des calculs similaires, les deux
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autres caractérisations.

En outre, en sappuyant sur la solution par Charles Notari de 'énoncé n®
167, Jacques Bouteloup signale que, si les tangentes en A, B, Cau cercle cir-
conscrit & ABC coupent en A, B,, €, les cOtés opposés (BT, (CA) eL (AB)
respectivement, W est le point commun aux quatre cercles circonscrits A
ABC, AB|C|, ﬁ|HC| €l A;E]C.

En fait, la seule difficulté de cete approche est d'abandonner la notion
physique de triangle caractérisé par trois longueurs soumises a des
contrmntes d'homogénéité vu, pour le moins, caractérisé par des grandeurs
mesurables, pour ne plus y vour que des nombres, abjets abstraits d'un caleul
formel. C'est 'antagomsme entre triangle et équation qui a fait de ce proble-
me d'EULER un probldme difficile. Le fait que si ¢, B et ysont les affixes des
sommets du triangle, aff + Py + ya soit Vaffixe d'un point remarquable W,
suffit i réconcilier les deux. On y perd en intuition visuelle, nécessaire 4 la
découverte de résultats nouveaux. On y gagne, en revanche, pour la vérifica-
tion calculatoire de résultats connus,

A la réflexion, w ne représente ni une grandeur, ni un point, mais le pivol
du tnangle. Dés lors qu'on disposera d'informations suffisantes pour calculer
w, qu'il s'agisse des trois points O, H, I, de trois autrespoints remarquables,
ou de n'importe quelles “quanutés” liges au triangle, cette équation abstraite
Po(z) =10, dont mi les coefficients ni Jes racines ne sont des grandeurs mesu-
rables, nous fournira un et un seul triangle solution.

Sculement voila: n'importe quel nombre ne peut pas étre pivot d'un tri-
angle ! Le seul fait que |w| = R impose que [w| > 1/3, car G est nécessaire-
ment intérieur au cercle circonsenit. La valeur limite w = 1/3 jouera d’ ailleurs
un grand tile par la suite, cest la seule valeur pour laquelie le polyndme Py
admet une racine triple. Mais, A quoi reconnait-on Jes w pivols des w non
pivots ? Au simple fait que les trois racines, disunctes, sont ou non de méme
module R = |w|. 11 est clair que c'est une condition nécessaire et suflisante
pour que O soit le centre du cercle circonscrit au triangle formé par les
racines, c'est également une condition nécessaire et suffisante pour que H
soit l'orthocentre de ce méme triangle, puisque son centre de gravité est 1ou-
jours G, indépendamment de toute condition. En définitive, les pivols ne sont
rien d'autre que les valeurs de w pour lesquelles les trois racines de 1'équa-
tion forment un triangle admettant O pour centre du cercle circonscrit et
pout orthocentre. Signalons que, dans toute la suite du probléme, R désignera
toujours le module de w, méme dans le cas ob w n'est pas pivot, donc oil les
racines n"ont pas pour module R.

11 peut sembler surprenant que pour une telle infinité de valeurs du para-
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metre w, les trois racines d'une équation aussi simple aient méme module,
2
Mais cela tient au fait que, si z est une racine non nulle de Py, alors RT est

-~
lui aussi racine.

i3 Y e
En effet, Pa(.".‘.:‘l) =_ ”_;‘_ Patzi .

Donc, st I'on exclut Je cas trivialob R=w =0, soit les trois racines «, p. et y

2
ont méme module et vérifient & - & —p & _-y‘ soit I'une d'elles au

& E
moins, par exemple o, n’a pas pour module R, nuquel cas % # o, done %—
est I'une des deux autres racines, par exemple B, qui n’a pas non plus pour
module R, a troisiéme racine ¥ ayant, elle, pour module R car oyl = R?. En
particulier, dans ce second cas, les trois racines sont nécessawrement dis-
nctes.

Dans ce second cas, o/ff est un réel, strictement positif et différent de 1,
Py et Yo sont des complexes conjugués (éventuellement des réels égaux),
alors que dans le premier, o/f, B/y et Yo sont des complexes de module |
(éventuellement égaux a £1). Donc, si «, P, ¥ ont méme module,

< 4 E B + L et + % sont trois réels appartenant & [-2, 2], alors gu'en

B ft ¥

cas contraire, gﬁ*’g—tsl un réel strictement supérieur a 2,

p

'.‘;E + % el g + ‘-;- étant deux complexes conjugués ou deux réels égaux. Le

polynbme :

pro=(e={i+ &) =P+ ) et 5)

est donc dans tous les cas un polynbme & coefficients réels, et il change une
el une seule fois de signe sur |2, +oof si les racines o, B et yn'ont pas méme
module, alors qu'il ne change pas de signe sur |2 , +=[ si1 clles ont méme
module,

En d'autres termes, 1"équation Pyiz) = 0 admet trois racines de méme

module si et seulement si P(2) = 0. Or,
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pllgjg_(lﬂ -p iﬁm’r) by - ul) (lu ﬁHB JH'}' al)’ ()

--((%+¥+%

FeE5es)

_(gdﬁq.?

=4|% la+ﬂ+y}(—+ ?) )

Onsaitque e+ P+ y=1et Elf-i- 1y I—=-1~T‘ Par ailleurs,
B ¥ r°
L & +|B I
(13 Ex )‘x+(xﬂ-(( ""T"‘ o .

3 3
@' +B +y’ _le+Btyl ~313+B+'rl(ul+l+.l-)+3
p

afy oy Y
et de méme

LI I 4 4
“mu;“'? 3 '113‘:'( +Ls ) — 3l + B+'{l( + = +Y)+
Dunc:P:{Z]:i‘?-ﬁfq.ﬂ.l‘Ljﬁl__‘j

R R R
Dis lors, la condition nécessaire et suffisante pour que les trois racines de £,
aient méme module peut s'écrire :

- 2
27R — 18R +4lw+wl-1 =p

Quencore : (YR =132 =4 13w - 1|

- 1+pe” 2_1+p°+2pcost

Si I'on pose w e (donc R = 5 2281 ) cette inégalilté est
vérifiée 1 si p =0, 51 p + 2cos7 = 2 ou si p + 2¢0s1 =~ 2, ce dernier cas €ant
a exclure st p > 0. W doit donc étre & I"extéricur ou sur un limagon de Pascal
que nous appelierons (L), inverse de la parabole de foyer G et de sommet
' dans 'inversion de pdle & qui transforme O en A. 1 est tangent b la
médiatrice (A) de [OH] en deux points J; et J, apparienant également au
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cercle (T) de diaméwre [GH]. Sip = 0, w = 1/3, on se trouve au point de
rebroussement de (<) et I"équation admiet |/3 pour racine triple.

D'ailleurs, que représente au juste cetle frontidre? Tout simplement le
lieu des points W pour lesquels le polyndme P, admet une racine double.
C'est clair, par exemple, sur la relation (5). Cette frontigre est donc & exclure
de notre ensemble des pivots, car les trois racines de I'équation ne forment
plus un triangle.

On aurait donc trouvé ce méme liew en calculant, par la méthode de
Cardan, le discriminant du polyntme P;:

3 32
4 [w = 1_) +27(- S T ‘L) =w’{2?w’-“u‘-2 ~ 18 wiv 4 (w + W) - 1)
3 27 3

le w2 n'étant 14 gque pour nous
rappeler qu'en un point isolé,
w = 0}, que nous avons exclu - et
que pous continuerons d’exclure
tout au Jong du probléme , il y a
également une racine double.
Mais en outre, et ¢'esl autrement g
plus intéressant, ce lieu frontigre
est inclus dans 1'ensemble des w
pour lesquels les trois racines ont

méme module. Si a = f, :
¥=1 = 2o donc la racine double Jigure 4
appartient au cercle:

|} = |1 = 2ax}, heu des pomnts A tels que AQ = 240, donc au cercle (T7) de
diumere [GH], La troisieme racine appartient, elle, au cercle de diamétre

"
z -_'-Il

3 1

[GH'). Et w = afd + By + Bot = a2 — 3a) soit, si I'on pose @ =

R
e Eu(l € ] ce qui correspond bien au limagon de Pascal précédemment

trouvé. En outre, 1 — 3w = {1 — 3¢)?, le paramétre 1 est done le méme que
précédemment.

Rien d'étonnant que ce soit précisément en ce lieu des w pour lesquels P
admet une racine double gque se situe la frontigre entre les pivots et les non-

2 2
pivots, car, comment passerait-on de R =a 2 5:=]3 en un point ou o
o o

serait différent de 37 C'est également en ce liew, et en ce lieu seulement, que
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I"orthocentre et le centre du cercle circonscrit au iriungle des racines cessent
d’étre des fonctions continues de w. Lorsque w atteint cette frontidre, A = B
et le centre du cercle circonsceit se perd sur la médiatrice de [AC] qui passe
par 0.51 W pénétre le limagon, C continue sur sa lancée, pénétrant lui aussi
dans sa zone interdite- le disque de diamétre [GH'] - |, tandis que les deux
racines A et B qui se sont percutées, rebondissent perpendiculairement,
appartenant non plus & un méme cercle de centre O, mais i une méme droite
passant par O, ce qui rejette le centre du cercle circonscrit au tnangle ABC
diamétralement a ['opposé de O sur le cercle passant par C, O et le mileu de
[AB]. Et I'une de ces racines va rejoindre € en @ lorsque w tend vers 0.
Pourquoi le disque de diametre | GH’] est-il une zone interdite pour C (ou
n'importe quel sommet du triangle ABC)? Simplement parce que ¢'est le lieu
des points C tels que CH > 2CO, Or, "étude des angles d'un des triangles
ACH ou BCH montre instantanément que CH = 2Rcos C. Mais ce résultat
élémentaire m*a suggéré un exercice qui. hors contexte, peut sembler diffici-

le. C étant extérieur au cercle de diamétre [GH'), 'angle GCH' est mpu, ce
gui cntraine que G et H' sont du méme c6té de la perpendiculaire en C a
(GC). Or, ceci est tout autant valable pour les deux autres perpendiculaires
{en A 2 (GA) eten B a (GB)) ; ces trois perpendiculaires forment un triangle
dont G est point de Lemoine (isobarycentre de ses projections orthogonales
sur les ¢01és), G est donc intéricur audit tnangle, tout comme H'. D'ou
"énoncé, en changeant radicalement les notations ;

Soit ABC un triangle quelcongue, K son point de Lemoine, A', B', C' les
projections orthogonales de K sur les clités du triangle, £ le centre du cercle

circonscrit A A'8°C", Montrer que le point M défini par KM =4KQ est
intérieur au triangle ARC. A figure 5

Figure 5 : H' orthocentre de
A'B'C’ vérifie ;

H'A'=2QA cosA 'l
donc en particulier H'A" < 2QA°,
Danc A’ est extérieur au cercle de

diamdtre (MK] et MA'K est aigu.

Pour utiliser ce qui précede, il ©
faut bien se conviuncre que Tes triangles ABC que nous éludions, représen-
tent hien tous les triangles possibles, & 1'exclusion des triangles équilaté-
raux : nous nous contentons d’adapter le repére au triangle. Néanmoins,
Bultatin APMEP 1 408 - Février-Mars 1997

71



Bulletin de 'APMEP n°408 - Fev/Mars 1997

Marie Laure CHAILLOUT a fournt une résolution directe de 'exercice ci-des-
sus. Le centre de gravité G de ABC est isogonal de K, el les projections
orthogonales de ces deux pomnts sur les chiés sont sur un méme cercle de
centre le mihiew de [GK]. D'ailleurs, I'ellipse de foyers G el A admettant ce
cercle pour cercle principal est tangenle aux trois cdiés du triangle, rappelle
Jacques BouteLour. §2 étant le milieu de [GK], il suffit de prouver que le
symétrique de K par rapport & € est intérieur au triangle, ce qu'on peut faire
au moyen des coordonnées barycentriques ...ou, comme Edgard
DELPLANCHE, en écrivant 1'équation barycentrigue de l'ellipse et en prouvant
que M est intérieur i l'ellipse.

En conclusion, et pour revenir & notre limagon de Pascal, w est pivot d'un
triangle, ce qui signifie que les trois racines de P, som les affixes des som-
mets d’un trniangle dont O est le centre du cercle circonscrit et H 'ortho-
centre, si et seulement si W est i I'extérieur du limagon de Pascal (L), ce

qui peut s*éerire indifféremment :
4 2
2R —1BR +4lw+w-1>0

ou (BRI — 17 > 43w - |2 (6)
ou meme GRZ=1>23w—1|
en posant R =|w},

D'aucuns objecteront que, quel que puisse étre 1'intérét théorique de cette
approche billaroide, par exemple pour résoudre 1"énoncé 245 des problemes
de 'APMEP, en pratique, pour ce qui est du problgme dEuler et de la réso-
lution effective d'un triangle dont on conail trois points remarquables, il
serait plus commode de disposer d'une équation a coefficients réels.

Objection retenue. Considérons done le polynGme a coefficients réels

Po@Pore =22 4lw+ 5+ Dt -we+wilier’]s?

]

= A < i
v+ W+ R 2Rz + R
Dans la mesure ol les racines @, B, v de £y ont toutes trois pour module R, ce
polynéme peut s"écrre ¢

paopga =2+ & —la s @) 2k =(ps Pa) 24 &' =(y +702)
3 2 2
=[:3+ Rll —.\‘;:'zlfﬂ:' d.-p;:?l-::}Rﬂ e
en appelmt Pi(R)=2-g2 4 pz -

le polynime Panr=(: - o + ﬁﬁ(:_ —11'5 i a’ le=ly + 0.
Bulleetin APMEP v 408 - Févriar-Mars 1897



Bulletin de 'TAPMEP n°408 - Fev/Mars 1997

Une identification rapide montre que

Pin=z"- 2:1+(n-'+ T 3R!j:,+(4R2—!l + Rl)lw + iﬂ)

Or, at=B-Y=4R? - B+ 12 =4R 7~ |l - 4?
=R’ - 1)+l d
Dune le polyndme Py(z) = (2 - a2)(z - b2) {z — ¢?) peut s"écrire
Piz)= Pilz— (3R - 1))
soit

Pan=2-lor’ ~1) 2+ (270 -0 satw )2 (D

3 4 2
R (278" - 1887 +alw 5 W) —1)

On retrouve 1a, ¢t ce n'esl pas une surprise, la relation (3) :
@+ b?+ec?= 9R? - L. On retrouve aussi a? b* c2 = ROPy(2). D'apres la
relation (5), il est clair qu'on devait avoir a?b?c? = R6|Py(2)], mais en outre
nous sommes dans le cas ob @, f, yont méme module, donc ol P(2) = 0. §i

1
3

I'on se souvient que |'aire du triangle § == @b sin E - ‘fn;- . on a méme plus
2 + 2

précisément: 165 =278 — 18R +4(w + W) -1 (8).

Et comme, d"autre part

4 3 3 2 B

2R < 18R + 4w+ W -1 =4(2?R ~9R 4 [w + Fl)—[%’ - !]

on peut méme en déduire de la formule de Héron, car
] 1 3 2 2 4

IR -9R +lw+wl=ah +bcl+e'd d'aprés (7). En définitive, la
seule originalité de cette relation (7), c'est le pivot w, ce nombre complexe
que 'on pourra caleuler & partir du triangle O/H et qui permet de calculer
non seulement R, mais aussi §, I"'intermédiaire fondamental du probléme
d'Euler,

Notons au passage que

1
2 G 2 4 e S U
3w - | =¢IT(‘9R - 1' - 488 )=a‘+ b+ -ab -be'-cd.
Remarquons également que ¢'est seulement lorsque a, 3, et ¥ ont méme

module, donc lorsque 2R = 18R +4lw +Wl-120, qgue ce polyndme

Py admet pour racine les carrés des longueurs des cités du triangle ABC. Si
Bulletin APMEP e 408 - Févrfar-Mars 1997
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la condition n'est pas satisfaite, le coefficient constant 'y n’est guére modi-

2 4 2
fié : d'aprés (8), il reste égala ¢'s=R |27R - 18R + 4w+ W) -1
Mais le coefficient 5'5, par exemple, n'est plus du tout égal & (9R? — 1), mais

a 3(&&+B§+7?’l—1.

Comme on a alors uﬁ= af=yy= R, cela peut s'écrire ;

BR:(%+E- +13

avons calculé, en (5), la valeur Py(2), nous pouvons plus facilement encore, 3
['aide de :

ol % + g- est la racine simple réelle de P, ; nous

[ +§a(ﬁ +1r‘“? +a) (ﬂ‘*ﬂ'ﬂ'] -+_1_!"1'
{uﬂ‘ri y
caleuler PH0) =1 - 4, 4 2w+ ) + v —13 et. de maniére analogue :
R R R
Pl{-2|=—‘i—,#])-
o
Donc :
Pua=z"+ | —-l_ ‘J+(3 ‘J "u“! (l-" 2[»1-;}
R R R R R

Si %+ B est1a racine simple réelle du ce polyndme P,

Rz(% + g] + '3!3.'2 - I) est la racine simple réelle du polyndme :

b

—3p3s —2p42 sint - p cosi)

L

el posanl W= . Ce n’est pas impossible & résoudre ! On voit facile-

1 + pe
3
ment que (-p) est racine double si w est sur le limagon (S0) (p = 2 — 2 cos?)
ou, si w est réel inférieur 3 1/3 (cosr = -1), et que cest bien pour w' non réel
intérieur au limagon que ce polyndme admet une seule racine réelle; mais
cette racine n'est qu'un des coefficients de I'équation dont les racines sont

les carrés des longueurs des coiés du triangle! Nous avons eu beaucoup de
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chance que, dans le cas ol w est pivot, cela se simplifie si bien, car dés lors
que I'on mélange des complexes et leurs conjugués dans une méme Equation,
on peut vite arriver & des caleuls prohibitifs...

Par ailleurs, la relation (7) montre clairement que, pour que P, admette

trois racines qui soient les carrés des longueurs des cotés d'un triangle, il est

nécessaire que 2'.-'4\‘?4 ~ 18R+ 4w + W)= 1 > 0, done que w soit extérieur
i (). Mais est-ce suffisam? Peut-on affirmer, lorsque celte condition est
remplie. que le polyndme Py admet trois racines strictement positives dont
les racines carrées yérifient I'inégalité triangulaire ?

Paradoxalement, cette seconde condition est plus facile & vérifier que la
premigére. Car si a, b, ¢ sont trois réels strictement positifs, trois au moins des
quatré réels: u + b +¢, a+b-c a-b+ e —a+ b+ sont sirictement
positifs. 11 suffit done, pour que ['inégalité thangulare soit vénfide (les trois
points A, B et C étant non alignés), que le produit des quatre soit strictement
positif, ce qui éguivaut bien 4 la condition (6)

+ 2 -
27R — IS8R +4lw+W)-1>0.

Quant aux trois racines positives, il suffit d"éerire

sz_p=;3_ﬂa+[£i):_(.c+ 1) 2= dp ]
3 g 3
en posant s =9R2 - | et p = 13w - 1| pour constater gue

=)

4 2
En 0, Pyest négatifsi 27TR - 18R +4lw+ W -1>0.

4 5 —
Au maximum local -—3—8, ona:

P{J —3 p) =(x -;pﬂs +32p) _(.s' ; 1 ](\T —34&) = (5 « 2p) |22p?— [s - p"n

et de méme Pa(" u p] =(3 - 2pl " 2p—ls - pI»
A A

27

Or, s—p’=0w - 1+ 6% - 1) done s = p3 = 2p pour toul w, I"égalité ne
pouvant avoir liew que pour w réel.

£ + 2p est Loujours positif, nul seulement pour w = 1/3, tandis que, d’apres
(6), s = 2p > 0 équivaut 3 w pivot {extérieur & (L)),

Bulletin APMEF v 408 - Féurlsr-Mars 1897

]



Bulletin de TAPMEP n°408 - Fev/Mars 1997

En résumé, Je polyndme P, admet une racine double dans deux cas:

1) Siwestréel : Pyz)=(z - wBw—1))" (z - (w+ 1)(3w— 1)) (sl w est exté-
rieur & (3L, donc A [= 1, 173], Je riangle ABC est alors isocéle, mais la raci-
ne double persiste si w inférieur & [- | , 1/3], auquel cas, elle n’a plus aucun
rapport avec les carrés des cotés des longueurs des eOtés de ABC, et 1a troi-
siéme racine est négative).

2) Si w est sur (L) 1 Py(2) = 2z — 3w —~ 1)) (le triangle est dégénéré : deux
sommets confondus),

[l admet trois racines réelles positives distinctes si w est extérieur & (X))
et non réel, il admet une seule racine réelle (négative) si w est intérieur &
{5L) et non réel. La condition (6) est donc bien nécessaire el suffisante pour
que les trois racines de Py soient les carrés des longueurs des cités d'un tri-
angle.

Mais ce polyndme P,, ce n'esl pas le polyndme Py(z) = 23 — 5,2 +
Pac = 4y celui qu'EULER avait trouvé et dont les racines étaient, non pas a?,
bl et c?, mais a, b, ¢... Peut-on déduire Py de P3? Malheurcusement non ! et
nous verrons plus loin pourquoi... il est méme assez difficile de déduire Py
de P,

Toutefois, on peut déterminer P, par une démonstration géomérrique
relativement simple. Nous supposerons, une fois de plus, que R est connu, €t
nous exclurons le cas du triangle isocele - qui ne pose guére de probleme
dans la mesure ot R est connu,

La démonstration géométrique de la relation d'Euler 02 = R — 2Ry est
classique: elle revient & calculer la puissance de [ par rapport au cercle cir-
conserit & ABC. Les bissectrices (B1) ¢t (Bl ), tout comme (C1) et (Cly ), étant
perpendiculaire, B et C sont sur le cercle de diamétre [/7, ], dont le centre J,
appartient donc @ la médatrice de |BC). Or, cette médiatrice, tout comme la
bissectrice intérieure (/1) de 'angle en A, coupe le cercle circonscrit 8 ABC
au milieu de 1'arc BC ne contenant pas A c’esl done nécessairement 13 que
doit se rouver J;  (le milieu de "autre arc AC dlant, pur un rusonnement
analogue, le milieu de [{y/p]). On a donc :

Jalslyla=JaB=TI,C=2R m{_

Par ailleurs, r=IA sm'%- d'ol A.Ua=-2Rr=01 -R" ¢t 1'on prouve

-
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: 2 2
pareillement que Ol =R + 2Rra.

Comme la surface § du tnangle vaul : § = QCE = r[ﬂ.i‘.f:_"‘!,) ., on a:
4

g4 = abe = 2Rrla + b + o)= (R? - Q1) {a + b + ©), et comme, en butre,
a+ b+ 2 =9R? - OH?, il suffira de déterminer : py = ab + be + ca pour
en déduire : (@ + b + )2, donc s, =(a + b + ¢), done g4 = abe, done 1e poly-
nome Py,

Intéressons-nous, pour ce faire, & la puis-
sance de G par rapport au cercle de centre J,
passant par B, [, C. Elle vaut, par

Jigure

définition : G/x—Jal =Gl .Gy,
Maiz, d'aprés la relation (4),

z 7 g 5 .3
GL=tsA "+ IAB + JaC a4 b+

B L e 3 9
|\,_”,/' On a donc:
| < :
== IaA =dxf
\ < Gl .Gl =
Ny 2 3

!4 \"-..___n-f B'

>
3 - 4
_a+bh +c”

9

puisque J, B = J, C = J,1.
Or, J,A? — J4 - est la puissance de A par rapport a ce méme cercle, et elle

vaut donc be dans la mesure ol le symétrique B' de B par rapport & la bissec-
trice (AJ, ) appartient au cercle de centre J, el & la droite (AC), On a donc :

Y i, T e
be = f*_*‘_!’ﬁ_ + 3GI .Gl
et si I'on applique ce méme résultat & {; et /i,

@ +bcrca=d'+b +c + 3Gl (Eﬂwaﬂw EE.:_’
Or, nous avons éé 40 i le trouver en réponse it 1'énoncé 136 de la présente

rubrique, mais cela résulte immédiatement du débur de notre
démonstration : O est V'isobarycentre de [, [, Iy el I, de sorte que :

& +bc+ca=a+ b + 4+ 3GI 4GO -Gl
et I'on peut écrire cela : ou bien
— — ( 2 g ' ip=p —? s
36!‘460 —GIl'——ﬁ Gl + GO -\Gl —G(J, -3G1
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ce qui donne les coefficients wouvés par Euler, notamment ;
(@ +&+cP=2TR>- 12011 - 150G + 6GI*

owencore. 3011460 —Gr | =l3or — o) (- of - oH )

=OH -30I -201.0H
ce qui donne, dans notre plan des complexes, en appelant u 1'affixe de [ :

pa=ab+be+aa=9R" - i —u+
donc:si=la+b+d =2TR -6ua-2Au+ -1 (9)

sans oublier que ¢4 = (R I uE) 54 .
Il est intéressant de noter qu'une €tude identique de la puissance de & par
rapporl au cercle de diamétre [Tl ] nous aurait conduits  :

1 2 3 EO—
_be :m‘ric_" + 3GIsGl¢

Si bien qu'en posant :
X =}—Ef._; =-?i(?l'.‘4(;('.). - EI.
4 4

XA =§ Gl.a.!}_f:. £y ] =%Gls.h"x's. X ::}G!c.f-f’_fc

onat al+hitc? =x4x, x5+ X0
~bc=x+x,-Xp—Xp
— =X =X+ Xg—Xp
—ab=x-x,—Xxp+xc
Xy Xy Xy, X €lant strictement posilfs.

LLE CENTRE DU CERCLE CIRCONSCRIT

Mais il est grand temps d'aborder la seconde partie de notre démonstra-
tion: le caleu! de w & partir du triangle OJH, dope & partir de "affixe u de [
dans notre plan des complexes.

Comme chacun sait, I'élude des angles du wriangle AIB ou du triangle

AIC prouye que A =4KR sin }i— SR 2— . et si I'on éwdie en outre Pangle

s
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OAB ou OAC ,ona: {Ib' .§,= € -8B e qui peut §'éerire complexe-
2,
gL
ment: - =—4a sin L sin fmr'(".‘j’ s0it

2

1:(; —if f:c-m) ;r-:‘-m('m ~iC )
Hn=0l¢ +e& =—¢g = Qe e 4+ e |

2 ___u:e-ylc,m{tg.-n p Wy g [1E 4ot gl ﬂ,)

En se ruppelant les relations (1), on a done :

m[@_ 2BY (i 2= wlt -2
@ R
1
- - 5 g u —
ce qui entraineg : w 2 (10)

SOuN réserve que w = 1/2.
Et voila qui est fait! Si I"on s'en tient aux modules, nous retrouvons i Je
théoréeme de Peuerbach : connaisant la relation d'Euler Ju|? = R2 - 2Rr et

sachant que wi= R, on a bien || -~ 2u] = R - 3r donc ()'I:‘g—— r . Mais

nous avons bien plus que cette égalité de modules, nous avons w, nombre
complexe, le pivol du triangle, gui permet de caleuler les coefficients des
polynémes £y, Py, Pi. P; (mais pas Py!), en toul cas plus quil n'en faut pour
résoudre explicitement notre triangle ABC,
4
Reste & trouver une condition portant sur i pour que w=—"__ soit
1 —2u
hien le pivot d'un triangle (il suffit de substituer cette expression dans I'une
des inégalités (6)...) et & s’assurer que u est bien I"affixe du centre du cercle
inscrit dans le triangle ainsi déterminé ! Car enfin. n’existe-t-il pas plusieurs
1
racines distinctes & "égquation (10) =y
1=2u

NDLR-Nous ne publions, dans ce numéro, que la solurion du probléme 244 et la pre-
miédre partie de cetle du 245. Ce travail si remarquable mérite d'éire publié imtégrale-
ment, mais, pour des raisons de place, nous vommes obligés de le faire sur deux
nwméros. La suite de cette démonsiration paraitra done dans le n*400.
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