Bulletin de TAPMEP n°408 - Fev/Mars 1997

Efudes

La quadrature
du rectangle

Jean Barbé et Renaud Palisse
Paris

I - Différences successives

Soient deux réels y; > xp > 0, on définit deux suites par les relations
suivantes :
X, ¢ =min (x, v, —x.), et 3, | = max (x, v, — x,) : si Ry désigne un
rectangle de largeur x, et de Jongueur v, By ) est obtenu en découpant dans
Ry un caré de cdté x,,...

Les suites (x,, , y,) et (v,) sont décroissantes et & valeurs positives, donc
elles convergent, respectivement vers Y Ly ; COMmMe X, | + ¥, , | =¥, On 4
x+y=y, doncx=0.Commex, | +Vee; =0 — XM, 0na:

el |
2 ” 2 1
E Xiyg= i Xy — ixi ; d'on E Xe=XVp—Xn+1)pe1, identilé
k=10 inl}

k=1 =0
dont dont I'interprétation péométrique est évidente et qui donné, en passant 3

- -
la limite : Z Xi=Xgvg (1),
k=0

+ 1 + |
De méme, comme x, .y + ), 41 =V Ona: 2, fut Y& = ﬁ Fr i
k=1 k=] k=1
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<)
d’oi =¥g=Yael
L=

puis, en passant 2 la limite, Z =Yooy ()
k=1

Ltinterpréiation géométrigue de cette identité est moins évidente ; en
outre, on aimerait connaitre plus précisément la valeur de v...

II - Une caractérisation de la commensurabilité

Siy > 0, alors, & partir d"un certain rang, on aura : y, - x, >, {(carx, —
0);donc y, =y, —x, etx,.;=x, ipartir d'un certain rang ; ainsi la suite
(x,) est stationnaire, or, elle converge vers 0, on aura donc x, = 0 2 partir
d'un certain rang. Soit N le premier indice annulant la Jargeur: le rectangle
Ry .y est un carré de cbté a > {) ; quitte i effectuer une homothétic, on peut
supposer @ = 1 ; or il est clair que si x; et y; sont des entiers, il en est de
méme de x; _; etde y;_ ;... Tl s'ensuit que x; et v, sont commensurables.

Réciproquement, si x, €t v, sont commensurables, on peut supposer,
quitte A effectuer une homothéue, que x, et vy sont des entiers. Alors les
suites (x,) et (y,) sont & valeurs entiéres ; or, elles sont convergentes, donc
elles sont stationnaires. Soit N le premier indice annulant la largeur, Ry _ | est
alors un carré, de cté y > ().

Conclusion :
y = &> xj et ¥y sont incommensurables & le découpage est infini,

On trouvera ce résultat, exposé de fagon légerement différente, dans [G].
page 100,

On pourra éventuellement se reporter au méme ouvrage, page 67, pour
une démonstration du résultat suivant, bien connu depuis Euclide :

Si x; ety sont des entiers, le coté du dernier carré est le plus grand diviseur
commun de xy et yg .

111 - Aspects géométriques de 'algorithme d’Euclide

En fait, la méthode des différences successives revient i effectuer, dans
I'algorithme d'BEuclide, la division euclidienne de v, par x, en regardant “en
¥, combien de fois x, ...

A chaque division cuclidienne correspond un “renversement” des
rectangles, c'est-d-dire un pas olty, , , = x, et x, ., =y, =t saul pour la
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dernidre qui “tombe juste™ et ne donne que des carrés...
Par exemple, pour x; = 8 ¢t y; = 29, on a 4 renversements.

2
1j1

8i I'on cherche le rectangle “le plus petit possible” donnant lieu A
exaclement r renversements, il apparait qu'a chague pas, on doit avoir un
renversement... En effet, partons d'un carré unité et inversons le processus 1
on construit deux suiles (i, ) et (v,) délinies par ug=vo =1, ¥, . ; = u, + v,.
et uy, | =V, (s'il y a un renversement) ou w, (sinon). $'il y a un
renversement & chaque pas, alors la suite (i, ) n'est autre que a suite de
Fibonacei, définie Fy=F =lelF,, = F,+F,_; Nowns N; I'indice
correspondant au ¢me renversement et démontrons, par récurrence sur K,

que iy, 2F 1 etvy, 2F y:cestclairpourk=1car uy, =N, 22et

vwy = 1| + Ny 2 3, et s1 cela esl vrai & l'ordre &k, alors
BN SV =12 YNe2 Fred
BV i VN1 T T N = | TVNL e = | T N

2eNi+ NN 2 Frazd Faor=Figa

On obtient ainsi un résultat établi par G. Lamé en 1845 (cl. [K], p. 343):
Si I'algonthme d'Euclide pour la recherche du pged de a et b (a < b) requien
rdivisions euclichennes, alorsa 2 F, eth2 F, .

Quant au nombre K(x,, yu) de carrés oblenus en découpamt Ry suivant la

méthode des différences successives, il est bien évidemment égal i la somme
des quotients obtenus lors des divisions cuclidiennes successives; on peut en
obtenir une minoration faisant intervenir I'arre el e pénmétre du rectange R,

en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux idenutés (1) er (2) : Si
N = K{xy, yg)o N est le premier indice annulant la largeur, on a
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=0 k=0

N-1 . N-|
(Z x;) SN(E x;) , donc (x‘«_.&yo—y):Squyu.

2
- Xo+ ¥o-¥)
Ainsi, Klxg, yd 2 l—E—t-\—'—— ; en outre, I'égalité n'a licu que si tous
~pra

les xy (0S &k = N-1) sont €gaux, ce qui revient i yg = A xp, auquel cas K (xg,

yo) = k.

Signalons qu'en tout état de cause,
la méthode des différences successives
n'est pas la plus économigue pour 3 3
découper un rectangle, que ce soit pour
le nombre de carrés obtenus ou pour le
nombre de coups de ciseaux &
effectuer...le plus petit contre exemple 2 2 2
est:

En révanche, on peut affirmer que si les cOtés de R, sont
incommensurables, il est impossible de découper R, en un nombre fini de
carrés. Plus précisément (Dehn, 1903) : Si I'on peut découper un rectangle
en un nombre fini de carrés, alors tous ces carrés sont commensurables. On
trouvera dans [M] une démonstration de ce résultat {et un peu plus) basée sur
Uinterprétation d'une certaine matrice,..un modale de symbiose entre
algebre linfaire et combinatoire.

IV - Une caractérisation qualitative du nombre d’or

On définit habituellement le nombre d'or @ par la propriété suivante : si
Xy =1 el yy = @, alors le rectangle R, est semblable au rectangle R, C’est

une définition quantitative : @ = 1 + E]; = L*zlr—{

On appelle rectangle d'or tout rectangle semblable & celui de cotés 1 et
. Il est clair que si I'on applique 1a méthode des différences successives 4
un rectangle d'or, 1l y a un renversement & chaque pas (et une infinité de
pas...ce qui montre au passage que @ est irrationnel).

Réciproquement, s'il y a une infinité de pas et un renversement a chague

pas (on dira que le rectangle Ro est alternatif), alors x_, ; =X, _| = X, pour
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tout n 2 1. L'équation caractéristique r2 + r— 1 = 0 ayant pour racines

e LTy ~1+ﬁ}"+b—!—ﬁ)"
2 2 2 2

el 3 ML

.anaumxu=n(

L)
x doit tendre vers 0, d'oll x, = a{'—l;-ﬁ] . On obtient alors :

vo _lxo+x) -1+7Vs
—— e = | 4 | — | =}
X0 Xo 2
Ainsi les rectangles d’or sont exactement des rectangles alternatifs : ¢'est
une earactérisation qualitative.

Finalement, en considérant le rectangle de largeur 1 et de longueur -":i“-:;i

L

qui donne n renversements, on retrouve, en faisant tendre n vers I'infini :

lim Fri _ .

S o
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