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De l'intérêt du théorème 
de la forme globale en 
programmation linéaire 

1 - Introduction 

Samir Belkora 
1 NSEA-RABAT 

IUT Il - G renoble 

En programmation ùnéaire, Il est ct ' usage de présenler le lhéorème des 
~carts complémentaires. comme théorème de caractérisation des soluLions 
optimales, Ce lhéorème des écans complémentaIres est dit aussi théorème 
d'équilibre ou encore théorème de la fonn e canonoque car li ulilise la ronne 
canonique d'un programme linéaire. ri exi~te un autre théorème de caractéri­
sation des solutions optimales di l ohéorème de ln fonn~ globale qUI, comme 
son nOIO J' indique, uti lise 1. r"nne globale d'un programme linéaire el qui 
eSl pratiquement absent de 10 lilléraoure spéel.Josée ('), Nous allons donner 
une démonstration personnelle de ce théorème pOUf ensuite essayer de déga­
ger \';nlérêt pédagogique qu 'il représente à nos yeu 1\: dans un cnsl!ignemenl 
de programmaLion linéaire. en particulier s'adressant à des étudiants en ges­
lion ou en &onomie. 

1· Aucun de la dwline d'ouw-ages dom nous disposons ne. le menlionne. Nous ra\'ons 
"décou\'trt", non dérnootré grâce au cours polycopié de Call.1I9821 ... 
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2 - Quelques concepts de base de la programmation linéaire 

Nous al lons rappeler quelques concepts de base nécessaires au. déyelop­
pements uhérieurs. 

2.1 - DérmÎllon 

Un programme linéaire est un programme malhématique du Iype : 

mlllt(ou mi n)!(.t) ,. x 

dans lequel : 

- le domaine X eSI défini par un ensemble d 'équations ou d'inéquations 
linéaires du type (' ) "" ou ;;. . Ces équations ou inéquations son! appelées 
contraintes . 

. La fonction!, dite Concllon objective, ou en core fonction économique, esl 
Iintaire. Elle peUl être mouimiséc ou minimiste ('). 

Un probl~me de programmation linéaire peu t donc être formulé comme 
sLtit (') : 

maximiser ou minimiser la fonction objeçtive : 
CIX, + c~ + ... + C"xfl ;;;; Z 

sous les contraintes : 
a'ixi + al 1:'1 + .. + al..... (0) h, 
a"x, + a21:'2 + ... + a,..... (*) b, 
a"x, + a,1:', + ... + a,..... (*) hJ 

Exemple : 
Le programme hntaire P SUI".nt servita d'eKemple d' illustration pour loute 
la suite : 

l Les problèmes pratiques n'admeClellt jlUl\ais. d'inequations sltictes. 
3 On peU( toujours ramene:r un probl~me de minimisation à un problème de rnruomaLi ­
sation cl vice-versa; en effet. on a l'idenlil4!: swvanle : 

min!(x); - max - tex) 
.f& X .1 e X 

4 On peUL remplacer le symbole {*} par les slgnes _. ~ ou ~ . 
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min - xi + 2<, = Z 

S.C. -T, + T, '" -3 
A, + x~ 

., 5 
(P) -3 ... , + x, ., 1 

x, .. 0 

x, .. 0 

2.2 - Autres définitions 

• TOUl pOInt de X. c'est-à-dlre tout point satisfaisant aux conlfainres, eM 
appelé solution réalisabJe ou solution admissible ou .nco", programme. X 
est le domlllne des ,oluuons réabsables . 

• Toute solution réalisable qui rend optimale (minimale ou maximale) ln 
foncuon obJecuve f est appelée solution optimale. Résoudre un programme 
linéaire revieo' li chercher ta solu[ion optimale du programme: linéaire. 

2.3 . Résolution graphique 

La méthode de résolution graphIque est une mélhode qui s' applique aux 
programmes linéaires comportant deux ou trois vaoables pour en fournir le 
(ou les) soJulion(s) optimale(s) si ellc(s) exi,tetnt) , 

Le processus de rés.o luuon graphique d'un rogramme linéaire à deux 
variables peut se résumer 8.lnsi : 
- représenter le domaine X des solutions réalisable5 dans le plan (x, , x,) ; 
- tracer le vecteur C = (Cl ' c]) des coefficicnbt de la fonction obJective ; 
- considérer les courbes de nho'eau Cu:: {x E IR! t cl .. 1'1 + c!.t~ = rd (ce ~ont 

des droites onhogonales à cl. 
Si on cherche à maxinuser (rc~p , minlmlser) la [onction objective, dépla­

cer CM' ce qui reVient à "balayer" le domaine X , dans le senS (rcsp. le sens 

oppo~é) de c jusqu'à ce que l'interseclion de Cil aveC X SOi l réduite au mini ­

mum. Elle pr~!"'ence alors J'ensemble des solutions optimales du programme 
linéaire:. 

AJoulons que ceue: mlersccuon correspond à un sommet si le prog.ramme 
linéaire admet une solution opLimale unique, à un~ arête si le programme 
linéaire admet plus d'une solution upumale a.uquel cas il y a une infinité de 
solution opLImnles. 
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c 

Exemple : 
Considérons le progrrunme linéaire P: 

Inln -Xl + 2xl :. Z 

-3 

5 

1 

o 
o 

On v<lit graphiquemen t ('l que 
l'cnsemble des sol utions optimales 
se réduit au sommet x· il l'intersec­
lion des droites d'équations .t2 =- 0 
et -XI + Xl = - 3, c'est-à-dire de 
coordonnées (3, 0). 
L. fonclIon objecuve prend pour 
valeur nunimum :ftx") = -3. 

Ln rigueur el la pr~lslon ne sont 
~f-~- ..... -.,-'-- +-->,,---<--- cependant pas l'apanage de cette 

5 6 x, méthode (comme de toutes les 
méthodes graphique, en g~néral); 
en présence de deux sommets très 

voisins (considérer les sommets (0, 3) et (4, 1) dans nOIre exempleJ, un 
balayago à la main du domaine X peUl induire cn erreur el conduire au som­
met non Solulion opumaJe. 

o 2 3 4 
figure J 

Une vérification qu'une solution trouv~e est bien solution optimale est 
souhaitable. Les théorèmes de caractérisation des solutions optimales nous 
procurent cette vérificauon. Leur descnpLion nécessite d'jntroduire au para­

ant lcs formes usuelle, de présent.tion d'un programme linéaire ainsi que le 
concept de dualJté. 

2.4 - Fonne canonique 
Un programme ilnéaire est mis sous la rorme canonique s'il s'~crll (') : 

5 N'oublions pas de b3layer le dom31Jlc danr, le ~llS opposé du vc -teur c, car Il s'agil 
de minimiser 13 fonction objective. 

6 L'écriture "c.x = z (max ou min) "sera préfüée A "écriture "max ou min c.x = z .. 
pour Ja théonc où cUc s' Y~re plus. prauque. 
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{ 
C.X =, (max.) 

A. .t b 
x ~ 0 

ou 

ou 

A = lA j = (a i) esl une matrice m x n 

{ 
C. X =: (mm.) 

Ax ;" b 
x ~ 0 

A, désignera le vecteur ligne de la ième ligne de A r = t • .. _ • ni 

Ai désignera le vecleur colonne constilUt!! de la jème colonne de A 
j= J .. " , n. 

b = (b, . . . , br • .. . b".) est un vecteur colonne à m composantes 

c == (c\ • . . ,c)' ; • e,,) est un vecteur ligne à n composantes 

:c == (xI' . . "xj' . ..• XII est un vecteur colonne de n variables (:c E {Rtl) 

(m et '1 sont que lconques m.us. naturellement les dlmension.s de A. b, C cl X ne 
sonl pas indépendanœs). 

c.x ~! C) • .tj représente le produit scalaire du vecteur ligne C cldu vectelU' 
j .1 

colonne x. 

t all,xI 
1- 1 

A.x ~ ! a" .x, 
)", 

t Umj .J. j 

1· 1 

Ex~mpl~ " 
Si ou pose ,' 

représen,e le produilmalnclel de la matnc A el du 
vecLCur x : c'est un vec(eur colonne à m composante..!J.. 

le programme lit!!mre P s'écrit immédiatement sous la fonne canonique : 

{ 

C.x ~ : (min.) 

A), ~ b 

x;;' 0 
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On remarque que dans un progr3IT1me hnéaire mi, sous la fonne ano­
nique, les vanables sont astreintes à êrre positives ou nulle. En effet, la plu­
part des problèmes pratiques n 'admelten t pa, de valeurs négatives (les 
variables représentent des quantités, des niveaux d'activité, . .. ) 

Par ailleurs, ces conlr3Jntes de non négauvué sont séparées de~ autres 
contraintes. Toute fois, rien n'empêche d'int roduire une forme qui traite 
l'ensemble des contraintes de manière indifftrenc ite: la forme dite globale 
ou encore générale. 

2,S - Fonoe globale (ou générale) 

Un programme linéaire est mis sou, la forme globol. Ou générale s'il 
s'écnt: 

f c.x =, (max.) 
" Ax ,,; b ou l, C.x = z (mm.) 

A.x ;;. b 

La matrice A de la forme globale eSI obtenue 11 partir de la matrice A de la 
ronne canonique en lu i adjoignant les coefficients des cOntraintes de non 
négativité des variables (c'est donc une matrice (m + Il) X Il) et le vecteur b 
est augmenté des Il zéros correspondanls. 
Exemple 
Si on poSé : 

r-I 
-1 

A=U 'J [-3] - 1 - 5 

~ I b = -~ l 

Le programme linéaire P s'écnt lmmédiatement sous la fonne globale : 

c.x -. (min.) 
A.x ;;. b 

2-6 - Dual d'un programme linéaire 

A tout programme linéaire, on peUl associer un aurre programme linéaire 
du programme dual, le programme de dépan prenant alors le nom de pro­
gl"llIllJlJe primaI. 

La prtsenlation du prograrnme dual la plus courante est celle qUI est faite 
à panic d ' un programme primai écri t sous la forme canonique. C'est cil. que 
nous allons donner. 
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Soit un programme linéaire écrit sous la forme canomque 

:: : ~ (max) ou (P ) { ;~; ~ 
x ~O x ~O 

(min) 

On appelle dual de: cC programme lonéaire le programme linéaire C) : 
'b.y = w (min) 
fAy ~ le 

y ;a, 0 
ou 

Tb.y 

lA..\' 

y 

= H' (ma,) 

~ le: 

'" a 
où y;;;; (il' . .. ) 1' .. . • ) nJ eSl un vecteur colonne de ni variables (y € tRm). 

Les propriélés de la lra",po5ltion CO) ajoul6es à l' hypothèse que y esl ceUe 
fois un vecteur ligne pennertanl celte autre écriture du programme linéaire : 

y.b = 
)'.A ~ 

y '" 

w (m.in) 

c 
0 

ou 

.,",b == w (max) 

y.A :.5 c 
y ;?; 0 

S, ). première écrilure a ravanlage de donner une presenwlJon du dual 
identique 3: celle du primaI, ln deu.'\Ît:me écn lure, que nous Jd OplOn~ dan la 
suile, pennel d'év iler les symboles de lransposJtlon. 
Exempt. : 
Considérons le programme linéaire P écrit :;ous la fonne canonique: 

min -x, + 2" 2 
S.e. - .xl + x2 

(P ) -Xl - x! 

3.<, - xl 

Xj'\'2~ 0 

Le programme dual de P 
.'écrit alors : 

~ l 

;:: - 3 

;a, -5 

:;::- } 

• 

(0) j 
min -3YI - 5)'1 - y, 

s,e . - )1 - ) ~ +3).", 

Y I - )'2 - YJ 

)' l ' ) 2. )'J ~ 0 

= \LI 

,.; - 1 

Le programme pnmal é tant écri t sou!' la fonne canonique, le programme 
dual esl lUi uu~s i écrit sous la fonne canoniq ue. 

Le nombre de contra intes (rcsp. de .. 'ariables) du primol es t égal au 

nombre de variables (re,p. de conlnùntes) du du, ' ('1 

'1 ' -l" représente le symbole de lmn!.poS1l10n. 

8 Soient At ct N deu:\ mauiccs èt n c[ \' cJeux veCteurs colonnes. on a t{lM) :::: M. 
'(M.N) = 'M.IN , 'ILl''' 'v./1 
9 On ne:: eient pas ~OJ1\ptc ues contraintes de m,ln négativité. 

Butrelin APMEP ft 408 - FSvrler-MBfS '991 

Bulletin de l'APMEP n°408 - Fev/Mars 1997



Autrement dit, à chaque contrainte du primal e t associée une variable 
dans le dual (et vice versa), à cbaque coorrrunt. du dual est associée une 
variable dans le primaI (el vice versa) 

3 - Rappel du théorème des écarts complémentaires 
Nous allons maintenant rappeler le théorème des écarts compléme.n-

taires dit aussi théorème de la forme canonique (car Il utih~e la forme 
.noruque) ou <ncore tbéo""me d'équilibre; c 'est un th60rème de caractéri­

sation des solut ions optimales qui fournit une condItion nécessaire et surti­
sanIe pour qu'un couple de solutions réalisables de programmes ùnéaires 
duaw< soil optimal. 

3,1 - Théorème des écarts complémentaires 

Considérons Pet D un couple de programmes liné'IK' duaux écnlS sous 
la fonne canonique : 

(P) { 

C.X = ;: (max) 

A.x .:;; h 
.\' ~ 0 

y. b = ... (mm) 

y.A ;;. c 

)' ~ 0 

Une condllion nécessaire et s.urtisante pour u' un couple (x· . y*) de solu­
Uons réalisables des programmes li.néaires duaux P 1 D soit opumal esl : 
- si une contrainte de l'un des programmes hnéaires est inactive Co) en la 

solution réalisable, la composante correspondanle de la solution réaUsable 
de !'nulre programme linéaire est nulle; 

- s i une composante de la solution réalisable de l ' un des programmes 
l1néaires est poSIIÎVc , la conl.ralnte correspondante de l' autre programme 
linérure est active en la solution réalisable, cc qui peut s'énoncer mathéma­
tiquement: 

As .x" <.b i ~)';;;;;:O 

1 
x}·>O ~ y",A :Cj 

(,;>O=>A r . \- :cb,) . ) -(y .A > c) ~'C J =0) 

Le théorème des écarts complémentaires s'apphque fréquemment. n per­
met de tester "optimalité d ' un couple de solutiOns réali ables de pro· 
grammes linéaires duaux QU , plus uti lement. de tester l' optimali té d'une 
solution donnée d'un programme linéaire el de fournir en même temps, en 
ca, de positivllé du test, 1. solution optimale du programme linéaire dual. 

11) Si A,...r;;;;: hi' on dJl que la ,- contrainte· est arlhe (ou encore saturée, .serrée) en x. 
Autrement, n da qu'elle cst inactive (ou encore /iicht!, ulâchù) en \". 
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Mais il ne pennet pas de calculer directement 1. ,oluuon "pumale du pro­
gramme linéaire. 
Exempt_ ; 
Considl!rons le programm.e linéaire P ~crit sous la fonne canonique : 

mm - XI + 2.x 2 -= ;: 

s.e. -x I + Xl ~ -3 

(P) - XI - xl;;'-5 

3.tl X l ~ - 1 

x l.x2;>' 0 

La résolution graphique du programme linéaire P 3 (ourni la solution 
x· = (3 , 0). 

V~rifions avec le théorème des écati.) complémentaires que le pOInl t· 

est bicn solution optimale. 
Le programme dual de P s'écnt : 

! 
max - 3)' 1 - 5)'2 y, = II' 

sc - YI - )', + 3)] '" - 1 
(D) 

)' t - h - Y, '" -1 
)'1- " 2' ) ' 3~ 0 

Soi t y. supposé soluuon réalisable de D. 
D'après le théorème des écans complérnenJ.1ires, pour que .,' et y* (ormenl 
un couple de solutions optimales de P et D, ils doivent vérifier : 

Aj.x*>b/ ~ )-.=0 
x*; >0 == y·Al=-Cj 

La seconde: et la t roi~Îèmc contraintes de P sont inactives en ~ (A1.x· > b'l et 

AJ'.:c-* > bJ) ct la \'ariable x*J est supéneure à 0 e l donc y* doit satisfalfe le 
système linéaire : 

{ 
)'t= )'~=O 

- yi - yi+ 3)'3 =- 1 
qUJ admel comme solution :)'., = 1, y"', =0,)'"' , =0. 

On véone quo.\· = (l, 0, 0) est ,olulion réalisable de D(L1 J. 

II n es( indi .... l)eruable de vérifier que le point ",. 1 roumI par lc~ conditions du fJléore. 
me des ~Ca.r1.J compltmenlnires. cM solution réali~able de D. En di'el , les conrntiQn"i 

du théorème SOn[ nécessairement satisfaites par construction. C'esr le fai t que y' soit 
solution réallsllble Otlnon qUI pennel de eondure sur r opt:imaiit~ ou non de x· et y* 
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x' = (3, 0) el y' = (1. 0, 0) rcmplissen l lOUleS les cooditions du Ihéorème 
et par cuns~quen t .:c * est bien solution. optimale de Pel )'* .solUlion opùmale 
de D. 

On a ien sûr : c.x· = y. _b = - 3. 
n e" isle un autre théorème de caractérisauon des solutions optima1c~ : te 

Ihéorème de la forme globale, Ce 1h6o(ème esl as>ez peu répandu. mais noU!> 
pensons qu'il présenle un inlircl pédagogJque cenain eo raIson de sa sllopli · 
ci té d'UlilisaLion et de l'interprétation g~ om é t riquc sous-jacente. 

4 - Le théorème de la fonne globale 
Le Ihéorème de la forme globale ulilise la forme globale. laquelle, rappe· 

lons-le, ne fait as de dislÎochon en tre les cOnLTainlcs. quelles qu 'elles soient. 

4.1 • Tbéorème de la forme globale 

SO]I un programme linéai..., terit sous la Conne globale : 

J c,x = ~ (max) 

1 A.x ,,;; b ou 

x'" solu ti on réalisab l r.: du programme li néa ire. i.e . élément de 

X = {xiA ... (";; ou;') b} eSI ,olution optimale (fi nie) s i el seulemenl si il 
ex.iste des coefficients)'1 ~ O . .. . . YM + Il 3!: 0 tels que (1~ ) : 

l)c =yIA 1 ~ .. . + Y/If+ "'m +11 

2) i J\i~'t"*;t hj a l m~ YI = 0 i = 1. . .. , 111 + n. 

Nous proposons une démonstration du Ihéorème de la forme glob.lc 
basée ,ur les Ihéorèmes classiques de la dualit~ (voir en anne .. le rappel du 
théort:me de relation entre les valeu rs des fonctions objecl i ves a ... ·ec son 
coroUaue, et du lhéorème fondamental de la dualité). 

D'monslration du IIIIorim. d~ la form. globale 
Soil x' une solution réalisable du programme linéaire. 
Notons A' la matrice m x " e l b' le vecteur second membre à nt compo­

santes du programme linéaire écri l sous 1. forme canonique. On a donc : 

II (1 I.1I1e) U lhéor~me des écans complémentaires imposant à la prernJèrc conlrulOle 
de D d'être acll"e en y+ ct aux variables )'''2 el )'-3 d'eue nuJles. pour \érifier que y'" 
est so lution réaLisable de D, il suffi. de vérifier que y- ~ i sfail lil ~c:onda contrainte 
d~ D el que la variable Y-t CSI positive: ou nulle. 
12 Le vecteur c elles vecteurs A l i;::: 1, .. 'l m sont des vecteurs lignes à n compos.rultcS. 
TOU/efOlS, rien n'empêche décrire ces YCCleulS comme des vcCleulS colonnes dans 
l'~gall té. de la condi llon l). cc qui es! plus pratique pour le lraiLemenl des exempJes , 
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J," lo ~[ l A' ol el b=[:l 
lü -J 0 IJ ü~ 

-+ Supposons qu'il exjslc)' = 0', .. · ,Ynr+n) ~ 0 tel que c = )'.A avec)', = 0 si 

"X'" '#; b, el posons y ' = (Vi' ." YIO'I)' 
On a alors : c.x- ; y.A.x· 
Comme)'l:;;;; 0 sj A,.x- ~ b l Cl hm " l = .. . = b fT1 +11 = 0, On en déduit que : 

c.x"=) .b =y '.b ' 
Par ailleurs, puisque y.A = c, on a : y 'A ' (;:' Ou ~ c. et donc,)' ;:. 0 eSl solu­
ti on réalisable du programme dual. 
D'après le corollaire du lhéorèmt: de relation entre les valeurs des foncLions 
objectives, x· est solution opumale du programme Li néaire (CI)" est so~uùon 
optimale du programme dual) . 
.... Soit x· une solution oplllnaie du programme linéaire. 

D'apres le théorème fondamental de la dualité. il existe y' = ("" . . . Ym) 

solution oplunale finie du programme dunl tel que c.x· ;::.\ ',A '.x .. ;- y '.b', 
Comme A..t- ( ,,; ou ;:') b ' , de la reiation)"A '.,t- = y'.b', on déduit que si 
A 'i .x* * br. alors v, = 0 pour i ~ 1. ... ,m . 
Par ailleurs, y' est solution réalisable du programme IInéajre ct donc on 
. : y 'A ' (;;' ou ~ c. 
D6tini~sons maintenant Ym+I' ... ' YIl'l+ll teJs que: 

{ 

0 51 y·.A 'J=Cj 

Ym+i = y '.A 'j - Cj SI .l",A 'J > c) 

(j-.\t' .A" si )" .A'j<cj 

En posant y = (Yh .. . • Ym' Y,! .... I' ... ' ,\',"+11)' 

on a alors 

y,A = ou 

(y'IYIII+! " 'Ym-4-n) ' 
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soi t : y,A = ('. 
D'aUllre part, si Am+rt'" 7:- bm+J, c'esl·à-dire si :c*J > O. alors y ',A 'j:= ij 

(d·.p(ès le théor~ruc des éc.rts complémentaires) et donc y" • J = 0 pour 

j = 1 • . " , II. 

En conclusion, on a bIen trouvé y = (Yt. '" ,)'m. ,) '" 0 tel que : 

1) C = J,A 
pouri = 1, . . ,m+n, 

4.2· Autre énoncé du théorème de la fonne globale 

Nous allons maintenant énoncer le théorème de la forme globale d'une 
autre manière. qui nous éclairera SUT son interprétation géométriqu~ . Pour 
cela, rappelons tout d'abord les défini tions et propnélés suivantes: 

4.2.\ - Déflnllions 
+ Un ensemble C c IR" est tonvcxe si ; 

pour tout couple de points (x t• x2) " ex 
J'Our lout I..t, Àz '" 0 tels que 1.. , + Àz = J 
+ Un enstmble C c IR" est un cône SI : 

pour tOUlX e C 

pour tout À. '" 0 

1 

)l..t" C 

c'es t-à-dire pour tout point x E C. le rayon passant par ). est inclus dan!) C . 

+ Soient VI' ... , \/"" m vec teurs de {RI , 

Si v = 1: À,v, avec ~ ~ 0 i ::;;: 1, ... , m, on dit que le vectc::ur v e 'fR'1 CS [ 

lot 

une combinaison linéajre positive des vecteurs Vr i = ] •... > m. 

+ Etant donnée une famille de veCleurs "1 . ' ,\1", de 1R", leur enveloppe 
conique E est définie par l'ensemble des combinaisons linéaires positives 
des v" i ~ 1 • .. . , m : 

4.2.2 - Propriété., 
L'enveloppe conique E de.$ .. recteurs Vt t ... • v"" de JRn est le cône cOnVexe 

engenci.n! par les vecteurs VI; = l , . .• m. 

Justification : 

30 
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üons du cône et de la convexité. 
Illustration géomé'riqll~: SOIenl \'1' 

}.'2 deux vecteurs de IR2. 

Repré.senlOns \' lcl que v = 2\"1 + 3"'2: 
v combinaison l1néaire posiuve de \'1 

el de v2 appartient J l 'enveloppe 

conique de \Jr et "'2 qui est Je cône 

convexe engendré par les \'ecleLIrS ~ ' 1 

et 112' 
figure 2 

Le théorème de la fomle globale peUl al<m ,'énoncer de la manlère sui-
vante : 

x '" soluuon rêalisabh: du programme linéaire est solutiOn optimale 
(finie) :si Cl seulement s i le vecteur c est une combInaison hnéaire 
posj ti ve des vecteurs lignes A, de la matrice A qui correspondent aux 

COnlrainles actives en .l't, i.e, le vecteur c appartioent au cône convexe 
ngendré par les vecleurs Ij gnes Ar de la matrice A qui correspondent 

aux contraiOlt-s acti\'es en x* , 

IUUSlratiol1 du théorème dans IR'! : 

SOll x· un sOmmet du domai­
ne des solutIOns réalisables d ' un 
programme linéaire avec maxi­
mum (par .. emple" 11 l'intersec­
tioon de droite d'éqmHions 
A,-x = b, (Dt) et A,_' = b,' (D, ) ct 

soient Xl et x1 les deux .sommtl.i ' 
vois ins. Les vecteurs AI et Aj ' onl 

une direction orthogonale res~ c · 

tive:ment aux droi tes D, et D,· 
1 ï,< 
~ On voil graphiquement que, 

tant que le vecteur c se trouve à 

, ~ ". , /0 

,i/ ,,'1; 

" • 
" 'é '-f, 

" 

l 'lntérieur du cône engendré par les vecteurs i et Ai qui correspondenl aux 

contraintes actives en .x"' , le bala)'age du domrune eJ
) Llans la di rection du 

vecteur C fournil 13 solution optimale umque x*. 

S i la dlrecll on du vecteur c c.sl confondue avec celle du vecleur A, 

(r'sp,A .. ), le balayage du doml\Jne dans la direction du "neur c f"urolllQUS 

1J 'ous im:oquons ici les l eC'llmqu~ de rêro~uuon ~raphique 
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les points du segment ( .• 1. x') (resp. l.· .. ']) comme .olulions optimales. 
Pour tout point 11 l' inlérieur du segment [x' • • • ] (msp. [x'. x']). le cône 
engendré par le vecteur A, (respA,) correspondant 11 la seule contrainte acti­

ve d. ce point .e réduit il la droite de direction Je vecteur A, (rcspA, ) et por­
tant le vecteur c. 

Enfin. si le veclCur c se si tue juste à gauche du vecteur A, . on "bascule" 
vers le sommet xl comme unique !o.olution optimale. SI le vecteur c se si lue 
Jusle à droite du vecteur Ai " on "bascu le" vers le sommet x2 comme un ique 

soluuon optimale. 

4.3· Comparaison avec 1. théorème d"" écarts complémentaires 

La vérific3IJon de l'optimalHt d' une solution par le théorème de ia forme 
globale fournit ausSi la SolUlion opllmale du dual en as de positivité du 
test: la démonstration ci-dessus montre que les coefficients y, qui inl.en'ien­

nent dans le théorème de la fonne globale sonl des variables duales (u) 

Que ee sail par le théorème de la forme globale ou par le théorème de la 
forme canonique (''), t""ler l'optimali té d'une solution réalisable x d' un pro­
gramme linéaire P reVjent à appliquer des conditions qui donnent un sysl~me 
d·équation. en y. Une foIS oblenue la solution y. le teSt est positi f si les 
variables duales)', sont posioves ou nulles pour le théorème de la fonne glo­

bale ou si y est Solulion réaltsable du programme dual D pour le Ihéorème de 
la fonne canonique. 

Théorème de la forme globale et théorèote de la fonne canonique sont en 
fai t deux théorèmes équivalents. C'est ce que nous .1I0ns montrer (" ). 
DimDnstraJ.ion 

On considère le programme linéaire primaJ .vec maximum (l a démons­
tral,on est analogue pour le problème avec mimmum). 

Com me pour la démonstration précédente. no tons A la matrice 
(m + n) X n du programme linéaire écri t sous la fonne globale et notons A ' la 
matrice ni X If el b' le veCleur second membre à m composantes du program­
me linéaire écot sous la forme canonique. On a donc : 

." U cst donc important de faue correspondre les indices des coefficients avec la 
num~ro(aLl0n des cont.raintcs (voir exemple ci-après . . . ), 
1$ Rappelons que c'est une autre appellation du théorème des ~ca .n .s c:.omplémen­
talres. 

16 Le théorème de ta ronne globale peUl aussi êlre démontré en érablJs am son équi­
valence: avec le théorème de la forme canonique el en démontranl ce dernier 
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- T.F.C. => T. F. C. 
SOIl x une solution réalisable du programme pnmal 

Supposons qu',1 ex iste )' = (YI' .. . , YIt'I+II) ~ 0 leI que c ;;;; y.A ave 

A, .. t :t= hl pour i = l , .. .. III + Il el posons y ' .:: (y, • .. . , lm). 

Il s'ensull qu~ : 

\ = 0 si - , 

• y '. A ' ~ c et y' ~ 0 et donc J' esi soluuon réalisable du programme dual . 

• ~i A ' , .À < bi alors y, = 0 pour i = 1. _,_ • m. 

+ s i Xj > O. c 'est-à-dire si t\m .. j'x ;.e bm +j alors j 'lII1 +j = 0 et donc 

cJ ::: y.Ai;;;; } '.A 'j- Ym"TJ = y '.I''\ 'J pour) -= 1 • ... , Il . 

- T.F.C. =0 T. F. G. 
Soien t x el y ' = (.1' l' .. • -"ml des solutions réalisable, de, programmes 

linf!aires duaux. Supposons qu ' elles \'~rifien t les relations : 
A ·,.x < hl = )'J :;;;: 0 pour = 1 . ... • nE 

'i> 0 => y .A ') = 'J pour} = 1. ... . /1 . 

Dêfinissons maintenan t J'PlI' l' .. . )'ffl t Il tels que -l' 0. si}" A 'j:cJ 

)111-+ 11 -

y 'A '-Cl si y'A '1> c) 

En po~anl." :;;;: (Yl' .. ' Y'II' y". + t • ... , lm ... ,). on a lors : 
+ );"0 

+ c =,l -A 
+ si "i_l*b, aIOf~) , = 0 pour i = 1 . .. . , m 

et si AI'.I .. rt *" bill + j c ' es(-à·dire ;:,i\} > 0 alors y '.A') = cj el donc 

J'1ft .... j := 0 pour J = l. .. , fl . 

L' applica tion du Ih ~orème d. la fonue glohale nous parait plus >Impie 
que celle du lhéorème de la forme canonique ToulefolS. la lecture des 
variable< !luales fournies par le théorème de la fonne globale est à manier 

avec quelque précaution : 

Bulletin de l'APMEP n°408 - Fev/Mars 1997



- des variables duales, qui figurent dans l',,ppllcation du théorème de la 
forme canonique, n'apparaissent pas si on applique le second énoncé du 
th éorème de la forme globale; ce sOn t les variables as oc,fe. aux 
contraintes du primnl qui sont non actives et d'après le prenùer énoncé du 
théorème de la forme globale, elles sont nulles, 

- des variables dualcs, qui ne fi gurent pas dans l'applicauon du théorème de 
la forme canonique apparaissent: cc sont les variables assocites aux 
contraintes de non négativité sur les variables primales (uniquement ceUes 
qui sont acuves SI on applique le <ccond énoncé du théorème de la forme 
globale) : ces variables duales ne sont pas prises en compte par le théorème 
de la fom,e canonique. 

Nous aUoru, rependre notre exemple pour illusU'cr le théorème et ces deux 
cas de li gure. 
extmplt : 
ConsidéronS le programme linéaire P éent sous la fomle globale : 

mm - x, + 2x, = z 
s,e. - X I + x! ~ -3 

-X t - x2 ~ - 5 
(Pl h, - x2 ~ - 1 

x, '" 0 

Xz '" 0 

Appliquons cene fois le lhéorème de la forme globale pour vérifier que le 
point .• • = (3, 0) o<t bien solution oplimale de P. 

Au painl X· , la première contra..inte ct la cinquième contrainte de non 
négativité sont actives" 

D'après le théorème de la forme globale, x' est sol ution optimale de Psi 
el seulemen t si il ex iste des coefficients positifs YI ct )15 tels qu e 

c =x,A,.y,A, 

SOJ : 

ou enco(c I- I =-V, 
2=\'+\". p l " S 

Le système linéai re admet comme solution: )'1 ::: 1 > 0 y, = 1 > 0 cl donc 

x· eS! bien solution opumalc du programme linéaire P. 

Les vanables duales J'z et J) n'apparaIs 'en! pas, Elles som associée, res­
pectivemenl aux deuxième et troisième contraintes non IlCÛVCS du pri ma] On 
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a donc) l ::- y, = O. 

Le coefficient Y5 qUI ne figure pas dans J'application du théorème de Ja 
fonne canon ique apparaît ici . II eSI assocl6 à la contrainte de non négativité 

x1 ~ 0 qw e.~' active ici . 
On retrouve 1. solution oplimale du dual y. = (l , 0, 0) obtenue par le 

théorème de ln forme canonique. 
On notera que l' appltcation du tMorème de, écuns complémentaire. 

nous avau conduit à vérifier que \. est solution réalisable de D. ce qui revc­
nail à vé rifier que ." ... } ~ 0 et Y"l ....., 2. C'esi bien la même vérification 

qu'enlI1ll'no l'application du théorème de la forme globale (\'1 '" 0 et y, '" O. 

avec 2 =.1'1 + .l'l)' 
4.4 - Théorème de la forme globale el aoalyse d. "'D.ibUi!é 
Le théorème ,e révèle particulièrement intéressant pour l'annly''' de ,en<lbl­
lité . Il permet de repondre très simplement 11 des que,uons du type: 
- Pour quelle \'aralion de cl. solution optirnale du programme linéaire .. "e 

inchangée '!( Hl 
- Partitiooner IR2 en régions tclles qu'un sommet reste Solulion optimale 

quand c appartJent à une région (pour un problème 11 deu. van_bles). 

E,ulllple : 
ConSidérons le programme Iinéai(C P écrit sous la forme globale 

mm -x, + 2,rl = z 
s.e. ~XI + x, _ -3 

-Xl .\'1 '" - 5 
(P) h , - x, - 1 

X i 0 

x, ;. 0 

La résolution graphique nous fourni t le sommet opumal (3, 0) parmi les cinq 
sommets X i = (3, 0), x' = 14, 1). x l = ( l , -1), ,"'; (O. 1) et x'; 10. 0). 
- A la question "Pour quelle \'ari"tion tlc = Ok" oc,) de c, la solulion 

xl = (3, 0) rèStc pumale?", il su ffil pour> répondre de poser, en applica· 
lion du théorème de la fomle globale. que c + Ile soit être combinaison 
1iné.ure posilJvt:. de~ vecteurs corrtspondanLc, aux contraintes actives en x'. 

17 Dan .. nolTC OIttde lraUaJ1t du profil marginal en programmation llnéanc !I. paraiue 

prochainement (l'otr bibliographie), le Ihéorème de la (orme globale l'avère lè pra­
tique pOU[ cc type de question. 
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soit : 
c +6c =y,A,+ yj/1, et )' ,.)'s;;, O 

{ 

-1 + &1 = - YI 

'.e. 2 + oC2 = )', +), 

el )'1')'5 ~ O. 

La résolution de ce système permet de conclure gue la solution x' = (3,0) 
restem optimale pour Loute variation 6 c de c telle que 

1 
oc] .,; 1 

oc] + OC2 ;;, - 1. 
- On veut parttitionner JR2 eo régions telles qu ' U" sommet reste solution opti­

male qUllnd c appartient à une région. 
D'après l' interprétation géométrique du théorème de la forme globale, la 

région Rt à laquelle don appartenir le vccteur c pour qu 'un sommet .ri reste 
solution est le cône engendré par les veCleurs Aj c orrc~pondant aux 
conlt8..intes actives en xl. 

Il raut donc partitionner IR' sui­
van t les vecteurs A, de la matrice A 
de la forme globale, correspondan' 
aux conlrajntes aclives en xt 

k = 1 • ... , 5. soit : 

5 - Conclusion 

• 
. ', 

Le théorème de la forme globale. comme le théorème de ' écarts complé­
mentaires, tout en testanll'opumahlé d'une solution d'un programme rinéai · 
re, permet d'obtenir la solUlion optimale du programme dual en cas dt poSIl1-

vité du test. Il se démontre aisément. 

Par rulleurs. sa simplicité d·uuIJsation. son intcrprétalion géométrique 
immédiate. qui monLre bien le "fonctionncmcnl" d'un programme linéaire. 
son exploitation très simple pour ran.lyse de scn,ib,lit6 et enfin cinq années 
de son ensclgnemenl nous incitent ft voulOIr le tirer des oubUcttes el le 
recommander pour un cn!ttlgnemem de prognmunaLton linéaire, en particu­

lier , ' adressant à des étudiants en gestion ou en économie ("J. 
1S Nous renvoyons à nouveau, (d. nOfe 17) ~ notre aruclc lraltanl du profi t margmal 

en programmation Unéaire où le théorème <le la ronne globale. 1 largement mis à 
C'omobuuon. 
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