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Efudes

De I'intérét du théoréeme
de la forme globale en
programmation linéaire

Samir Belkora
INSEA-RABAT
IUT Il - Grenoble

1 - Introduction

En progrummation linéaire, il est d'usage de présenter e théortme des
écarts complémentaires comme théoréme de caractérisation des solutions
optimales. Ce théoréme des écarts complémentaires est dit aussi théoréme
d'équilibre ou encore théoréme de la forme canonique car il utilise la forme
canomique d"un programme linéaire, 1] existe un putre théoréme de caracléri-
sation des solutions optimales dit théoréme de la forme globale qui, comme
son nom I'indique, utilise la forme globale d'un programme linéaire et qui
est pratiquement absent de la littérature spécialisée (*). Nous allons donner
une démonstration personnelle de ce théoreme pour ensuite essayer de déga-
ger |'intérét pédagogique qu'il représente & nos yeux duns un enseignement
de programmation linéaire, en particulier s'adressant i des éuudiants en ges-
Lion ou en économie,

1- Aucun de la dizaine d'ouvrages dom nous disposons ne le mentionne. Nous l'avons
"découvert”, non démontré griice au cours polycopié de Carz [1982]...
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2 - Quelques concepts de base de la programmation linéaire

Nous allons rappeler quelques concepts de base nécessaires aux dévelop-
pements uliérieurs.
2.1 - Définition
Un programme linéaire est un programme mathématique du type -
?}3} (ou min) f (x)

dans lequel:
- le domaine X est défini par un ensemble d'équations ou d'inéquations
lin€aires du type (°) < ou =. Ces équations ou inéquations sont appelées
contraintes.
- La fonction f, dite fonction objective, ou en core fonction économique, est
lindaire. Elle peut étre maximisée ou minimisée ().

Un probléme de programmation linéaire peut donc ére formulé comme
suit (%) :

maximiser ou minimiser la fonction ohjective
CiXy +Ca+.t CXy = I

sous les contraintes :

ApXy + dyaly + ..+ a8, (%) By

{ apx;+apk ... tagx, (*) b

Ay kg +ayoky + ...+ Ay, (%) by

U1 X) * QupXa + oo F ApeXy (%) by,

L

Exenmiple :
Le programme linéaire P suivant servira d'exemple d'illustration pour toute
la suite :

2 Les problémes pratiques n'admettent jamais d'inégquations strictes,
3 On peut toujours ramener un probléme de minimisation A un probléme de maximali-
sation el vice-versa ; en effet, on 4 Videntité swivante ;

min S ()=~ max — f(x)
se X rE X

4 On peut remplacer le symbole (*) par les signes =, =, ou =,
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min -ty + Ix; = z
§€.  -x + ¥y = -3

Xy + 1 =5

Py B b oAy < 1
% = 0

Xy = 0

2.2 - Autres définitions

* Tout point de X, ¢’est-A-dire tout point satisfaisant aux contrainles, est
appelé solution réalisable ou solution admissible ou encore programme. X
est le domaine des solutions réalisables.

« Toute golution réalisable qui rend optimale (inmimale ou maximale) la
Foncuion objective [ est appelée solution optimale. Résoudre un programme
linéarre revient & chercher la solution optimale du programme linéaire.

2.3 - Résolution graphigue

La méthode de résolution graphigue est une méthade qui s'applique aux
programmes linéaires comportant deux ou trois varables pour en fournir le
(ou les) solution(s) optimale(s) si elle(s) existe(nt),

Le processus de résolution graphique d'un programme linéaire 3 deux
vaniahles peul se résumer ainsi ;

- représenter le domaine X des solutions réalisables dans [e plan (x; , x5) :

- tracer le vecteur ¢ = (|, ¢;) des coefficients de la fonction objective ;

- considérer les courbes de niveau C, = {x € IR? f cy.x) + 3% = ) (ce sont
des droites orthogonales & ¢).

8i on cherche & maximiser (resp. mingmuser) la fonction objective. dépla-
cer C,, ce qui revient & “balayer” le domuine X , dans le sens (resp. le sens
opposé) de ¢ jusqu’a ce que Uintersection de C, avec X soit réduite au mini-
mum. Elle présente alors 'ensemble des salutions optimales du programme
linéarre.

Ajoutons gue celte intersection correspond & un sommet s le programime
linéarre admet une solution optimale unique, d une aréte si le programme
linéaire admet plus d'une solution opumale auquel cas il ¥ a une infinité de
solution opumales.
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Exemple :

Considérons le programme linéaire P

[ min —x; + 2x; = 2

sC —x + x; = -3

N+ x5n = 5

P By + o5 o< |

x| 2 0

n = 0

On voit graphiquement (*) que
I"'ensemble des solutions optimales
se réduit au sommel x* 3 I'intersec-
tion des droites d'équations x, = 0
el —x) + Xy = =3, c'est-d-dire de
coordonnées (3, 0).

La fonction objective prend pour
valeur minimum : fix*) =-3,

La rigueur et la précision ne sont
cependant pas I'apanage de cette
méthode (comme de toutes les
méthodes graphiques en général);
en présence de deux sommets trés
voisins (considérer les sommets (0, 3) et (4, 1) dans notre exemple), un
balayage & la main du domaine X peut induire en erreur et conduire an som-
met non solution optimale.

Une vérification qu'une solution trouvée est bien solution optimale est
souhaitable. Les théorémes de caraciérisation des solutions optimales nous
procurent cette vérification, Leur description nécessite d'introduire aupara-
vant les formes usuelles de présentation d'un programme linéaire ainsi que le
concept de dualité,

2.4 - Forme canonique
Un programme linéaire est mis sous la forme canonique s'il s"écrit (%) :

figure I

5 N'oublions pas de balayer le domaine dans le sens opposé du vecteur ¢, car il s'agil
de minimiser la fonction objective.
6 L'écriture “c.x = z (max ouw min) "sera préférée & I'écniture “max ou minex =2 "
pour la théorie o elle savére plus pratque.
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c.x =z(max.) cx =z (mn.)
{A.xﬁb ou {A.x?b
x =0 x=0
o
A= (A 3 =(ay est une matrice mXn
A, désignera le vecteur ligne de Ja ieme ligne de A i=1,...,.m
Al désignera le vecteur colonne constitué de la féme colonne de A

[ ol
b=(h. ..., b, ... b, ) estun vecieur colonne & m composantes

€= (e, ... 40 5, £, ) et un vecteur Tigne 3 n composantes

x=(xy, . X .o X)) €81 oun vecteur colonne de n variables (x & TRY)

(m et n sont quelcongues mais naturellement les dimensions de A, b, ¢ et x ne
sont pas indépendantes).

X = i €;.x; représente le produit scalaire du vecteur ligne ¢ et du vecteur

,I (|
colonne x.
i‘. i
J=i
Ax= ﬁ @ X | représente le produit matriciel de la matrice A et du
1=1 veeteur x ; ¢'est un vecteur colonne i m composantes,
)X
f=1
Exenple :
Sion pose ;

-1 1 -3
A=| =1 =1 |b=|-5|ec=(=1 2) _,=(-t:)
X2

g o e

le programme li¢aire P s'écrit immeédiatemnent sous la forme canonique :

cX = z (min.)
{ Ax = (7]
X = 0
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On remarque que dans un programme linéaire mis sous la forme cano-
nique, les variables sont astreintes & &we positives ou nulles, En effet, la plu-
part des problémes pratiques n'admettent pas de valeurs négatives (les
variables représentent des quanutés, des niveaux d'activité,...)

Par ailleurs, ces contraintes de non négativité sont séparées des autres
contraintes. Toutefois, rien n'empéche d’introduire une forme qui traite
I'ensemble des contraintes de manidre indifférenciée: la forme dite globale
ou encore générale.

2.5 - Forme globale (ou générale)

Un programme linéaire est mis sous la forme globale ou générale s'il
s'écmit ;

cx =2 (max.) ¢.x =z (min.)
| Ax <b M Ax =

La matrice A de la forme globale est obtenue & partir de la matrice A de la
forme canonique en lui adjoignant les coefficients des contraintes de non
négativité des variables (c’est donc une matrice (m + n) X n) et le vecteur b
est augmenté des n 2€ros correspondants.
Exemple
Si on pose :

-1 1 -3
-1 -1 -5

A=} 3 -1 h=| -1 =1 2) x={*!
1 c=l=1 2) x (_“]

. Lo

Le programme linéaire P s"éent immédiatement sous la forme globale:
| ex =z {min)
1. Ax 2b

2.6 - Dual d’un programme linéaire

A tout programme linéaire, on peut associer un autre programme linéaire
dit programme dual. le programme de départ prenant alors le nom de pro-
gramme primal.

Lu présentation du programme dual la plus courante est celle qui est faite
& partie d'un programme primal écrit sous la forme canonigue. C'est elle que
nous allons donner.

Bullelin APMEP m' 408 - Féwiar-Mars 1397

24



Bulletin de TAPMEP n°408 - Fev/Mars 1997

Soit un programme linéaire écrit sous la forme canonigque

ca =z (max) cx =z (min)
P) Ax =b ou {iP) Ax =b
x =0 x =0

On appelle dual de ce programme linéaire le programme linéaire (1) :

thy = w (min) | by = w (max)
(D Ay 2k ol (m Ay =l
y =0 y 20
OU ¥ = (f}4 ++: ¥y -o- 1 Vo) €5t un veeteur eolonne de m vanables (v € R™).

Les propriéiés de la transposition (*) ajoutées a I"hypothése que y est cette
{ois un vecteur ligne permettant cetle autre éeriture du programme linéaire ;

yb = w (min) vh = w (max)
(D) YA = ¢ i {D) PA =
y =0 y =0

Si la premigre écriture a l'avantage de donner une présentation du dual
identique a celle du primal, la deuxidme écriture, gue nous adoptons dans la
suite, permet d°éviter les symboles de transposition.

Exemple :
Considérons le programme linéaire P écrit sous la forme canonique :

min —x; + 20, = 2
5.C. "I| + 'tl 3—3
‘P) iy - Xq ==5
o 2 min -3y — Sy - ¥ = W
3-‘:; = A =-1
s€. =y = ya+dny =-I
XXy = 0} i) e
Le dual de P l s Rrl %t
programme du e o
s*éeritalors ) m— 3 YY)

Le programme primal étant éent sous la forme canonique, le programme
dual est lul aussi écrit sous la forme canonique.

Le nombre de contraintes (resp. de variables) du primaol est €pal au
nombre de variables (resp. de contraintes) du dual (')

171" représente le symbole de transpasition.
§ Soient M ol N deux matrices et u ot v deux vectewrs colonnes, on & WM) = M,

KMN ) =M, wv="vn
2 On ne tient pas compte des contraintes de non négativitd,
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Autrement dit, A chaque contrainte du primal est associée une variable
dans le dual (et vice versa), & chaque contrainte du dual est associée une
variable dans le primal (et vice versa)

3 - Rappel du théoréme des écarts complémentaires

Nous allons maintenant rappeler le théoréme des écarts complémen-
taires dit aussi théoréme de la forme canonique (car il utilise la forme
canonique) ou encore théoréme d'équilibre ; c'est un théoréme de caractén-
sation des solutions optimales qui fournit une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'un couple de solutions réalisables de programmes linéaires
duaux soit optimal.

3.1 - Théoreme des écarts complémentaires

Considérons P et D un couple de programmes linéaires duaux écrits sous
la forme canonique :

¢x = z (max) vk = w (min)
lP?{ Ax = b lDl{ »A = e
x =0 y =20

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un couple (x*, v*) de solu-
uons réalisables des programmes linéaires duaux £ et D soit optimal est ;

- si une contrainte de I'un des programmes linéaires est inactive (') en la
solution réalisable, la composante correspondante de lo solution réalisable
de |'autre programme linéaire est nulle;

- si une composante de la solution réalisable de 1'un des programmes
linéaires es! positive, la contrainte correspondante de 'autre programme
linéaire est active en la solution réalisable, ce qui peut s énoncer mathéma-
tiquement

Apx*<h; =yr= (yi>0= A, .x*=h)
if>0 =y ‘.A‘=q (6% ‘.Albq =x; =0)

Le théortme des écars complémentaires s'applique fréquemment. Tl per-
met de tester 'optimalité d'un couple de solutions réalisables de pro-
grammes lindaires duaux ou, plus utilement, de tester |"optimalité d'une
solution donnée d'un programme linéaire et de fournir en méme temps, en
cas de positivité du test, la solution optimale du programme linéaire dual.

10 St Apx = by, on dit que Ja ™ contrainie est active (ou encore saturée, serrée) en x.
Autrement, on dit gu'elle est inactive (ou encore lache, rollichée) en x.

Bultetin APMEF rr* 408 - Féuripr-Mars 1997
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Mais 1l ne permet pas de caleuler directement la solution optimale du pro-
gramme linéaire.
Exemple ;
Considérons le programme linéaire £ écrit sous la forme canonique :

-

1l

i —x, ) 213

SC =X + X3 = -3
1P’ =X = X4 = -5
3.t|| - B5) = -1

x,.x=0

La résolution graphique du programme hnéaire P a {ourni la solution
*=(3,0).

Vérifions avee le théoréme des écarts complémentaires gue le point x*
est bien solution optimale.

Le programme dual de P s'écnt

W
= -1
Y= — Y5 =-—l

max -3y; -5y; — ¥3
R + 3y
(D) Y1 Y2 Y

Ypyay:= 0

Soit v* suppnsé solution réalisable de D.
D'aprés le théoréme des écarts complémentaires, pour que x* et ¥* forment
un couple de solutions optimales de P et D, ils doivent vérifier :

A-x¥> b, = yo, =

X% >0 - YA =
La secondc et la troisieme contraintes de P sont inactives en x* (A,x* > b, ot
Asx* > bs) et la variable x*, est supérieure & O et donc y* doit satisfaire le

systéme linéaire :
yr=y2=0 _ ,
qui admet comme solution y*,=1, y*, =0, y* =0,

—yi-yf4 3yl =-1

On vérifie que y* = (1, 0, 0 est solution réalisable de D("),

11 11 estindhspensable de vénfier gue le point v* , fourni par les conditions du théord«
me des écarts complémentaires, est solution réalisable de 1. En effet, les conditions
du théordme sont nécessairement satisfaites par construction. Clest le fait que v* soit
solution réalisable ou non gui permet de conclure sur l'optimalité ou non de x= et vy =,

Buflafin AFMEP 1@ 408 - Fevner-Mars 1597
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xX* = (3, 0y et y* = (1, 0, 0) remplissent toutes les conditions du théoréme
et par conséquent, ©* est bien solution optimale de P et y* solution optimale
de D.

On a bien sfir; c.x*=y*bh=-3.

Il exisle un autre théoréme de caracténsation des solutions optimales : le
théoreme de la forme globale. Ce théordme est assez peu répandu, mais nous
pensons qu'il présente un intérdt pédagogique certain en raison de sa simpli-
cité d'utilisation et de 'interprétation géométrique sous-jacente,

4 - Le théoréme de la forme globale

Le théordme de la forme globale utilise la forme globale, laquelle, rappe-
lons-le, ne fait pas de distinction entre les contrmntes, quelles gu’elles solent.

4.1 - Théoreme de la forme globale
Soit un programme linéaire écrit sous la forme globale :
{c.x = r (max) | €x = gz (min)
Ax < b ou | Ax = b

x* solution réalisable du programme linéaire, i.e. élément de
X = [dAx {< ou =) b} est solution aptimale (finie) si ¢t seulement si il

existe des coefficients y; 2 0, ... , ¥, 4 » = 0 tels que (¥):
”C':."I“'l Foit Vmertman
DSiAx*2b, alosy =0 i=l ...om+n.

Nous proposons une démonstration du théoréme de la forme globale
basée sur les théorémes classiques de la dualité (voir en annexe le rappel du
théoreme de relation entre les valeurs des fonctions pbjectives avec son
corollaire, et du théoréme fondamental de la dualité).

Démaonstration du théoréme de la forme globals

Soit x* une solution réalisable du programme linéaire.

Notons A' la matrice m X n ¢t &' le vecteur second membre & m compo-
santes du programme linéaire écrit sous la forme canonique. On a donc ;

11 (suiiey) Le théoréme des écans complémentaires imposanl i la premiére contrainte
de D d'étre active en y* et aux variables y*; et y*y d'ére nulles, pour vérifier que y*
est solution réalisable de D, il suffit de vérifier que y* satisfail la seconda contrainte
de D ez que a variable y*; est positive ou nulle,

17 Le vecteur ¢ ¢t les vecteurs A, J = 1....,m sont des vecteurs lignes & o composantes.,
Toutefois, rien n'empéche d'écrire ces vecleurs comme des vectenrs colonnes dans
I'Egalité de fa condition 1}, ce gui est plus pratique pour le traitement des exemples.
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[ Al A’ [ﬂb’w
A=l p | ou A= h:l!\(')

1 0 et
Lu =21 0 A 1J

=+ Supposons qu'il existe ¥y = (yj... V) = 0 tel que ¢ = y.A avec v, = O s

A, x*# b etposons ¥ = (¥, ... V)

On aalors @ c.x* = yAx*

Comme y,=0sid,x"2bhetb,,, =...=b,,,=0 onendédut que :
gx*=yh=y.h'

Par ailleurs, puisque yA=c,ona;: Y A’ (Zou=)c. et donc, ¥' = 0 est solu-

tion réalisable du programme dual.

D aprés le corollaire du théorgme de relation entre les valeurs des fonctions

objectives, x* est solution optimale do programme linéaire (et y' est solution

optimale du programme dual).

= Soit x* une solution optmale du programme linéaire.

D’apres le théoréme fondamental de la dualité, il existe ¥' = (V. ..., ¥,)

solution optimale finic du programme dual tel que ex*=y" A’ x*=y"b".

Comme A.x* (< ou =) b, de la relation y'.A'x* = y'.b', on déduit que si

Ahax*z b, plossy,=Dpouri=1, ... m.

Par ailleurs, y' est solution réalisable du programme linéaire el done on

a:vVA' (Zous)e

DEfinissons maimenant ¥, . .o. g Youen 1615 que

0 3] VAl =g
Yusi = { Y.Ai~g si YAT>g
-y'Al si yAli<g
En posant y = (¥y, .- s ¥ine Fuwets == 3 Vanhs
on a alors Al j
O Y sabmrens: [—1 0 |=c

O [ ¥mat < Ypeal Ll g =c

g IJ

Bilalin APMEF rr 408 - Fdvrigr-Mars 18957
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soil ! VA =r.
D'auttre part, si Ay, &* # b, c'est-d-dire si x*, > 0, alors y".AY = ¢
{d'apres le théordéme des écarts complémentaires) et donc y,, + ;= U pour
FE_D ey o
En conclusion, on a bien trouvé ¥y = (¥, coo s ¥m o ) =0 tel que :

1)e=yA

2)yi=0s14,x%# b, pouri=1,...,m+n

4.2 - Autre énoncé du théortme de la forme globale

Nous allons maintenant énoncer le théoreme de la forme globale d'une
autre maniére, qui nous éclairern sur son interprétation géométrigue. Pour
cela, rappelons tout d'abord les définitions et propnétés suivanies;

4.2.1 - Définitions
4+ Un ensemble C < IR, est convexe si ;
pour tout couple de points (x, 2?) e Cx C ) " .
pourtout A, A; =0telsque Ay + 2, =1 f e RING
4+ Unensemble C < IR, est un chne si:

pour tout x & C 1. e
pourtowtA=0 | ™%

c'est-d-dire pour tout point x € C, le rayon passant par x est inclus dans C.
+ Soient ¥y, ...y V. 1 vecleurs de IRy

Si= i Aivy avec A, =0i=1, ..., m, on dit que le vecteur v & TR est
i=|

une combinaison linéaire positive des vecteurs v, i=1, ..., m

+ FEtant donnée une famille de vecteurs vy, ... , v, de IR, leur enveloppe

conique E est définie par l'ensemble des combinaisons linéaires positives

desv,i=1,....,m:

E:{ve IRnJ‘vr-iﬁ.,v,, 1,20}

4.2.2 - Propriétés

L'eaveloppe conique E des vecteurs vy, ... , v, de IR est le cdne convexe
engendré par les vecteurs vii= 1, ..., m.
Justification :

La justification est immédiate en appliquant & "ensemble E les défini-
Bullgtitt APMEP 1 408 - Fdvriar-Mars 1897
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tions du cone et de la convexité,
Hlustrarion géométrigue : Soent vy,
v, deux vecteurs de IR2.
Représentons v tel que v = 2v, + Jvy
v combinaison linéaire positve de v,
et de vy appartient & I'enveloppe
conique de v et v, qui est Je cdne
convexe engendré par les vecteurs v,
et Va.
Le théoréme de la forme globale peut alors s'énoncer de la manidre sui-

vante :

x* solution réalisable du programme linéaire est solution optimale

(finie) si et seulement si le vecteur ¢ est une combinaison linéaire

positive des vecteurs lignes 4, de la matrice A qui correspondent aux

contraintes actives en x*, i, le vecteur ¢ appartient au cine convexs
engendré par les vecteurs lignes A, de I matrice A qui correspondent
#UX contraintes actives en x*,

figure 2

Hustration du théoréme dans IR*
Soit x* un sommet du domai- y
ne des solutions réalisables d'un \\ﬁ*
programme linéaire avec maxi- ; ta
mum (par exemple), & |'intersec- & .
tioon des droites d'équations Fd B2
Ax=b(DYet A, x=b, (D;)el 3
soient x! et 2 les deux sommets \ 5
voisins. Les vecteurs A, et A;, ont .

une direction orthogonale respec-
tivement aux croites D, et D,

On voit graphiquement que, = e d
tant que le vecteur ¢ se trouve 3
I"intérieur du ¢cOne engendré par les vecleurs A; et A, qui correspondent aux
contraintes actives en x* le balayage du domaine () dans la direction du
vecteur ¢ fournit la solution optimale unigue x*.

Si la direction du vecteur ¢ est confondue avec celle du vecteur A,
(resp.A, ), le balayage du domatne dans la direction du vecteur ¢ foumnit 1ous

13 Nous inveqguons ici les echniques de résolution graphigue
Bulatin APMEP v 408 - Fdvnar-Mars 1897
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les points du segment [x, x*] (resp. [x*, 2?]) comme solutions optimales.
Pour tout point 3 I'intéricur du segment [x!, x*] (resp. [x*, x2]), le cbne
engendré par le vecteur A; (resp.A;) correspondant 2 la seule contrainte act-
ve de ce point se réduit A la droite de direction le vecteur A, (resp.A;.) et por-
tant le vecteur c.

Enfin, si le vecteur ¢ se situe juste 3 gauche du vecteur A, , on “bascule"”
vers le sommet x! comme unique solution optimale, si le vecteur ¢ se situe
juste & droite du vecteur A;., on "bascule™ vers le sommel x? comme unique
solution optimale.

4.3 - Comparaison avec le théoréme des écarts complémentaires

La vérification de 1"optimalité d'une solution par le théoréme de la forme
globale fournit aussi la solution optimale du dual en cas de positivité du
test : la démonstration ci-dessus montre que les coefficients y, qui intervien-
nent dans le théoréme de la forme globale sont des variahles duales (*)

Que ce soit par le théoréme de la forme globale ou par le théoréme de la
forme canonique ('), tester I'optimalité d'une solution réalisable x d’un pro-
gramme linéaire P revient & appliquer des conditions qui donnent un systéme
d'équations en y. Une fois obtenue la solution v, Je test est positif si les
variables duales v, sont positives ou nulles pour le théoréme de la forme glo-
bale ou si y est solution réalisable du programme dual D pour le théoréme de
la forme canonique.

Théoréme de la forme globale et théoréme de la forme canonique sont en
fait deux théordmes équivalents. C'est ce que nous allons montrer ().
Démonstration

On considére le programme linéaire primal avec maximum (la démons-
tration est analogue pour le probléme avec minimum).

Comme pour la démonstration précédente, notons A la matrice
(m + n} x n du programme linéaire écrit sous la forme globale et notons A’ la
matrice m X n et &" le vecteur second membre & m composantes du program-
me linéaire écrit sous la forme canonique. On a donce ;

14 1l est done important de faire correspondre les indices des coefficients avec la
numérolation des contraintes (voir exemple ci-aprés. .. ).

I5 Rappelons que ¢'est une autre appellation du théordme des écarts complémen-
laiges.

16 Le théoréme de [a forme globale peut aussi étre démontré en établissant son équi-
valence avec le théoréme de la forme canonique ¢t en démontrant ce dernier.
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-TFG =T.EC

Soit x une solution réalisable du programme primal.

Supposons quil existe ¥y = (v, oo ¥ouq) S D el qua e = v.A avec y, =0 §i

Apxzbpouti=1,...,m + net posons ¥ = (¥ ..o ¥y

Il s’ensuit que :

* v A'Zcety =0et done y' est solution réalisable du programme dual,

*siAx<balors y=0pouri=1,...,m.

*siox; > 0, c'est-a-dire s1 A, 0 # by alors y, = 0 et done

= AN =Y A=y, =V A poucj= 1, ..om,

-TF.C.=T.F.G.

Soient x et ¥ = (v}, ... , ¥,) des solutions réahisables des programmes

linéaires duaux. Supposons qu'elles vénfient les relations :
Ax<b=y=0powr=1,....m
x;>0=yAl=¢pourj=1,..,n

Définissons maintenanit v, , . ..« ¥y 4 o tels que

[ 0 siy' A=,
J'masz] - T
YAV—g siyAl>e
En posant ¥ =(¥, - s ¥y Yo [+ 563 Ymen)s ON 2 lOTS ¢
*y=0
*c=v.A

+sidxzbalorsy,=0pouri=1, ... ,m
et si Ay, ;. jx 2 b, ;< est-a-dire si x; > 0 alors y\AY = ¢; et donc
¥mej=Upourj=1,...,m
L'application du théoréme de In forme globale nous parait plus simple
que celle du théoréme de la forme canomgue. Toutefois, la lecture des
variables duales fournies par le théoréme de la forme globale est & manier
avec quelques précautions :
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- des vanables duales, qui figurent dans 'application du théorgme de la
forme canonique, n'apparaissent pas si on applique le second énoncé du
théoré¢me de la forme globale ; ce sont les variables associées aux
contraintes du primal qui sont non actives et d'aprés le premier énoncé du
théordme de la forme globale, elles sont nulles.

- des variables duales, qui ne figurent pas dans I'application du théoréme de
la forme canonique apparaissent: ce sont les variables associées aux
contraintes de non négativité sur les variables primales (uniquement celles
qui sont actives si on applique le second énoncé du théoréme de la forme
globale) ; ces variables duales ne sonit pas prises en compte par le théoréme
de la forme canomque.

Nous allons rependre notre exemple pour illustrer le théoréme et ces deux
cas de figure.
Exemple :
Considérons lc programme linéaire P écrit sous la forme globale :

min —x; + 2x, = 2

8¢ =x; ¥ x=-3

—-xy — x; = -5

#) 1 I, - p=-1
X = 0

n= 0

Appliguons cette fois le théordéme de la forme globale pour vérifier que le
point x* = (3, 0) est bien solution optimale de P,

Au point x*, la premidre contrainte et la cinquidme contrainte de non
négativité sont actives,

D'aprés le théoréme de la forme globale, x* est solution optimale de P si
et seulement si il existe des coefficients positifs y; et yq tels que

c=x4, v,

- ok

-l==w
I 2=y 4 ¥5
Le systéme linéaire admet comme solution : ¥y =1>0 yg= | >0 et done
x* est bien solution optimale du programme linéaire £,
Les variables duales y, et y; n’apparaissent pas. Elles sont associées res-
pectivement aux deuxidme et troisiéme contraintes non actives du primal, On
Bullotin APMEP v 408 - Février-Mars 1997
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adonc y, =y, =0,

Le cocfficient y5 qui ne figure pas dans 1'application du théordme de la
forme canonique apparait ici. [1 est associé 2 la contrainte de non négativité
X3 2 0 qui est active ici.

On retrouve la solution optimale du dual y* = (1, 0, 0) obtenue par le
théoréme de la forme canonique.

On notera que "application du théoréme des écarts complémentaires
nous avail conduit & vérifier que y* est solution réalisable de D, ce qui reve-
nait & vérifier que y*; = 0 et y*; =< 2, C'est bien la méme vénfication
gu'entraine I'application du théorgme de la forme globale (v = O ety =0,
avec 2=y +¥q).

4.4 - Théoréme de la forme globale et analyse de sensibilité

Le théordme se révele particuliérement intéressant pour |'analyse de sensibi-

lité. 11 permet de répondre trés simplernent & des questions du type :

- Pour quelle variation de ¢ la solution optimale du programme linéaire reste
inchangée ')

- Partitionner IR? en régions telles qu'un sommet reste solution optimale
quand ¢ appactient & une région (pour un probléme & deux vanables).

Exemple :

Considérons le programme linéaire P écrit sous la forme globale :

mn -x; + 25 = 2

8. =X + H=-3

~X| = ¥ = =5

7)1 3k, = =l

Xy = 0

. Hn= 0

La résolution graphique nous fournit le sommet optimal (3, 0) parmi les cing

sommets ' = (3,0), 2= (4, D, ¥ =(1, 4 x8=(0, Deta*=(0.0).

- A la question “Pour quelle variation Ac = (8¢, d¢2) de ¢, la solution
xt = (3, 0) reste optimale 7, il suffit pour y répondre de poser, en applica-
tion du théoréme de la forme globale, que ¢ + Ac soil étre combinaison
linéaire positive des vecteurs correspondanis aux contraintes actives en xi,

17 Dans notre amcle traitant du profit marginal en programmation linéaire & paraitre
prochainement (voir bibliographie), le théoréme de la forme globale s'avére 1es pra-
tique pour ce type de question.
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soil
ctAc=yd +yAs et ypys=0
w |+ ﬁc| = -»M
ie { 248¢c; = ¥+ Vs

et V). vy = 0,

La résolution de ce systéme permet de conclure que la solution x! = (3, 0)
restera optimale pour toute variation Ac de ¢ telle que

{ dey=1
\ B('l "’&‘:;5— k:
- On veut partritionner IR? en régions telles gu’un sommet reste solution opti-
male quand ¢ appartient & une région.

D'aprés |'interprétation géométrique du théoréme de In forme plobale, la
région R, & laguelle doit appartenir le vecteur ¢ pour qu'un sommet x* reste
solution est le cOne engendré par les vecteurs A, correspondant aux
contraintes actives en xt.

Il faut donc partiionner IR? sui-
vant les vecleurs A; de la matrice A
de la forme globale, correspondant
aux conlraintes actives en x&
| o R 3

figure 4

5 - Conclusion

Le théorgme de la forme globale, comme le théoreme des écarts complé-
mentaires, tout en testant I'optimalité d'une solution d’un programme linéai-
re, permct d"obienir la solution optimale du programme dual en cas de positi-
vité du test, Il se démontre aisément.

Par ailleurs, sa simplicité d'utilisation, son interprétation géométrique
immédiate, qui montre bien le “fonctionnement” d'un programme linéaire,
son exploitation trés simple pour |"analyse de sensibilité et enfin cing années
de son enseignement nous incitent 4 vouloir le tirer des oubliettes et le
recommander pour un enseignement de programmation linéaire, en particu-
lier s”adressant A des étudiants en gestion ou en économie ().

15 Nows renvoyons & nouveal (¢f. note 17) & notre article traitant du profit marginal
en programmation lindaire ol le théoréme de lx forme globale est largement mis 2
contribution.
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