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Etudes

A PROPOS DE RAISONNEMENT

PAR L' ABSURDE

Philippe Lombard
(Irem de Lorraine)

Au travers des deux tentatives de réponse parues dans le numéro 398,
J'ai pris connaissance de I'«Avis de recherche n® 27w : «Le raivonnement
par absurde et le raisonnement par contraposition ne soni-ils pas, en fait,
un méme mode de raisonnement ? Existe-{-il des démaonstrations ot senl un
des deux types de raisormement convient! ». J'aimerais vous faire part de
quelques éléments de réflexion sur la premiére question qui ne me semblent
pas avoeir é1¢€ suffisamment pris en compte dans les contributions
précédentes.

1 — Le principe de contraposition

Rappelons d'abord sur un exemple ce que I"on entend habituellement
par notion de contraposée. Le théoréme de Pythagore :

(1) Un toangle ABC rectangle en C vérific a2 +b?=¢2 , |A=2B |
admet pour formulatuon dite “contraposée”

(2) Un tmmangle tel que a? + b?* # ¢2 n'est pas rectangle en C.[nonB = nonA]
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Ce deuxiéme énoncé n'a évidemment rien & voir avec la “réciproque de
Pythagore™, il ne fait que tirer “négativement” la conséquence de 1'énoncé
direct. On peut appeler “principe de contraposition” le raisonnement élémen-
taire qui consiste & passer d"un énoncé “direct” de type [A = B] & sa formu-
lation contraposée de type [nonB = nonA].

Sans aborder pour le moment la question de justifier ce principe, il
convient impérativement de garder & l'esprit la poriée relativement limilée
d'un tel mécanisme. En effet, de la méme fagon que (2) est une traduction
“en négatif’ de (1), on peut voir que (1) s’ obtient en contraposant 1'énoncé
(2). En réalité, les formulations (1) et (2) sont des formulations équivalentes
du théortme de Pythagore. C'est-i-chre qu'en toute rigueur il ne convient pas
de parler de “la contraposée du théoréme de Pythagore” mais de “la
contraposée de I'énoncé classique du théoréme de Pythagore™. Le sentiment
qui résulte de la différence est presque essentiellement de nature esthétique
et provient surtout de 1'habitude, de la tendance, 4 éviter des formulations
négatives inutiles, voire de la méfiance vis-b-vis des doubles négations, 11 a
d’ailleurs fait couler beaucoup d’encre intuitivo-constructiviste, mais ce n'est
pas ici notre sujet... Retenons simplement que la notion de contraposition
n'est que relarive aux formulations des propriéiés mais ne modifie pas, dans
Ia pratique habituelle, le contenu de celles-ci.

Que doit-on dés lors appeler “raisonnement par contraposition™? Il ne
peut 5'agir de démontrer un énoncé de type [A = B] en faisant (par
exemple) appel & “la contraposée du théoréme de Pythagore”, ce qui n'a
qu’un sens conventionnel et ne recouvre aucune distinction au niveau
logique. I s'agira en revanche de démontrer d abord "énoncé [nonB =
nonAj avant d'en déduire (au besoin, et grice au principe de contraposition)
une formulation de la propriété qui corresponde cette fois A 1"énoncé
[A = B]. Notons donc une premigre conclusion qui atténue quelque peu Ia
portée de 1'expression “raisonner par contraposition”: si je décide de
démontrer le théoréme de Pythagore sous sa forme (1) en raisonnant par
contraposition, cela signifie tout au plus que je vais m'efforcer de démontrer
'énoncé (2), puisque je ferai appel au “principe de contraposition™ pour
passer 4 la formulation (1)...La question posée par “I'Avis de recherche”
revient dans ces conditions & celle-ci : est-ce qu’un tel raisonnement est. en
fait, un raisonnement par |'absurde ? et aussi 2 celle-1a: un raisonnement “par
I"absurde” peut-il toujours se ramener au seul “principe de contraposition™?

Il — Le principe de non-contradiction

Je partiras de 'exemple déja évoqué dans le premier commentaire de cet
“Avis de recherche” et qui se rapporte 2 la démonstration de 1'énoncé
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suivant
* si le carré d’un entier n est pair, alors 1 est pair "
Nous le formaliserons de la fagon suivante :

n?pair = npair [A=B].

Envisageons pour commencer trois types de démonstrations :
Rt — type direct : « Je suppose que 2 divise n? = nxn . Comme un noimbre
premier qui divise un produit divise nécessairement un des facteurs (varianie
du lemme de Gauss), il s'ensuit que 2 divise n . egfd. »
Rz — nype contraposé : «D'aprés le principe de contraposition, il suffit de
montrer que [ n impair = a2 mmpair ]. Supposons donc n =2k + | et calcu-
lons a%: n2 = (2k + 17 = 4k + 4k + 1 . Cette expression montre immédia-
tement gue #? est impair. cqfd. »
Ra— type “par l'absurde 1 " : «Supposons que n soit impair. On peut poser
n =2k+ 1, ongbtient I'égalité : n? = (2k + 1)2 = 4k? + 4k + 1, qui montre

que n? est impair. Cela est contraire & I'hypothése, donc n  est néces-
sairement pair. cqfd. »

Ces trois raisonnements sont corrects et il n'y a évidemment guére de
différence entre le deuxidme et le trojsidme dans la mesure o0 la
contradiction mise en lumigre n'est autre que “nonA”, Dés lors ces deux
demnidres démarches se résument & mettre en évidence que [nonB = nonAl,
et la seule nuance nent dans le fait que les raisonnements ne font pas appel
au méme principe pour conclure et se lépitimer. Le second repose sur le
“principe de contraposiion” alors que le troisiéme en appelle & un “principe
de non-contradiction” permettant de fonder le raisonnement “par "absurde”.
Nowns simplement au passage qu'il n'y a, en réalité, aucune supériorité de
1"un sur l'autre: on peut tout au plus remarguer que le troisidme
raisonnement peut apporter une certaine légitimation a la démarche de
conlraposition elle-méme, en la rapportant & une fagon de penser qui peut pa-
raitre moins “formelle™, au sens oll Bkouche emploic ce mot dans sa réponse
du n® 398,

Mais remarquons aussi que le “pnncipe de contraposition™ peut étre justi-
fi¢ & partir du “principe de non-contradiction™ par un raisonnement qui est
précisément du type Ri... Démontrons en effet que, sachant [A= B), nous
aurons [monB = nonA]J :

Ry — npe "par 'absurde I "' : « Supposons [nonB | et raisennons par 1"ab-
surde en supposant gue nous avons [non[nonA ], ¢'est-a-dire [ A ]. Comme
[A = BJ, nous en déduisons [ B ], ce qui est contraire a 1'hypothese. cgfd.»
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Il — Les *faux” raisonnements par I'absurde
Considérons maintenant la variante suivante de 1'énoncé Ry ;

Rs — rvpe "par l'absurde Il © - « Supposons n impair. Alors n + 1 est pair,
¢t il en va de méme de son carré : (n + 1)2=n? + 2n + | . Or, par hypo-
these, n? est pair, si bien que n? + 2n + | est nécessairement impair, ce qui

est absurde. Done i est nécessairement pair. cgfd.»

Malgré le c6té un peu simpliste dit & la situation retenue, on voit gue la
contradiction ne porte plus cette fois sur le couple [A ; nonA], mais sur une
propriété nouvelle : la parité de n2 + 2n + 1. Le misonnement se schématise
désormais sous Ja forme :

19 [nonB =2 C] ,

2 |A =2 ponC],

3°) impossibilité de conserver [nonB] & cause du “principe de non-
contradiction”,

11 nest plus légitime de confondre purement et simplement cette nouvelle
démarche (qui contient le raisonnement Ry comme cas particulier) avec le
raisonnement de “type contraposé” : ¢'est indiscutablement la réunion d’un
raisonnement de “type direct” et d"un raisonnement de “type contraposé” gui
provoque la rencontre de deux propositions contradictoires... Nous admet-
trons pour le moment que nous avons fait le tour des possibilités et nous les
résumerons en disant ;

« Un raisonnement consiste & prouver [A = B] “par I'absurde™ s'il re-
vient & trouver une propriété [C] pour laquelle on puisse éablir & la fois le
fait que [nonB = C] et [A = non C], de fagon & conclure que [nonB | est
impossible au nom du “principe de non-contradiction” »

Bien qu'il y ait 13 une certaine dose de “formalisme”, toujours au sens oil
Bkouche emploie ce mot dans la réponse déja citée entons dés & présent de
tirer une premidre morale de 1"histoire...

Comme on le voit, un raisonnement “par I'absurde™ ne fait aucunement
appel au “principe de contraposition” pour se légitimer, il repose enti¢rement
sur le “principe de non-contradiction”. On peut cependant - si on le désire -
le justifier & I'uide du "principe de contraposition™ en le transformant en un
raisonnement complet de “type contraposé™. En effet, en appliquant le dit
principe & I'étape [A = nonC}, on sait donc que [(non non)C =» nonA ] et
on dispose alors de I'enchainement :

[nonB = C] suivi de [C = nonA]
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qui permel donc de prouver que [nonB = nonA].

Mais allons plus loin: il suffirait de faire usage du méme “principe de
contraposition” pour renverser tous les énoncés concernés et obtenir une for-
mulation directe du raisonnement prouvant que [A =» B|... Et inversement,
toute démonstration simple en (au moins) deux temps du type :

[hypothése H] = [&tape intermédiaire E] = [conclusion C ]

peut tout aussi bien étre racontée comme une démonstration de “type contra-
pos€” ou comme une démonstration “par I"absurde”, et ceci au seul prix d'un
passage au contraposé de I'un des chainons [H= E| et [E= C] !

C’est que, rappelons-le, la contraposition d'une proposition n'est en réa-
lité qu’une notion relative & des choix privilégiés d'énoncés de référence. Et
dés lors le seul intérét des choix opérés réside dans |"optimisation des énon-
cés, dans la minimisation des négations empilées, dans la volonté d'éviter
des doubles négations sujettes & cautions... Mais sur le fond, nous n'avons
cu affaire jusqu'ici, au micux, qu'a des raffinements d'ordre esthétique et, au
pire, 3 des argutics de profs de maths destinées a faire croire qu'il y aurait
des obligations & “raisonner” de telle ou telle maniére, alors qu'il ne s'agit
que de rédiger une démonstration selon tel ou tel procédé plus ou moins
recevable par le maitre ! La question est beaucoup plus grave qu'il n'y
parait : a quoi bon faire croire que l'on apprend & raisonner & un éléve si
"enseignement revient tout bonnement & le nover sous des exigences déri-
soires, dont la justification impossible est un simple galimatias pédant qui
n'a pas grand chose o voir avec le but recherché ?

Quittons un instant [a salle de classe pour rejoindre le monde
“aristotélicien” oil les mots donnent souvent un « sens aux choses » et oll les
raisonnements les plus sophistiqués se coulent obligatoirement dans le moule
de la langue naturelle. Il n'est pas besoin de fréquenter longltemps les cours
de récréations pour recevoir Jes exemples paradigmatiques de
“raisonnements par {"absurde” qui nourrissent, de génération en génération,
I'inconscient logique collectif :

R(2.3)" — « Si ma (... , elle serait mon oncle... ».
Ou, légérement plus complexe :
Rs' — « Simat..., on 'appellerait mon oncle... » !

La vox populi n'a pas besoin de recounir & «|"algébre de la logique» pour
s'inventer des archétypes de démonstration et méme pour en ciseler des
formulations elliptiques propres i n'en conserver que les éléments indispen-
sables. ..
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IV — Les “vrais” raisonnements par "absurde

Revenons au havre de paix du mathématicien offert par les considérations
formalisées, car wutes les remarques précédentes ne suffisent pas (heureuse-
ment) A répondre & la question posée au départ. Elles ne prennent pas en
comple une cinquieme démonstration possible de notre exercice de réfé-
rence :

Rs — type "par l'absurde III" ; « Supposons n impair. Alors il existe un cn-
tier k tel que : n — 2k = 1, Si nous multiplions cette égalité par n , il vient :
n? - 2kn = n ; mais comme, par hypothése, n? est pair, le premier membre
est divisible par 2... donc le second membre également : n est pair, ce qui est
absurde ! cqfd. »

En termes formels, nous avons oublié précédemment une possihilité -
celle ob la proposition C qui 1émoigne de la contradiction est la propriété B
elle-méme.,. Notez que le raisonnement se généralise au cas ol 2 est un pre-
mier gquelconque si 1'on utilise 1"identité de Bezout. Vous pouvez d'ailleurs
(a titre de récréation et seulement si le probléme vous préoccupe encore)
réaliser aussi le méme phénomeéne A propos de la sceur de voire propre
mére... Vous n'utiliserez évidemment pas le théoréme de Bezout, mais
plutdt ' irréfutable principe bien connu selon lequel une énormité quelconque
vous fait parfois vous exclamer : « ... 4 ce compte-la, moi je suis le président
de la Républigue! » ; vous direz :

Rs' — « Simat..., elle serait |'Impératrice Joséphine !... ».

Bien gue la démarche sait cette fois plus difficile, on voit ici encore gue
la contradiction ne porte plus sur un 1élescopage au niveau de 'énoncé [A ]
mais résulte de la perplexité€ induite — par poursuite implicite du raisonne-
ment — au niveaw de la proposition [B] ... Cela éwant, il est clair que
I'aboutissement d'une telle démonstration n'est possible que parce que nous
avons en fait utilisé non sculement [nonB ], mais aussi [ A ] pour obtenir [B].
Et cet exemple nous rappelle donc d*abord que nous devons modifier notre
schématisation générale en disant :

« Un raisonnement consiste 4 prouver [ A = B | par I'absurde quand il
revient A rouver une propnété [ C | pour laquelle on puisse établir a la
fois [[nonB ¢t A| = C] et [[nonB et A| = non C], de fagon & conclure
que [nonB ] est impossible par appel au “principe de non-contradiction” »
Cette démarche est bien “légitime” (au nom du principe de non-contra-
diction) car la rencontre de [C] et de [nonC ] améne, en |'occurrence, 2
conclure que Ja proposition [ A et nonB | est fausse, donc que [A ] et [nonB |
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ne peuvent étre yraies simultanément ; dong que le fait de supposer [A] in-
terdit [nonB |, ¢'est-i-dire que [ A] oblige bien | B a étre vérifiée.

En revanche, 'exemple du rmsonnement Rs (qui montre que la contradic-
tion peut naitre au niveau de [B] et [nonB ) met en évidence qu'il ¥ a 13 un
schéma de pensée particulierement difficile 3 maftriser. Comment, en cffet,
faire comprendre & un éléve le mécanisme d'une démarche d'apparence aussi
paradoxale que celle-ci :

1°) « Je viens de prouver que 1 est pair, mais cette démonstration est irre-
cevable parce qu'elle repose sur 1'hypothése que n était impair! »,

2%) « Celu élant, le seul fait que j'aie pu établir cette démonstration irrece-
vable prouve que a1 est pair, car il ne peut pas étre impair !! ».

En d'autres termes: le raisonnement qui établit | B | doit &tre rejeté
comme preuve au premier degré mais suffit pour édifier une preuve au
second degré, .,

Non sans leur faire remarquer qu'il y a 1a, cette fois, une véritable man-
vation a l'apprentissage du raisonnement, je laisse le soin aux pédagogues
de proposer des solutions idoines & ce probléme didactique. Je terminerai
simplement en signalant que 1'obstacle peut étre formulé de fagon tout & fait
formelle : contrairement aux exemples du paragraphe III, les raisonnements
du type de celui de Rs ne me semblent pas pouveir étre remplacés par des
raisonnements directs par simple application du “principe de
contraposition”,

En effet, & partir du moment oit est apparu le lescopage [B et nonB],
tout le champ logique induit par I'hypothése [ A et nonB | devient contradic-
toire. On peut évidemment “faire semblant” de ne pas en tenir compte pour
rédiger artificiellement des cheminements de type contraposé, mais |l devient
impossible d'échapper a 'envahissement de |"univers par cette contradiction
qui est vepue “court-circuiter” le raisonnement. C'est, au fond, cela la vén-
table notion de “raisonnement par 1'absurde”, et celle-ci ne se laisse malheu-
reusement pas apprivoiser par le seul “'principe de contraposition” : le monde
est brutalement liveé & la perplexité la plus compléte. tous les paradoxes de-
viennent pernus. Et, dans ces conditions, les dynasties mémes pourraient
bien vacilier, vicime des soupgons sans doute les moins fondés. ..

V¥ — Applications...

Pour illustrer les considérations précédentes ct tenter d’aller plus loin,
nous pouvons nous attacher a un autre exemple (évoqué lui aussi dans les ré-
ponses précédentes) : « Le double d'un carré ne peut étre un carré »,

Nous commencerons par chercher une présentauon de 'énoncé suscep-
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tible de “coller” au genre de formalisation que nous avons utilisé jusqu’ici et
nous traduirons donc 1"exercice sous la forme :
“ st n est un carré, alors 21 n'est pas un carré "'
Ou encore :
n cammé =» 2n non carré [A=sB].

Fondons (dans un premier temps) nos raisonnements sur les propriéiés de
décomposition d'un nombre en facteurs premiers et appelons e;{(m) 1'expo-
sant du nombre premier 2 dans la décomposition d'un nombre quelconque m.
I est facile de voir que nous disposons du théorgme suivant :

« Si m est un carré, alors le nombre €,(m) est pair » < théoréme Th >

Mais on notera (cf. le § [) que ceci n'est qu'une formulation possible du
théoréme < Th > ; la phrase contraposée qui consiste & dire ;

«Si le nombre €4(m) est impair, alors m n'est pas un carré »
exprime exactement la méme propriété. Si bien gue |"appel & < Th > peut
étre fait sans plus de commentaires sous ['un ou |"autre de ces deux
énoncds, ..

Nantis du bagage <Th>, nous pouvons maintenant dégager un
“raisonnement” qui fournit une solution & I'exercice et dont la “clel™ est sim-
plement le fait que ;(n) el €4(2n) nc peuvent étre de la méme parité puisque
£5(2n) = €5(n) + | (formule < F >). A partir de I nous pouvons aisément ré-
diger I'équivalent des quatre schémas de démonstration rencontrés aux §.11-
i

R'1 = type direct : « Soit n un carré, le théorgme < Th > implique que E(n)
est pair, La formule < F > permet alors de voir que )(2n) est impair, donc le
théoréme < Th > permet d'affirmer que 21 n'est pas un carré. cqfd. »

R'z — type contraposé : « Par contraposition, il suffit de montrer que si 2n
est un carré alors n n’est pas un carré, Supposons donc que 2 soit un camé ;
d'aprés le théoréme < Th > on sait que €,(2n) est pair et la formule < F >
permet alors de voir que £5(n) est impair. Donc le théordme < Th > permet
d’affirmer que n n'est pas un carré, cqfd. »

R'3 — type “par Uabsurde " : « Supposons que 2n soit un carré. Le théo-
réme < Th > implique que €,(2n) est pair et, d'apres la formule <F >, on voit
que Ey(n) est impair. Ceci implique donc (d"aprés le théoréme < Th >) que n
n'est pas un carré et cela est contraire & I'hypotheése, donc 2n ne peut pas étre
un carré, cqfd. »

R’s — type "par 'absurde II” : « Supposons que 2n soit un carré, Le théo-
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reme < Th > implique que €5(2n) est pair. Or n est lui aussi un carré et £5(n)
est donc pair, ce qui est absurde compte tenu de Ja formule < F>. ¢gfd. »

Sans nous préoccuper du cdté “littéraire” de ces rédactions (leur lourdeur
vient en grande partie du fait que j"ai cherché & suivre un cheminement aisé-
ment formalisable) il est clair — répétons-le — que ces quatre énoncés sont
indiscutablement “corrécts” au niveau du raisonnement et ne sont en réalité
que des “mises en musique” différentes d'un méme raisonnement. Il est cu-
rieux de voir émerger actuellement des débats au sein du corps professoral
pour chercher & savoir si 'un plutt que |'sutre doit étre préconisé, voire
pour décréter de fagon imprudente que celui-ci ou celui-la est carrément
maladroit... Le nombre des éléves capables d'en rédiger correctement un
est-il si énorme pour qu'il faille, en plus, les sélectionner arbitrairement sur
le choix qu'il ont retenu ? Apporte-t-on vraiment quelque chose & ceix qui ne
trouvent pas le fond du raisonnement en leur rendant la tiche encore plus
complexe dans un labyrinthe purement formel 7

Ne serait-ce pas plutdt un “signe des temps”? Il y a une vingtaine d'an-
nées, ceux qui réfléchissent sur le contenu de leur enseignement étaient
agités de polémiques sur I'importance des “structures”. Aujourd’hui,
I'ambition de transmettre “la" mathématique ne fait plus recette, mais elle a
€1é remplacée par une nouvelle mode : |'enscignement des mathématiques
n'a d'autre but que “d’apprendre i raisonner”... Soit. Mais quels en sont
dong les “moyens™ 7 Autant on peut trouver légitime qu'il soit formateur
d’inciter les éléves qui onr trouvé un raisonnement & le rédiger de fagon
correcte, Autant il me semble dangereux de se meure b légiférer i propos de
considérations secondaires sur lesquelles — pourquoi ne pas le reconnaitre 7
— la plupart des professeurs eux-mémes n'ont pas vraiment les idées claires!

¥1 — Un contre-exemple

Mais revenons & notre exercice < n carré = 2n non carré >... Je ne
connais pas de démonstration biitie sur le schéma RS ou qui soit, & tout le
moins, effectivement construite selon la définition retenue au §, IV. Cela
pourrait sans doute faire 1'objet d'un nouvel “Avis de recherche™. ..

Bien évidemment, il est difficile de ne pas penser a ;

Re — type “par l'absurde IV" ; «Supposons que n et 2n soient tous deux des
carrés : 2n = g2 et n = p? . En divisant, il vient : 2 = (g/p)?, Or ceci est ab-
surde car V2 n'est pas un nombre rationnel. cgfd »

Je ne m'avancerai pas beaucoup en affirmant que cette démonstration
sera préférée par la plupart des lecteurs A toutes celles qui précddent. Ft on
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peut méme penser qu'elle fait partie de “I'inconscient logique collectif™ d'un
certain nombre de générations de profs de maths, au point qu'ils se prennent
parfois 3 réver que les « si ma t... » des cours de récréation soient un jour
remplacés par des :

Rs' — « Si 222 était un carré, alors Y2 serait rationnel !... »,

Au risque de chogquer, il convient toutefois d'attirer 1"attention sur le fait
que cansidérer que la démonstration Re est un raisennement par |'absurde
meilleur que les raisonnemenis précédents reléve de ce qu'il faut bien
considérer comme deux demi-escroqueries...,

17) La premicre est au niveau formel car ce n'est pas vraiment un rdaisonne-

ment par 'absurde : on peut certes faire rentrer Ré dans le cadre défind au

paragraphe IV

- je suppose [[A] et [nonB]] et j’en déduis [C =" Y2 est rationnel™ ],

- mais je sais d'autre part que [ nonC ]| est vrai, donc je n’ai méme pas besoin
de rédiger une preuve que [[A] et [nonB]] = [nonC],

- j*ai bien la contradiction qui justifie le raisonnement par |'absurde.

L*ennui est d"abord que cela est un peu “tiré par les cheveux", mais sur-
tout qu'en toute honnéteté nous sommes en réalité en face d'un nouveau
schéma de raisonnement bien classigue, mais pour lequel le formalisme em-
ployé jusqu'ici est assez mal adapté. En effet, ce que nous suivons comme
démarche dans R6 se comprend beaucoup micux sous la forme :

« je suppose que < i carré = 2n non carré > est faux

et j'en déduis que < V2 rationnel > est vrai ».

Ou si I'on préfére : non([A] et [nonB] ] = [nonC] , et 1'on voit sous cette
présentation que ceci se ramane exactement, par contraposition, 3 I'énoncé :
[Cl==[[A]et[nonBl]] .

Autant dire que Re a pour strict équivalent : « Je sais que Y2 n'est pas ra-
tionnel, donc je ne peux avoir, parmi les entiers, une égalité du type 2p2 = ¢?
et cect implique bien que, si un entier 7 est un carré, 2n ne peut étre lui aussi
un carré.» En d'autres termes: cette pseudo-démonstration “par |'absurde”
n'est nien d'autre qu'une des quatre vanantes de types Rt 2 R4 construites
autour d'une méme idée. Pire: la formulation Rs' ne permet méme pas de sa-
voir si I'on a choisi une démarche de type Ra ou de type R2, c'est-d-dire si
I'on préfére le “raisonnement par |'absurde” ou le “raisonnement par

contraposée” !
2°) La seconde “demi-escroguerie”, sans doute plus grave, est au niveau du
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raisonnement car il n'est pas nécessairement «honnétes: comment Rs peut-
il convaincre, en effet, que 1"affirmation :
< ncarré =3 2Innon carré >

4 a0k 3 ;
est bien vraie 7 Cela repose sur le fait “connu™ que < Y2  est urationnel >
mais ne venons-nous pas de remarquer que ces deux affirmations sont trés
proches 7 Or elles le sont au point d'étre guivalentes. Cela n'est évi-
demment pas grave en soi mais, ici encore, 1"honnéteté intellectuelle améne

naturellement & se demander comment on démontre que Y2 estirrationnel !
11 est ¢lair que si toutes les démonstrations classiques de cette propriété
passaient en fait par le “lemme” : <n carré = 2n non carré > la formulation
Re ne ferait que cacher la difficulté en renvoyant le lecteur 3 “ceux qui ont
bien é1é obligés de trouver une démonstration de ce résulta™ !
Rassurons-nous... mais le probléme n'est alors que provisotrement re-
poussé ¢ 1l est tout aussi clair que si toutes les démonstration connnes repo-
sent sur le théoréme <Th> qui nous a servi i élablir les premiers exemples
de démonstrations, alors les formulations R1 4 R4 sont largement plus
“performantes” que Rs ! elles peuvent fournir, du méme coup, une démuons-

tration de ["irrationalité de Y2 !

Concluons ! il ne vous reste plus qu’a rendre convaincante la
démonstration Re... en utilisant par exemple 'exercice qui nous a

accompagné au long des premiers paragraphes.
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