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Parler des mathématiques d' aujourd'hui, c'est trop difficile, !TOp insensé. 
il n'est pas possible d'avoir un point de vuc trop v.s te. Aussi fai simplement 
choisi deux exemples de matbématiques récentes, mais ,ans grande préten­
lion. El je vais :s ui vre la seule voie qui me paraît raisonnable : la voie histo­
rique. le vais vous parler de syst~mes dynamiques, et d 'orbites périodiques, 
en cornrnençanttrès loin, au 16ème si~le, et en vous menant jusqu'en 1994-
1995. 

Au XVI' siècle donc, vous s.v.z tous que Kepler o.>t fam.1U pour avoir 
té l' un des premiers à observer le mouvement du système solaire avec une 

grande précision et nous lui devons ses trOIS lois bien connues : la premi~re 
dit que les planètes décrivent des elbp •• s au tour du solei l ; la d e u ,,~me 
indique la manière doot les pl anètes décrivent ceS e ll ipses; la Lroisième 
doone la période d' une planète en fonction du grand axe de son ellipse . 

Mrus je voudrrus insister sur une chose extrêmement Imporlante qu'on 
oublie de dire, et que j'aurais envie d'appeler ta U zéroième .. loi de Kepler ; 
les planètes suivent des trajectoires périodiques. CI est une merveille. dont 
nous ne sommes pas assez conscients. vu son imponance dans la vie de tous 

1 Le texte présenté ic i est une mtranSCnpllon de mon exposé oral qui avait é.té enre­
gistré sur magnétophone. Les illustrations sont des copies des u-ansparenb présentés 
Je remercie chaleureusement Madame Claude Pariselle QUl a bien voulu &e charger de 
ce travail de retran5Cnption 
2 Docteur ~s SC1ences mathématiques, Ellenne GHYS cs[ membre correspondant de 
l'Académie des Sciences. Ses t rnv~u.x. acruels ponent sur la géométne et les systèmes 
dynamiques 
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les jours. Or c'est en rail une chose qu'on ne comprend pas lrès bien: pour­
quoi les orblles du système solaire sont-elles p~riodiques? Le sont-elle 
exactement? Qu'est-ce qu'une orbile périodique et quelles conditions cela 
exige-t-il? 

n est évident que l'imponance fondamentale de ces questions fwt que les 
mathématiciens ont .nvie de regarder cela de près, Bien emendu, 11 l'époque 
de Kepler, il ne s' agissait que de descriptions. Kepler était un observateur 
extrSmement aslUeieux, mais qui oe cherchait pas d'explication. 

Le premier qui a cherché 11 expliquer le mouvement des planètes est l'un 
des plus grands mathématiciens de 10US les temps: Isaac ewton. En 1685, il 
n publié son oeuvre magistrale, l'un des lexleS sans doute les plus importants 
de toute l'histoire des sciences: ' Princip .. malhbnaliques de la philosophi~ 
1wl""lIe» (tnlduit en français par la Marquise du Chiltelet). Cc texte absolu­
menl merveilleux fonde la mécanique et le calcul d,fférentiel. Newton 
expuque ce qu'cst une dérivte, il défuùt proprement ce qu 'est une itesse, 
une accélérallon, il tenlla loi F = my ,et il panic de 13 loi de gravitation il 
explique ce qu' avall constaté Kepler. Ce livre, et les méthodes qu'il dévelop­
pe, sonl 11 la base d'une boone panic des ma,hématiques conlemporaines ; ils 
SOnl aussi en quelque SOrle le fondement du déterminisme. 

Je voudrais mWDlenant parler d'un concept qui sera central dans tout mon 
exposé. Ce concept ne se trouve pas 11 proprement parler dans le livre de 
Newton, mais on peut le trouver entre les lignes. D s'agit de ln nollon de 
champ de vecteurs. 

Un champ de vecteurs vous pouvez l'1maginer de nombreuses manières; 

Champ de vecteurs 
Cest une .ppucation (de classe C'·) qui associe un vecteur 

à chaque point d'un certain domaine du plan (ou de IR/» 

... de classe Cl .. signifie diff&cn­
tiable avec une dérivée cODtinue. 
Mais je vous du tout de suite que je 
ne sws pas vmu ici faire un cours 
de math~matiques fonnelles, et que 
par la sulle je.serai panoi:§; obhg~ de 
lncher, de ne plIS donner les hypo­
lh~ exactes et compl~tcs. 
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la plus intuitive est de penser il du tiquide en mOuvement: en chaque point, 
vous avez. la yjlesse instantanée d'une particule du fluide. et vous obtenez 
ainsi un hamp de vectelU' (le champ de vitesses) sur votre domaine. Mais, 
si j'ai fai t un schéma en dimension 2, il CSt absolument indispensable, dès 
qu'on veut faire des cboses un peu .trieuses, de travailler avec des espaces 
de configuration plus compliquée comme nous le veITOns plus loin, Il faut 
donc penser Il des espaces de dimension supérieure et c'est poUrquOI j'ai 
écrit IR" . Dans un champ de vecteurs, la notion fondamentale est celle 
d'orbite. Le mot a la meme significaLioo qu'en astronomie: 

Une orbite d' un champ de vecteurs est une courbe 
qui est partout tangente au champ. 

Le théor~me essentiel, qui était pressentie par beaucoup de mathémau ­
ciens, y compris Newton, a pour la première foi s été démontré par notre 
grand analyste du XVllJ' SIècle: Cauchy. 

Cette petite phrase ne paraît pas grand chose, mais ce théorème est abso-

Théorème de Cauchy: 
Par chaque point passe une unique orbite 

1 
/ / 

/ / 
,/ ,/ ------.... 
./" .,..,..-

/-..r--.----...-., 
./ 

lument cruci • . 1 pUIsqu'il nous défmit en quelque sorte ce qu 'est le détenniDls­
me. Etant donné un point miti3.1, il existe une unique rbile passant par ce 
point. Cel. a engendré un optimisme absolument délirant au XIX' siècle; 
tout était résolu: il n'y avait qu'à écrire l'équauon di fférentielle du champ de 
veetelU'; en la résolvant on pourrait décrire le mouvemenL de n'Importe quel 
ystème, Voici l'illustration de l'optirrusme un peu fou des mathématiciens 

et phYSIciens du XIX' iècle: une phrase de Laplace qui esl restée une défini ­

tion classique du détenninisme. 
Bulhttitt ,t,PMEP 4~ - Joom4f1$ NatlOnfJ!es 95·96 

365 

Bulletin de l'APMEP n°404



ttNous dt~ ' ons coltSidlr~ r l'Itat prhenr ch l'univers comme la consé­
quence de son étal passé et co mm ~ 1 caust de son itat futur. Une 
intelligence qui à un c ~TTain moment connaîtrait toults les forces qui 
contrtJlent la nature alnsiqut. les situations relatives th toutes les entités 
qui composent la nature - si dli! Itait sulfuamment grande pour déve­
lopper tout. l'analyse mathimatique de c .. don"üs . décrirait, dans 
,me seule formule, aussi bien les mouvements des corps les plus impor­
tants de l',mivers qlte ceux du moindre a/orne. RielJ nt serait incertain 
pour cette intelligence; le futur et le passé uraient présents à . ~es 

yeux .• 
Pierre S. d. Lapla .. (1814) 

On sent l 'enthousiasme de Laplace . Le théorème de Cauchy affirme 
l'existence et l'unicité des orbites d'un champ de vecteurs. li n'y a plus qu'à 
résoudre des équations différentielles et on aura «dans une seule formule_ la 
solution de touL Encore faut-il être suffisamment malin pour les résoudre. 
Meme Laplace en éutil conscienl (voyez la petite phrase entre tirets), mais au 
début du XIX' siècle, on pensail encore qu'il suffisai t d ' attendre que les 
mathématic.ens travaillenl , avancenl, résolvent suffisamment d' équations 
différenuelles, el que, IÔt ou tard. on aurait toutes les solutions. 

Mais, pour illustrer un peu le problème, prenons son prolOlype, l"étude de 
la mécanique céleste . Avec un petit logiciel, on peut ,'amuser 11 sunuJer !e 
mouvement de quelques plan~tes: n crée un soleil, quelques planèt<:s, on 
leur donne des vilesses initiales, on les lance dans l'espace inlersiMraL.dc 
l'ordinateur, el on observe ce qui se passe. 

Masses nulles. 
Uni verse Type : Unbounded 
Gravlty : 1.00000 
S.epsize : .1 0000 

1 
2 
3 
4 
S 
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Mas, 
00000e+Q 
1. 0000e~ 

O. ()()()()e1-Q 

0.0000e+Q 
0.0000e+Q 

Force Type : GraVlly 
Friction: 000000 
Screen Si,e : 492,S7S 
Initial State 

Position 
7.9240<+2 ·7.62100+2 
S.4500e+2 ·6.7500e+2 
6.S8OOe+2 -1.2937.+3 
1.3200<+2 1.31600+2 
8.0S00e+2 . J.3S00e+2 

V.locity 
6.4OOOe+Q -6.68OOe+ 1 
O.OOOOe+O 0.0000e+0 

-4.6000e+1 - L8500e+ 1 
2.19000+1 · 168OOe+l 
24OOOe+ 1 -2.9OOOc+1 
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CWTeDt Stal< 

Mas. 
1 O.OOOOe+O 
2 I . ~ 

3 O.OOOOe+O 
4 O.OOOOe+O 
5 O.OOOOe+O 

Position Velocity 
4.41410+2 
5.4500:+2 
1.20S4c+3 

-Ll 668e+2 
9.72470+0 

· LlI83e+3 -3.43400+ 1 7.2066e+O 
-6.7500:+2 0.0000e+<l 0.0000e+<l 
7.09470+1 1.01190+1 -3.4IS4c+1 
-2.75 170+2 -6.7848e+<l -3.3083e+1 
-5.9437e+2 -1.2891.+1 4.02400+1 

Ici, vous avez un gros soleil et quatre pla­
nèles de masse négligeable par mppon à ceUe 
du soleil. Aussi chacune esl soumise à l'attraC­
ùon du soleil, sans subir de penurbalion due 
aux autres. El elle suit tranqutllemenl une orbi­
te ellipùque, teUe que l'avail décrile Kepler, 
telle que l'avait prévue Newton. 

Dans un deUJÙ~me temps, j'ai repns le même syst~me iruûal en donnant 
une masse Don nulle aux planètes. 
MasJCS nOD nulles 
Uni.o ... Type : Unboundcd 
Gravity: 1.00000 

F<>Tee Type : GraytlY 
Friction: 0,00000 
Screen Si"" : 442,574 StepslZC : 0. 10000 

M .... 
1 l .0000e+3 
2 1.0000e+6 
3 1.0000e+3 
4 1.0000e+4 
5 1.00000+o 

Mas. 
1 1.0000e+) 
2 1.0000e+6 
) 1.0000e+3 
4 1.0000e+4 
5 1.0000e+4 

lnilial Slale 
Volocity 

6.4000e+0 -6.6800:+ 1 
O.OOOOe+<l O.OOOOe+O 
-4.6000:+1 - 1.8SOOe+1 

Posinon 
7.8500:+2 -7.6500:+2 
5.4500:+2 -6.7500:+2 
6.5SOOe+2 -1.29500+3 
1.3500:+2 1.3SOOe+2 
8.0500:+2 -1.3500:+2 

-2.1900:+1 -1.6800:+1 
2,4OOOe+1 -29000e+1 

Currenl State 
Velocity 

3.52870+1 3.8378.+2 
O.OOOOe+O O.OOOOe+<l 

Position 
7.26140+2 1.4 1 57e+3 
5.4500:+2 -6.7500:+2 

·1.07830+3 -5.220ge+2 
9.96840+2 -6.79380+2 

- 1.3453e+ 1 J.99OOe+ 1 
2.69330+1 4.7235e+1 

9.66220+1 -3.11610+2 9.35780+1 4.04660+1 

Alors il s 'est passé un. chose absolument catastrophique: au bout de 
quelques tours l'une des planètes a tou t simplement été éjectée du système. 
VOU! voyez que c'est des choses qu'on aimerai t comprendre : .,I-ee que ça 

pourrait arriver dans notre 5yst~me solaire 1 Je vous dis tout de suite que j'ai _tin APMEP 404 - J""m4 .. N41iOna1o. 95-96 
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un peu trich6, histoire de forcer les 6vénements : j'ai fait en sone que deux 

• 
planètes aient des orbites presque tan­
gentes. Ainsi, de temps à autre clics sont 
~s proches l'une de l'autre, Et puis j'ai 
tricht ~s fort avec deux planètes qui ne 
tournent pas dans le même sens. Ainsi 
quand elles arrivent l'une en race de 
l'autre, elles peuvent créer une perturba­
tion extrêmement forle, qw éjecte l'une 
des planètes. Bien sOr ce n'est qu'un 
exemple d'école, et 1. planète terre ne 
peut pas être éjectée au bout de quelques 
tours 1 

L'ordre de grundeur du rapport entre 
les perturbations dues aux autres pla­
nètes, et l ' att raclIon du soleil est de 

l'ordre du millième, Mais au bout d'un temps très long, c' est tOut de même 
important. Alors quel est ce miracle qui fait que rien de grave ne se passe ? 

Bien entendu les matMnlaûciens du XJX' siècle ont attaqu6 ceUe ques­
tion de front. avec Laplace, 'est un autre mathématicien frança is, Lagrange, 
grand fondateur de la mécanique céleste, qU1 a essayé de n!soudre ces ques­
tions. ou du moins d'avancer. 

Mais voyez sur quel genre d'équauons on 'ombe quand on veu' com­
prendre le mouvement d ' une planète soumise, en plus de la foree d'attraction 
du sole,l, 11 des forces perturbaaices. Sut quantités. p, e, W , 1, n, l' qui évo­
luent au cours du temps avec des équations extrêmement compltquées -
pourtant écrites dans le bon système de coordonnées, introduH par Lagrange. 

~ -1. dt = 2rT, 

2. : = Ssin v + [oos v + (t + cos v) #Y 
3. dJJ =_cosv S +sin v (1 +.!:.)r-.!:.sinuootgiW 

li e t pp ' 

4. li =.!:. oos u W fi p • 

S <il =.!:. sin u W 
. tir P sin i ' 
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6. dt- =f!.. - fY[(eN sin v - oos vW + e. NT] il 
li t V if r p' 

Au lieu de l' Equation pour le demi-périm~tre focal p, on peut utiltser l'équa­
tion pour le derru-grand axe a : 

00 = 2IJ't stn. S + 2IJ2 T-
a p r 

auquel cas on exprimera p en fonction de a et de • dans les seconds membres 
des Equations, Ici 

o~ S, T. IV sont respectivement l'accélération radiale, tronsversaJe et normale 
inlervenanl dans les penurbations ... On suppose que S, T el IV sonl expn­
mées explicitement en fonchon des éléments osculateurs et du temps. On 
cOnstate souvent que S. T, W ne dépendent pas du temps explicitement mais. 
par l'entremiSe de l'anomalie vraie v ou de l'argument de la latitude u qUI 

intervicnncOi cxphcitement dans S, Tet W. 

Il Y a peu d'espoir de re.oudre des équations si compliquées. Alors IOUI 

e qu'on peul faire, c 'esl des approximations, C'est ce qu'on foitles mathé­
maticIens du XIX' si~le (essentieUement Laplace, Lagrange). ns ont cher­
ché à comprendre le fonctionnement du système solaire à terme - dison, 
100000 ns - el tout leur Iravail s 'appuyaot sur des méthodes d'approxIma­
tion. 

Le prerruer qui a vraiment changé la siluallon, le mathématicien qui ~ 
mon avjs a. eu lB plu.s grande innuence, le fondateur - parmi beaucoup 
d'autres choses - de la théorie des système. dynamiques, c'est Henri 
Poincaré. 

Je donne quelques délall. sur sa carri~re : il est né en 1854 Il Nancy et, 
très jeune, a été remarqué COmme xlrêmement bnUant. Mais puisque je 
m'adresse à des enseignants en grande partie du secondaire, je voudrais 
signaler que Poincaré a eu 0 en maths au bac_ Il semble qu't1 n' ait pas ét6 
cnpable de résoudre un problème con lslant 11 Irouver la somme d"une série 
géométrique convergente. C'est absolument stupéfiant quand on pense que 
Poincaré a été par la Sutte le grand maître des séries' Comm. il n'était pas 
mauvais dans les aulreS malJ~re..s, il a quand même réussi le bac de justesse. 
mais c'est une histoire incroyable. Faites attention SI vous voyez passer 
Henri Poincaré dans l'une de vos classes! 

Dès le début de sn cam ère, en 1881 , Poincaré attaque le problème des 
BulNJt APAIEP 40t1 • JoumHs NsIiOM/6$ 95-96 
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~quations difftrentielle. des champs de vecteurs. et de leurs orbites. Mais 
avec un polOt de vue résolument nouveau. n dit « n'essayons pas de résoudre 
es tquations différentielles. c'esltrop compliqué. nous n'y arriverons pas. 

Essayoos plutôt d'étudter qualitativement les orbites .• Poincaré illustre sa 
méthode en faisant le parall~le avec l'étude d' une fonction comme on la fail 
dans le secondaire : quand on a déterminé les extrema. points d·inflexion. 
branches paraboliques. asymptotes .... 00 connait qualitativement lellement 
bien la fonction que ce n'cst pas la peine d'aller plus loin. 

De même l'idée de Poincaré est d'essayer de mettre au point une tbéorie 
qw pennette de décrtre les orbites des champs de vecteurs par quelques élé­
ments caractéristiques. les analogues de, asymptotes, points d·mflexion .... 
Une théorie qui penncue de comprendre au mieux les champ de vecteurs 
pour lesquels il n'est pas raisonnnble d'espérer trouver une fonnule donnant 
leurs orbites . • Cette étude qualitative aura par eJle·m~me un intérêt de pre· 
mier ordre. Diverses questions fon importantes d'aoalyse et de mécanique 
peuvent en effet s ' y rameoer. Prenons par exemple le problème des Irois 
corps.' Ne peut·on demander si l'un des corps restera toujours dans une cer· 
lalne région du ciel. ou bien s' il pourra s'éloigner indéfirument ? Ne peut·on 
se demander si la distance de deux corps augmentera ou dintinuera 11 J' infinI. 
ou bien si eUe restera comprise entre certaines limites? Ne peut.an se poser 
mille questions de ce genre qui seront toutes résolues quand on saura 
constrwre qualitativement les trajectoires des trois corps? Tel est le vaste 
cbamp de découvertes qui s'ouvre devant les géomètres». 

Cette citation de Poincaré est l' acte de naissance d' une nouveUe théorie: 
il ne s'agit plus d·analyse. de résolution d'équations différentielles mais 11 
s'agit de faire du qualitatif. de la géométrie. 

VoiCI. juste pour illustrer cette métbode qualitative. deux exemples de 
théorèmes obtenu. par Poincaré. Les théorèmes de Poincaré portent souvent 
deux noms car Poincm était lellemcnt génial que tes IlULres mathématiciens 
avaient du mal Il comprendre ses .nieles. Il fallait qu'ils soient digérés. com­
pns. développés par quelqu'un d·aulre. 

Voici d'abord le théorème de Poiocaré·Hopf (Hopf · 189411971 est un 
mathématicien allemand qui a passé la plu grande partic de sa carrière 
Zurich) : 

• c'est le problème du mouvement de troIS corps céle.tes. de masses oon nulles. qui 
s'MUrent mutuellement. 

370 

Bulletin de l'APMEP n°404



Tbéo~me de Poincaré-Hopf 

Toul champ d. vecteurs sur la 
spbère est Dul en au moins 

un point. 

Ceci n'en est qu'une version toute simple. On sc place ici non pas dans 
un domaine du plan. ou de IR' , mais sur une sphère. Et l'on suppose que l'on 
a ur cette sphère un champ de \'ecteurs. en chaque point un vecteur langent 

la sphère. Si vous voulez, vous pouvez imaginer le champs des vitesses du 
vent sur la terre - en supposant, ce qui eSl tOlalement déraisonnable, que 
l' épaisseur de l' aonosphère est nulle. 

Le théorème de POIncaré-Hopf dit que. quelle que soit la façon dont le 
vent se répartit sur 1. terre -en supposant qu'il est continu, ce qui est aussi 
une question discutable - il Y • au moins un point de la terre o~ 1. vitesse du 
ent est nulle. Ce la correspond. en terme. d·orbites. il. une posiuon d'équi­

libre. 11 ce qu' on appelle une singularité. Ces singularités font bien sOr partie 
des points remarquables -analogues aux points d·inflexions. exttema ... . - que 
Poincaré étudie. Leur connaissance est même absolument ruciale pour 
essayer de comprendre le comportement du système global. 

Le deuxième tMorème que je voulais citer est celui de Poincaré­
Bendi.son. Voici rupidement de quoi il s'aglt : 

On considère comme tout 11 l'heure un champ de ccteurs dans un domai­
ne du plan. et on suppose qu ' il existe une courbe fermée · ici le cercle ttocé 
en pointillé- qui déhmite un domaine dans lequel les orbites du champ de 
vecteurs rentrent (et n' en sortent pas). Quel peut être alors le futur de ces 
orblles? Le théorème de Poincaré-Bendixson dit qu ' i1 peUt se passer !J'Ois 
cboses : 

1 - Les orbites peuvenl cooverger vers une singuJarité. 
2 - Elles peuvent converger vers une orbile périodique (ce qui eSI le 

Bullahn APMEP 404 . Joumé~ NatkJnaltJs 95·96 
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sujet de ma conférence aujourd'hui), 
3 - Elles peuvent .nfm converger vers e qui s'appelle un «graphique., 

quelque chosc qui est périodique, mais «marqué» en quelque sorte par 
des points singuliers, Je n'en parlerai pas aujourd' hui, j' ignororai ce 
troisi~me cas. 

Théorème de Poincaré-Bendixson 

x,/~ ' ' \ .. 
, , , , , , , , , , , , , , 
'.. ' 

" 
" " 

une position 
d'équilibre 

une orbite 
périodJque 

un «graphique .. 

On pounaît dire que ce théorème montre que la vie est simple: vous avez 
des orbites qui rentrent dans un disque. el il ne leur arrive rien de bien 
méchant: ou bien elles cODvergent vers une position d'équilibro, ou bien 
vers une trajectoire périodique. 

Mais je voudrais iDsister sur un point imponant. C'est que ce théorème 
e t vrai en dimension 2. Poincaré n' a jamais dit que c' était vrai en dimension 
supérieure, mais cenains de ses Iccteurs n' ont pas vraimen t compris ce point. 
n a fallu du temps avant de sc rendre compte de l'importance de l' aspcct bi­
dimensionnel, et cela a exagéré l' optimtsme des scientifiques du début du 
XX' si~le . D'nutant que cela renvoie à ce Il quoi nous sommes habitués en 
ph~sique : après un certnin régime transitoire, on arrive à un régime perma­
nent : ou bien le s~stème se stabilise, ou bien il a des oscillations périodiques. 

Mais c' cst trop simpliste . Les choses sont en fait plus compliquées . 
Poincaré le savait, mais il n'a pas insisté assez lourdement, SI bien que ses 
successeurs se sont un peu fourvoyés . La preuve que Poincaré le savait. c'est 
que dans le cél~bre mémoire _sur le probl~me des Irois corps el les équa­
tions de la dynamique» qu'il a fai t à J'occasion du soixantième anniversaire 
du roi Oscar Il de Suède, il a explicitement mentionné l'existence de nom­
breuses orblles périodiques ayant un componemcnl extrêmement compliqué, 
qu'il avait ,rès bien compris. L' lu'toire de ce mémoire est d 'ailleurs intéres­
sante, 

Poincaré a remponé le prix (2500 couronnes) de ce grand concours inter­
euJllrf,n APMEP 404 - ~ttS ~t/oflaJu 95-96 
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national organisé par l'Académie des Science. de Suède. Et puis. lors do la 
correction des épreuves, il s'est rendu compte que son mémoire était raux ; il 
avait encore fait preuve d'un optimisme exagéré en pensant à tort que cer­
taines séries convergeaient (toujours les séries !). Catastrophe pour l' organi­
sateur du prix qui , entouré des plus grands mathématIciens de l'époque 
(Weierstrass et Hermite entre autres), avai t élu le mémOtre de Poincaré !. 
Alors cc dernier, confus, promet de travailler dur pour faire quelque chose. 
Et, avec sa très grande puissance, il y arrive ; moins de six mois après il livre 
un nouveau m~moiret vraiment remarquable. 

Mais le pauvre Poincaré fu t obligé de payer de ses deniers la fabrication 
du deuxième mémoire (3500 couronnes) et il a perdu mille couronnes dans 
l'histoire, e qui n'était pas une plaisanterie (pour donner un ordre de gran­
deur, l'organisateur du prix avait li J'époque une rétribution de 10000 cou­
ronnes). 

Revenons au théorème de Poincaré-Bendixson. Voici un exemple très 
simple d'application, en dimension 2, de la méthode qualitative de Poincaré. 
n .'aglt d'une équation différentielle très connue, l'équation de Van der Pol . 
Elle intervIent clans les variations de tension électrique dans un néon (les 
oscillations de relaxatIon). EUe n'est pas très compliquée, mais on n' arrive 
pas li la résoudre explicitemenL VOici le champ de vecteurs et, tracées avec 
un logiciel , les trajectoires solutions de l'équation de Van der Pol. 
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Vous voyez qu'apparait une singulari té au mjlieu. Cette singularité es t 
répulsive et tou tes les orbi tes convergent vers un cycle limite que l'image 
infonnoùque fail apparaitre. Mais le théorème de Poincaré-BendlJlson per­
met de démontrer l'existence de ce cycle périodique el pour un mathémati­
c ien c'est bien sûr très différent de voir e l de démontrer. 

Nous sommeS là au débul du XX' siècle (l'éq uaùon de Van der Pol date 
des .nnées 1920-19301. Enthousiasme général : grâce aux méthodes de 
Poinc..-é tout \'8 être très facile, on pourra démontrer que lout converge vers 
des solutions périodiques, des points fixes, ou des cboses uès simples. Pour 
vous montrer à quel point l'excès d'opLiJn.isme pe ut induire en erreur les 
mathématiciens. voici une copie d'un article du grand mathématicien améri ~ 

cain Stephen Smale, le successeur de Poincaré, celui quj a renouvelé sa théo­
rie des systèmes dynamiques. 

Smalc, quî a maintenant une soixantaine d'années, s'attaque en 59 au 
problème des champs des vecleurs et de leurs orbi les en dimension n (et pas 
seulement en dimension 2 comme Poincaré). U veut travailler non pas Sur 
un. équation différentielle partJculi~re, mais sur les champs de vecleurs en 
général. El " conjecture qu'un champs d. vecteurs n'a en général quO un 
nombre fini d'orbites pénodiques. 

ON DYNAMlCAL SYSTEM 
by STEPHEN SMALE (1959) 

The sel of aJJ C- veelor fIeld. On M Wilh lhe C' topology (roughly X and X' 
are close if Ihey are pointwise close and the ir flrst deri\'3uvcs are polnlwise 
close) rorm a spaœ. say B. In vjew of the preccdmg paragraph wc: should look 
ror a sel C ( 8 where C is open and dense in B and moreover is amenabJe ta 
claSSIfication in sorne senS.t= . Althougb wc arc far from ans.wering this. we 
would like to propose a candidate for such a C. 
Wc. say X belongs to C If il salisfies the following ûve conditions: 
(l) Ibere are a finile number of singular points of X. say Pl ,... .... . aL' cach 
of simple type. This means that at cach ~, . the matrix of tirst partiaJ derivaüves 
of X m local coordin8res has cigenvalue.s wnh rcal part non-uro. 
(2) Thur are a fini lé number or closed orbits or X, say ~hll ...... . , flINt 
eacb of simple type.. This means th., no cllarM;ct.eri.sûc expooent ( ... ) of ~i' 

i > k, bas absolute value 1. 

Bien sûr Sm3.le savait qu'i l ex iste des champs de vecteurs ayant une infi ­
nité d'orbites périodiques. On peut construire des exemples, nc seraiL-ce que 
le mouvement kepler/en où les planètes ont toutes des orbiles périodiques , 

mais Smale pensait que, dans ces exemples, ce [ail élaiI dO à une panicularité 
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de l'équation, et il a conjecturé en 59 que, en debors de certains cas particu­
liers, il n'y a qu ' un nombre fini d'orbite. périodiques (voir phrase encadrée). 
Cette conjecture, complètement fausse, fait sourire aujourd'hui. Mais c'est 
pareo que nous avons derrière nous le lra\lruJ de nombreux mathématiciens. à 
commencer par Smale lui-même, qui, autour des années 65, a trouvé de nom­
breux contre-exemples. En Cait c'est dommage que Smale n' ai t pas travaillé 
avec d ' autres scientifiques que des mathématiciens . C'est dommage qu ' il 
n'ait pas rencontré un météorologiste aujourd'hui très connu, Lorenz. En 63, 
Lorenz a travai llé sur les équations différentielles qui ~gissent le mouve­
ment de l'atmosphère. n s'agit d'équations aux dérivées panielles qui sont 
exlrêmement compliquées (beaucoup plus que pour le mouvement des pla­
nètes), et Lorenz a frut ce que font beaucoup de physiciens, il a développé en 
série de Fourier certaines fonc tions, et puis il a tronqué les harmoniques Ics 
plus grandes pour se ramener à une équation dIfférentielle plus simple. n y a 
été très fort, puisqu ' il n'a gardé que trois variables et s'est donc ramené à un 
champ de vecteurs dans l'espace de dimension 3. Ses équations, qui donnent 
le vecteur au point (x,y,:) sont simples : b, 0 ct r sont des constantes et vous 
voyez que l'équation est Unéaire pour Mdr et presque linéaire pour les deux 
autres (il n'y a qu'un terme non lméaire : - Xl pour dy/dr et X)' pour dUdr). 

Equations de Lorenz (1963) 
deterministic non periodic flows 

dA: =_ cr x + 0)' . ~ =- x, + IX -y . di. = X)' - b­
,l 'dt ' dt' 

(b = 813 ; 0 = 10 ; r = 28) 

Lorenz a fait tourner 
son ordlDaleur (rudimen ­
taire à l'époque) et il est 
tombé sur cette figure 
aujourd'hui très célabre 
qui s'appelle l'attracteur 
de Lorenz. 
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Tout à l' beure, je vous ai montré des orbites dans le cas du théorème de 
PoinCllrt-Bcndiltson : les orbites rentrantes convergenl (après quelques zig­
zags) ven; un poinl fixe ou au pire vers une orbite périodique. Mais dans 
l'espèce de papillon compliqué que vous voyez là, les orbites spiralent dans 
tous les sens et, pour employer un mot à 1. mode, C'.,st absolument chao­
tique. Vous pouvez par exemple avoir une orbite périodique qui tourne 7 fois 
dans un sens, puis 3 fois dans l'autre sens, puis encor. 7 fois dans un sens, 6 
fois dans l' autre avant de revenir au poinl de départ. Quand on regarde de 
près , on trouve à l'intérieur de cet objet compliqué, une infinité d'orbites 
périodiques, dont les périodes tendent vers l 'infini. Vous pensez peut-être 
qu'on peut faire quelque chose, changer un peu les coefficients, ou rajouter 
un petil temte non linéaire. Mais en fait. si VOU,';i oKtrafiquez» celte ~u3t.ion. 
1. figure reste el, On peut maintenant le démontrer, eUe est stable par penur­
bation. L' auracteur de Lorenz e'llà, avec 'On infinitl d'orbite, périodique" 
et On ne peUL rien y faJre. C'est fondamental parce que, si l'on veut com­
prendre un peu le mouvement atmosphérique, on tombe sur des ~qualions 
différentielles qui. même si on les triviali,. au point d'en arriver à un modèle 
naIf de dimension 3. ,ont déjà d'une complexité extrême. 

r arrote là l'hisu>1re, car cela me mènerail trop loin. n y a beaucoup de 
cho,es compliquées à raconter. Mais j'ai choisi deux exemples. Je vous pré­
senterai en détrul le premIer et pour le second je ferai comme disenl les amé­
ricains : juste agiter un peu les bras pour vous mOnLrcr quelques petites 

choses. 
Avant tout il faut introduire quelque chose qui esl encore da à Poincart et 

qui s ' appello l'applicaLion de premier retour de Poincaré. Vous avez un 
champ de vecteurs. que j'imagine de dimension 3, vous prenez une section 
transversale, c·esl · à~ire un peLit Ixml do surface S transverse aux orbites et 
vous sUIvez la trajectoire d'un point X jusqu ' au moment où clle revient taper 
dan, S. Vous obtenez ainsi une applicaüon f de S dans S. 
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La traJccloire de x va couper successivement Saux poinls x, f(x). 
f 0 f(x), ..... De sone que comprendre commenl est fait le champ de vecteurs, 
comment sont faltes les orbites, c'est peu près la même chose que com­
prendre comment sont faites les itérations def:f,f of , f of of, ... 

Une orbite pénodique correspond à un point périodique x de f . Cel. per­
met d ' étudier un champ de vecteurs sans se compliquer la vie avec des équa. 
tions différentielle qui, de toute façon , sont trop difficiles à résoudre. 

Je vous propose de regarder un cas paniculi.r, le cas le plus simple Où la 
transversale S est de dimension 1. 

Pour mon premier exemple, je considère une application f, continue de IR 
dans IR 

.....•...... x 

k fois 

On nOte l' 1. composition l olo ... 0 f 
Un point x est un point périodique de période k SI l' (x ) = x et si I(x),f ' (x l . 
... , j't" ') (x ) sont différents de x. 

Je vais vous parler d'un théorème publié en 1975 par deux mathémati· 
ciens am~ricains . Li et Yorke. el qui a eu beaucoup de succès avec un ulfe 
superbe : "La pénode 3 ntraine le haos ". En fait ce théorème avait aussi 
été publié en 64 par Sarkovslcii. mais avec un Utre moins médi.tiqu . ... 

T. y, Li & J. Yorke: Sarkovskii: 
PtrWd thrttlmplit. chaos (/975) Coe.ruUne. 01 eyeus of a 

conrinuolLf map of a lin. Inro it .. 1f 
(1964) 
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Je vais énoncer ce théorème, et puis, si vous me le pennellez, je vais vous 
le démontrer. Paru que les maths sans preuve, ça n'est rien. Les maths ne 
SOnt pas que des preuves, mais. j'insiste lourdement, il faut démonlrer quand 
on fait des maths. Et malgré toutes les mises en garde de mes collègues, je 
tiens à mOntrer l'exemple cn vous faisant une démonstration pendant ma 
conférence. 

" raut d'abord que je vous décrive une relation d'ordre total sur /Ntout il 
fai t amusante. La voici : 

L'ordre de Sarkovskii <1 

3 <15 <17 <19 <1 ... <1 (2n+l ) <1 , .. 

b <1 10 <114 <118 <1 ... <12(20+1) <1 . 

12 <120 <128 <136 <1 ... <14(20+1) <l , 

3.2' <l5.2~ <1 7,2' <19.2' <l , <1 (2n+I ).21 <1 . 

<164<132 <116 <1 8<14 <l2<1( 1 

On range d'abord, dans l'ordre habituel , tous les nombres impairs (sauf 
1), Puis, après eux, tous les doubles d'i mpairs, et ensuile les quadruples 
d'unprurs, etc" . En conlinuan[ ainsi indéfiniment. il nc manque que lc:s pms9 

sances de 2, que l'on range dans l' ordre contraire de l'ordre habituel et ainsi 
cela se temune par 32, 16,8,4,2, 1. 

Venons-en au théorème, qui me plait pour sa généralité et sa simplicité, 
et qui est optimal (on ne peut pas l'améliorer). Le voici: 

THEOREME DE SARKOVSKll 

Soitf . IR ..... lRune application continue. 
Soient m cl n deux entiers non nuls tels que : m <J 11. 

SifpossMe un point périodique de période m, alorsfpossède 
aussi un point périodique de pénode n, 
Par exemple, SI f possMe un point périodique de période 3, 
alors f possède des points périodiques de toutes les périodes 
(et, en paniculier, une infinité d'orbites périodiques). 

Si par exemple, vous avez un point périodique de période 9, ce théorème 
garantit l'existence do palOts périodiques de toUles los périodes, sauf peut­
être 3, 5 et 7. 
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Je vais seulement démontrer 1. cas paruculicr où m = 3, qui est d'ailleurs 1. 
théor~me de LI et Yorke. Ces derniers avaient d6moDtR le cas particulier de 
1 p6node 3 sans avoir conscience de 1. structure ordonn6e dans l'ensemble 
de toutes les p6riodes. 

A titre d 'exemple, regardez 
ce graphe d'une application 
continue f de IR dans IR .vec un 
poInt. de p6riode 3, Le théorè­
me de Sarkovskii di t que sur ce 
grapbe là je peux tro u ver un 
point périodique de période 7 par 
exemple, 

Et c'est ce quc je v.is 
démontrer. en commençant par 
trois lemmes. 

b 

c 

a 

./ 

./ .. ' 
........ 

a c b 

Lemme 1: Soit J = la,b] un 
intervalle fermé tel que J c f(J) . 

Alors J contient un point fixe def. 

J (o) = b ;J(b) = c; J(e) = 0 

DimolUlralÎon: SoieDl a ' e [a,b] tel queJ(a') = a et 
b' E [a,bltel queJ(b') = b. 

La qunnuté f(x) - x est négative ou nulle pour x = a' et poslUve ou nulle 

pour x = b '. Elle,,' annule donc en un cenain point de [a ',b '] c [a,b l-

Comme vous le voyez. 13 
preuve est d'une redoutable sim­
plicité : le f:lJt que f(1) recouvre 
J assure l'ex istence de a' el h ', 
fia') - a = a - a' < 0 puisque 
o'e 1 = [o,b] 
et f(b') - b ' = b - b' ~ 0 puisque 
h' E J = [o,bl. 
f éta.nt continue. la différence 
J(x) - x aussi. Et comme elle 
change de slgnc, clle s'annule 
entre a ' et b', ce qUI donne un 
point fixe def. 

BuJ1ftlif) APMEP 404 ~ Journees NatJo""Jes 95-96 

b ,- ----------- ----- .. 

a --- - -,'- - - ~ -, , , 

a a' x b' 

CQFD 

379 

Bulletin de l'APMEP n°404



Lemme 2 : Si l, C f (I.;,), il eriste un 

interval le Jo conlenu dans '0 lei que 

JOo) = l, . 
C'eSl très intuitif ( voir 1. figure), mais 
voici 1. démoDSuation formelle. 

DimonstrtzJion : 
1.;, = [a,b] el', = [c,d]. 

Soit a' e [a,b] lei quef(a ') = c. 
Soit b' e [a,b] leI que f(b ') = d. 
On suppose par exemple que a ' < b' 
(sinon raisonnement analogue) 
Soit a" = max lx e [a ',b'] lf(x) = c } 
Soit b" = min (x e [a ",b']lf(x) =d) 
Pour 'ou, x de [a ",b "], 

.. , . 
, . 

a a· an bU b' 

• 

, 
, 

on a c 5,f(x) 5, dJ{a U) = c etf(b" ) = d c'est- -dire quef([a",b"]) = [c,d] . 
L' inlervalle Jn = (a",b"] fai t l'affaire ... 

CQFD 
(L'existence de a' et b' est assurée par le fait quef(l,,) recouvre' , . a" est la 

"dernière fois" oùf(x ) = c et b 1. "première fo is" oùf(x ) = d) 

Passons au troisième et dernier lemme. On a ic i affaire à une su,te 
d ' intervalles, et on itère: le second lemme en faisant une récurrence. 

Lemme 3 : Si r." l" ... , l" CSI une suite finie d' inlervalles ferm~s telle que : 

l, c./l.!,,),J, Cf(I,),ctc ... , 1. c/(I • • ,l, 
alors il existe des intervalles fermés Jo- J" ... , J.tels que: 

Jo c 10. f(1ol = J, C 1"POol = J, cl" .. . J'(1ol = J. = 1 •. 

Dlmonstre/ion : 
Pour n = 1. c'cst le lemme 2. 
Pour n = 2 : il existe J, c l , tel que 

12 =J2 f(lt) 

fO tl = '2' 

Il exiSl. Jo C 10 tel que f(Jo) = J,. 

L'intervalle Jo fait l'affatre. j\ 
Le cas général se fait par récurrence. f \_.....J ____ ~O!.. 

On a J, c l t C f(l,) . JI Il ," f(Io) 

" JO 10 .... 
CQFD 
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Je peux maintenant dfmontrer le théorème. Rappelez-vous : si f poss~e 
un point pfriodique de pfriode 3, elle admel un polOt pfriodique de n'impor­
t. queUe pfriode. 

Je suppose que j' ai un point a. 
p~riodlque de période 3. a a pour 
image b. qUI donne c, qui revient sur a. 
VoicI la figure dans le cas où il < b <e. 
L'image de [a,h ] reCQuvre au moin, 
(h.c] puisquef(a) = h etf(h) = c. 

De même l'image de l h.c) recOuvre 
au moins (a,c] et a fortiori elle, 
recouvre les inlervalles [h,c ] et [a,b ] 
qui sonl inclus dans [a,c]. 

La figure Ci-CODlTe schématise ces 
recouvrements. 

~ 
abc 
1 1 1 

~ 
~ [a'0U 

n y a cinq aulTes cas possibles en ce qui concerne l'ordre des réels a ,b, c. 
Mais dans chaque cas on a un schéma de recouvrement du même type (à 
l'ordre des lettres près). 

~ 
~ ~ [C '00 [U0U [b0U 
~~ 
c • b ( b a 

Je ne ferai donc la démonslTation que pour la premier cas (a < b < cl. 
Pour fabriquer un point pfriodique de pfriode 7 par exemple, il suffil de 
regarder la suite de buit intervalles ; 

[a,b] [h,c] [h,cl [h,c) [b,e) [b,c ] [b,cl [a,h] 
D'après le premier schc!ma de recouvrement, l'image de chacun recouvre 

le suivant. Donc d'après le lemme 3 appliqué 11 cette suite d'intervalles, on 
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peUl l/'Ouver à l'lnltri.ur de [a,b l un sous intervalle Jo lei queI' (10) = l, = 
[a,b l _ 

Ainsi J'CI.,) recouvre 10 (qui est inclus dans [a,bl) el, d'après le lemme 1. 

10 contienl un point fiJ<e de l'- Ayanl trouvé un point x lei que l'(x} = x, il 
reslejusle à vérifier que ce poinl n'eSI pas périodique de période plus petilo. 
Mais c'est évidenl puisque, au cours de sa trajecloire, x part de [a,bl el va 
dans [b,cl les six fo is suivantes pour ne revenir d.ns [a,bl que 1. septième 
fo is. x esl bien un poinl de période 7. El ce que j'ai fai t avec n = 7, je peux le 
faire avec nïmpone quel nombre n. (pour Il = L, il suffil d'appliquer le 
lemme 1 à l'inlervalle [b,c]) . 

Fln de /Q dlmonslration : 

Soit a un point périodique de période 3, b = [(a) et c = J2(a). On suppose 
aSbSc. 
Pour n;' l, on pose : 10 = [a,b); II = l, = ... = l, _1 = [b,c); l, = [a,bl. 
D'après le lemme 3, il e,isle des inlervalles fennés Jo, JI' ... , J, tels que : 

Jo c Ia,b], 

[{10} = J, c: [b,c[, 

PVo) = J2 c [b.cl, 

f'- '(Jo) = J. _1 c: [b,c], 

['(Jo) = J. = [a,bJ . 
O'après le lemme l, il exisle un poinl x de Jo tel que['(x) = x. Puisque !es 

pointq/,'(x) pour 0 < i < /1 sont dans l'inlervalle [b,c], ils sonl différents dex : 
x est un point périodique de période exaclemenlli . 

CQFD 

La démonstration du théorème de Sarkovskii dans le cas général utilise 
essentiellemenl le même genre de méthodes. 

Je voulais vous montrer cela d'une part pour Caire une démonstration, 

mais aussi pour vous muntrer qu' il y a des théorèmes du XX' siècle qui ne 
sont pas si difficiles. 

Je va,s mainlenanl pas.ser il mon deuxième exemple el vous parler d'une 
autre recherche au sujel des orbites périodiques. Ce sujet remanIe lui aussi 
jusqu ' à Poincaré, lorsqu'il cherchait à comprendre les orbites dans les mou· 
vements des corps célesles. 

La conjecture dont je vais vous parler dale de 1948 el esl due à un mathé­

maticien allemand immigré aux Etats-Unis, Seifert 
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En voici d'abord une forme imagée : 
Imaginez une cuvette telle que, si 

vous Jancez une biIJe dans cette cuvet­
te. toutes les trajectoll'CS possibles sont 
périodiques, exactement de la même 
façon que, quand vous lancez une pla­
nète san.s forces penurbatrices autour 
du soleil, toutC!Io les trajectoires sont 
périodiques. 

Imaginez maintenant qu'on défor­
me un tout petit peu la cuvette . 
Lorsque la bille passe dans la r~gion 
déformée, cela créé Une petite pertur- L-____ _____ __ ......J 

bation qu'on aimerait pouvoir élUdier, comme on aimerau pouvoir ftudier le 
mouvement des planètes du système solaire en lenant comple non seulement 
de l'attraction principale du soleil. mais aussi des peules perturbauons dues 
aux iotemctions des planètes. Et bIen la conjecture de Seifert prévoit que, 
quelle que soil la façon dont on déforme la cuvelle, il subsiste toujours au 
moins une orbile ptriodique. 

Cetle conjecture a engendré de nombreuses questions qui ne sont pas 
Ioules ~olues aujourd 'hui. Mais il faut d ' abord que je vous parle de la sphè­
re de dimension 3. De la même façon que la sphère de dimension 2 esl plon­
gée dans JRl, la sphère de dimension 3 esi plongée dans IR'. Mais comme il 
eSI difticde d'imaginer IR', on peut utiliser la projection stéréograpruque. 

Je fais blcn sOr une figure comme je peux, c'est-à-dire en dimension 3 ou 
plutôt 2 ! Ceci représeote IR'. Dans lR', j'ai dessiné la sphère de dimension 3, 
un pain! que j'appelle pôle nord, ct le sous espace tangenl au pôle Sud qui 
est bien sOr IR'. 

• /,., 

... 
. / 

p(x) 
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La projection sttl'tographique l'talis. une bijection entre S3 - (lN) et lR' 
de sorte que, pour imaginer ce qu'est Sl, on peut oublier le pôle Nord ct 
identifier canoniquement à fR3 cc qui reste. 

Pour dire les choses clairement : de même que, pour la vie de tous les 
jours, on peut identifier la terre à un plan, vous pourrez, dans tout ce que je 

ais dire par la suite, pen.<cr IRl chaque rois que je parlerai de 1 •• phère de 
dimension 3. Vous ne vous tromperez pas beaucoup : il ne vous manquera 
qu'un pOint. Mais si vous voule2 faire mieu.x, vOus pouvez rajouler un point 
à l'innni pour avoir le compactifié d'Alexandrov. 

Alors vOIci ce qu'. conjecturé Seifert en 1948 : 

Conjecture de Seifert (1948) 
Tout champ de vecteurs sur la sphère S3 possè­

de une singularité ou une orbite ptriodique. 

Qud est le rapport avec la cuvelle de tout 11 l'heure? Pour le dire très 
rapidement : le lancer d'une bille dans la cuvelle est décrit par quatre 
nombres: x et y pour donner la position de départ, V.:c et Vy pour donner la 
vItesse initiale. Le fait que l'énergie IOtale (potentielle et cinétique) soit 
COnstante conduit à l'équation.:c' + y' + v,, + v)' = 1. AulIcment dittou! se 

passe en fail comme sur une sphère unitaire dans un espace de dimension 4 
t c' t ainsi que Seifert a tté natureUement amené à poser ainsi sa conJectu-

re en 1948. 

1974 : Contre-exemple de classe Cl 
par P. Schweitzer 

En 74 coup de tonnerre: le mathématiCIen (américain Il l'époque. brési­
lien maintenant) Paul Schweitzer COllStruit un contre-exemple de classe C' . n 
faut dire que Seifert avait posé s. conjecture sans préciser si le champ de 

vecteurs devait 'Ire C', oU C'. ou C"", ou an.lyùque ... . Schweitzer a rait ce 
qu'll a pu avec un contre-e.<emple dtrivable une fois, mats pas deux. Et il ne 
pouvait absolument pas se départir du rait que son exemple n' était pas deux 
fois d,fférentiable. ü>la était-il lié à l'exemple ou Il la conJecture) 

1988 : Contre-exemple de classe CZ 
par J. Harrison 

Parm i les mathématiciens qui ont travaillé à cette question, Jenny 
Harri son , mathématicienne anglaise, a travaillé dur pour parvenir à un 
contre-exemple de classe C2. 
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Sa consltUction, pour gagner une dérivée, était d'une complexité inouIe el 

elle a mis beaucoup de temps à convaincre ses collègues que cela man:bail. 
Ceue complex.it~ a ~moralisé beaucoup de moode ; on avait l'impressioo 
qu'un conlre-e"emple C' 6tait ioaccessible. n manquait une idée. 

1994 : Contre-exemple de classe C -
par K. Kuperberg 

Celle idée, c'esl une mathématicienne polonai­
,e qui a émigré aUJl Etats-Unis il y " une quinzai­
ne d 'années, /(rysûna Kuperberg, qw l'a eue. 
Krystina Kuperberg a réussi le tour de force de 

fabriquer un contre-exemple C-, et même analy­
tique, tout ce dont 00 peut rêver! 

Ici, je ne vais rien démontrer, je vais juste vous 
monlrer quelques dessins. Mais ce o'est pas si dif­
ficile, cela n' utilise pas de technologie compli­
quée, c'est juste un peu de chirurgie. Si j'aval', 
disoo. deux beures de plus, je pourrais vous exph ­
quer tous les dét:l1ls. 

Krv«i .. Kuperberg a eu la boone idée de ne pas essayer de poursuivre ce 
qu'avaient fait P . Schweitzer et J. Harrison, mais de chercher quelque chose 
de très diff6rent, EUe a eu une idée très simple et très jotie en reprenant une 
idée du mat h ~maticicn améncain Wilson , qui remonte aux année, 60. 
Wilson n'avait pas réussi à construire un contre-exemple. mais il avait inven­
t~ le concept de piège pour un champ de vecteurs. 

L'idu de Wilson est la suivante : si l'on veut construire un champ de 
vecteurs sao, orbite périodique, on commence par prendre n'importe quel 
champ de vecteurs. Malheureusement il • une orbite périodique, que l'on va 
casser, que l'on va [aire tomber dans un pi~ge. 

V oiei une B.D. qu i i 1\ u st re en r"--..:1J--::::=:::-::------' 
dimension 2 la méthode des pi~ges de 
Wilson: 
1°) Prenez sur l'orbite ptriodique un 
peût carré donl deux de. cÔtés SOnt 

transverses au champ. el deu~ sonl tan­
gents. 

auIMtiII APMEP 404 . Joum4n Natlonalu 95-96 

385 

Bulletin de l'APMEP n°404



3°) Voici le champ de veCleu rs 
que vous pouvez prendre pour rustine. 
TI est, comme il se doit. langenl à deux 
côlés du carré, el transverse aux deux 
auues. et au mil ieu il y a une singulari­
té. Alors qu'arrive I-il aux orbites? 
Si une orbile rentre hors de la zone Z, 
elle ressort exactement en face. Par 
contre, si elle rentre dans la zone Z, eUe 
est happée par le point singulier, el ne 
sort plus, Elle est prise au piège. 

4' )11 ne vous reste plus qu'à coller 1. 
rusùne dans le trou. L'orbile périodique 
ini tiale a élé piégée. El vous n'avez pas, 
ce faisanl, créé d'autres orbites pério­
diques puisque les orbiles qui entrent el 
ressortent le fon t exactement comme 
avan t. Autrement dit la structu re des 
orbiles à l'exlérieur de la rUSIlne eSI 
inchangé. 

2°) Avec des ciseaux, retirez le 
petit carré. Votre orbite périodique 
est cassée. mais vous avez. un ll'O ll 
dans votre champ de vecteurs , 
c'est un peu gênant. AlorS, il va 
falloir coller une rusùne. 

~ 1!!/ 
~~ /( 

1 

z 1 

Oui, mais le problème posé par la COn je Cl ure de Seifert est de casser 1 .. 
orbi les périodiques sans pour autant introduire de singularité et c 'est pour 
cela que l' idée de Wilson ne lui a pas permis de construire un conlTe­
exemple. Cependant l'idée de piège est bonne, el SchweilZCr (qw a construit 
un coolJe-exemple CI) a lui aussi utilisé un piège. Un piège qui • une topolo­
gie compliquée . Je ne veux pas vous l'expliquer, cel. nous mènerait lr0p loin 
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el de IOule façon le mérite de K. Kuperberg a été de ne pas SUIvre la même 
voie : eUc a gardé l'idée du piège, eU. a gardé l' idée que la topologie peUl­
être e~trêm.menl compliquée, mais ene a complètement changé ce qu'il y a 
à l'inlérieur du piège. 

LE PIEGE DE KUPERBERG 

Je vais vous le montrer ropidemen~ avec quelques des- Il'~::::=::::=?: 
sins, juste pour vous eoovaincre que l'idée est simple . Il 
fallait Y penser 1 
Tout d'abord voici le point de dépan, un piège très élé­
mentaire, dû aussi il Wilson. Il a la fonne d'une boile d. 
conserve rempUe par des cyliodres couiaU)(. 

Et SI je l' pluche comme un oignon, j'cbIlens ces carré. qUI décrivent le 
champ de vecleurs qu'on met à l'intérieur. 

.1 

-1 

Sur les cylindres qui sont près du bord e.téricur, ou du bord intérieur, le. 
orbites vont gentiment de bas en haui : elles traverse Dt, entrem et sort.nL 
Mais pour un cylindre inlennédiajre. elles sont barrées par deux orbues 
périodiques. Piège sans intérêt puisqu'en voulant piéger des orbites péri(}­
dJques, il introdu.i t deux nouvelles orbites périodiques. 

L' Idée de Kuperberg, c'est de demander au serpent de se mordre la 
queue, au piège de se piéger lui-même. C'est très aSlucleux. Le piège a se 
pénétrer lui-même de façon à piéger ses propres orbites pénodiques. 

L 
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Et ça marche! Vous aperœvez dans la figure du milieu les deux orbites 

périodiques interceptées par l'auto-insertion du piège dans lui· même. 
Les lIais dernières ligures sont des scMmas locaux qui en quelque sorte, 
contiennent la preuve. Une preuve visuelle. 

Bien sOr l'Int6rieur du piège est compliqué, mais l' idée est simple et en 
ayant celle idée, Kry,tin. Kuperberg a dam6 le pion à tous les spécialistes 
d'analyse. C'est ce que j'aime en maths: l'asluce. 

Krystina Kuperberg n'a pas pour aUlant mis ses collègues au chômage, el 
les choses avancent très vite. 

En 94, le mathématicien allemand HoCer érudie les champs de vecteurs 
"cont8cl " (une propriété des champs de vecteurs qui provien.nent de sys­
lèmes mécaniques; il eSI donc intéressant d'étudier les champs de vecleurs 
"contact" ; et l'exemple de Kuperberg ne l'esl pas). Ne peut-on reConnuler 
la conjecture de Seifert en rajoutaDll'hypothèse "contacl"? El bien oui: 

Théorème (H. Rofer J.994) 
Toul champ de vecteurs de Iype "contact" sur la sphère Sl admet 
une orbite périodique. 
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Ainsi la onjec!ur. eSt rausse pour les champs de vecteurs quelconques, 
vntie pour les champs de veclturs "contact". Ëntre les deux, il y a les champs 
de vecteurs qui préservent le volume. Qu'en est-II pour eux? En 1995, Greg 
Kuperberg (le fils de KrySlina) reprend la question et trouve un contre­
exemple CI . 

Pour C-, la question reste ouverte. Peut-être aura· t-on avancé l'année 
prochaine. 

Théorème (G. Kuperberg 1995) 
D eJÙsle un champ de vecteurs de classe C' sur S3 qui préserve le 
volume t qui ne possède ni position d'équilibre ni orbi le pério­
dique. 

Problème: 

Un champ de vecleurs de classe C~ sur S3 qui préserve le volume 
possède-toi! nécessairement une orbite pénodique ou une position 
d'équi libre ? 

Des questions OUVCrles. il y en a tanl qu'on veul. Je vais temtioer en vous 
citanl quelques exemples. L'une des plus vieilles questions des systèmes 
dynamiques est ce qu'on appelle le c10sing lemm. : un ch:lIl\p de vecleurs 
peul ne pas avoir d'orbilt périodique, mais dans ce cas peut-on, par une toule 
peti te perturbation, s'arranger pour qu ' il en rut une 7 

Oosing lemma : 
Peut-on approcher tout champ de veclturs par un auUe qui possè­
de une orbite périodique? 

Ën 68-70, C. Pugh (le man de J. Harrison) démontre que oui, Il condition 
de ne pas être trop gourmand sur l'approximation. 

C_ Pugb : oui 
si on ne cherche à approcher que les premières dérivées des 
champs de vecleurs. 

Inconnu si on cberche Il approcher aussi les déri vées secondes ... 

C'est rune des quesuons ouvertes les plus dlfficiles des systèmes dyna­
miques. 

Autrement dit on peut poser la question aÎll.'>1 : est-Ge que les harnps de 
vecleurs onl en général des orbiles périodiques ? Alors tout dépend de ce 
qu'on mel derrière "en général". Si c'est au sens de 1. topologie C' , 1. répon­
se est oui; au sens de C2 on n'en sait rien. Après plus de 100 ans d ' ~tude des 
, ystèmes dynantiques on ne sait loujours pas si OUI ou non la plupart des 
champ de vecleurs ont des orbites périodiques. 
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En conclusion, 
J'ai ltOis choses à vous dire, de façon plus générale, 

lA première c'cst qu'on n'imagine pas assez à quel point 1. nombre de 
problèmes ouvens est immense. La difficulté n'est pas de trouver des pro­
blèmes, mais de les sélectionner. Environ deux millions d'weles de mathé­
matiques ont été éerits depuis Archimède. Cette production double tous les 
douze ans. Sur ces deux millions d'alticle., un million d'entre eux Ont été 
écrits depuis douze ans ! Ça fait peur ! 

Les physiciens ont d'ailleun; une blague à cc propos. En physique, il y • 
moins de revues qu ' en mathématiques, mais eUes sont plus grosses, et un 
physicien peUL voir presque à l'oeil nu avancer la revue dans sa bibliothèque. 
L'un d'entre eux avait calculé qu'en 200S la page de couvenure du demier 
numéro paru aurail dépassé la vitesse de la lumière. Ce qui , concluait-il, 
o'est pas en contradiction avec la phys.ique relativiste, car il nt y a aucun 
lranspon d' informauon 1 

lA d.uxième chose que je voulais vous dire est la suivante : les mathé­
matiques d ' aujourd ' hui ne sonl pas plus difficiles que celles d'il Y a cenl ans. 
Il y a encore place pour des mathématiques simples, et pour des gens qui onl 
des idées astucieuses. Je crois qu'il est important de le dire aux jeunes qui 
commencent à faire des mathématiques. 

EnrlO, j'ai déjà parlé de la troùiJm. chose, mais j'insiste, non seulement 
en UUlI que mathématicie n mais aussi en tanl que parenl d ' ~lèves : s' il vous 
pl aî~ faites des démonstrations dans vos cours !. 
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