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Parler des mathématiques d’aujourd'hui, c’est trop difficile, trop insensé.
Il n’est pas possible d'avoir un point de vue trop vaste. Aussi J'ai simplement
choisi deux exemples de mathématiques récentes, mais sans grande préien-
tion. Et je vais suivre la seule voie qui me parait raisonnable : la voie histo-
rique. Je vais vous parler de systémes dynamiques, et d"orbites périodiques,
en commengant tres loin, au 16&me siécle, et en vous menant jusqu’en 1994-
1995.

Au XVI* siecle done, vous savez tous que Kepler est fameux pour avoir
é1€ I'un des premiers & observer le mouvement du systéme solaire avec une
grande précision et nous lui devons ses trois lois bien connues: la premigre
dit gue les planétes décrivent des ellipses autour du soleil ; la deuxieéme
indique |a maniére dont les planétes décrivent ces ellipses; la troisidme
donne la période d'une plangte en fonction du grand axe de son ellipse.

Mais je voudrais insister sur une chose extrémement importante gu’on
oublie de dire, et que j'aurais envie d'appeler la " zéroleme * loi de Kepler :
les planétes suivenr des trajectoires périodigues. C'est une merveille, dont
fOUS Ne SOMIMEs Pas assez conscients, vu son importance dans la vie de tous

| Le texte présent€ ici es! une ratranscription de mon exposé oral qui avait été enre-
gistré sur magnétophone. Les illustrations sont des copies des transparents présentés,
Je remercie chaleurcusement Madame Claude Panselle qui a bien voulu se charger de
ce travail de retranscnption

2 Docteur 2s sciences mathématigues, Elienne GHYS est membre correspondant de
I'Académic des Sciences. Ses truvaux actuels portent sur la géoméme et les systdmes
dynamiques
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les jours. Or c'est en fait une chose qu'on ne comprend pas trés bien : pour-
quoi les orbites du systéme solaire sont-elles périodiques 7 Le sont-elles
exactement ? Qu'est-ce qu'une orbite périodique et quelles conditions cela
exige-t-il?

1l est évident que I'importance fondamentale de ces questions fait que les
mathématiciens ont envie de regarder cela de prés. Bien entendu, a 1'époque
de Kepler, il ne s'agissait que de descriptions. Kepler était un observateur
extrémement astucieux, mais qui ne cherchait pas d'explication.

Le premier qui a cherché & expliquer le mouvement des plandtes est I'un
des plus grands mathématiciens de tous les temps : Isaac Newton. En 1685, il
a publié son ocuvre magistrale, I'un des textes sans doute les plus importants
de toute I"histoire des sciences : «Principes mathématiques de la philosophie
naturelles (traduit en frangais par la Marquise du Chiltelet). Ce texte ahsolu-
ment merveilleux fonde la mécanique et le calcul différentiel. Newton
explique ce qu'est unc dénvée, il définit proprement ce qu'est une vitesse,
une accélération, il écrit la loi F = mY , et & partir de la loi de gravitation il
explique ce qu'avait constaté Kepler. Ce livre, et les méthodes quil dévelop-
pe, sont @ la base d'une bonne partie des mathématiques contemporaines ; ils
sont aussi en quelque sorte le fondement du déterminisme.

Je voudrais maintenant parler d'un concept qui sera central dans tout mon
exposé, Ce concept ne se trouve pas A proprement parler dans le livre de
Newlon, mais on peut le trouver entre les lignes. Il s’agit de la notion de
champ de vecteurs.

Un champ de vecteurs vous pouvez Iimaginer de nombreuses manigres ;

Champ de vecteurs
C'est une application (de classe C'*) qui associe un vecteur
A chaque point d'un certain domaine du plan (ou de IRY)

* * de classe C1“ signifie différen- A P
tiable avec une dérivée continue.
Mais je vous dis tout de suite que je / A~

ne suis pas venu ici faire un cours / -~ i S o
de mathématiques formelles, et que A

pir la suite je serai parfois obligé de Pl S e = il e
tricher, de ne pas donner les hypo- ~ i

théses exactes et complétes.
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la plus intuitive est de penser 2 du liguide en mouvement : en chaque point,
vous avez la vitesse instantanée d'une particule du fluide, et vous obtenez
ainsi un champ de vecteurs (le champ de vitesses) sur votre domaine. Mais,
si jai fait un schéma en dimension 2, il est absolument indispensable, dés
qu'on veut faire des choses un peu sérieuses, de travailler avec des espaces
de configuration plus compliquée comme nous le verrons plus loin. 11 faut
donc penser & des espaces de dimension supérieure et c'est pourquoi j'ai
€crit IR" , Dans un champ de vecteurs, la notion fondamentale est celle
d'orbite. Le mot a la méme signification qu’en astronomie :

Une orbite d'un ¢champ de vecteurs est une courbe
qui est partout tangente au champ,

Le théortme essentiel, qui était pressentie par beaucoup de mathémati-
ciens, y compris Newton, a pour la premidre fois été démontré par notre
grand analyste du XVIII* siécle : Cauchy.

Cette petite phrase ne parait pas grand chose, mais ce théoréme est abso-

Théoréme de Cauchy:
Par chaque point passe une unique orbite
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lument crucial puisqu’il nous définit en quelque sorte ce qu'est le délerminis-
me. Etant donné un point initial, il existe une unique orbite passant par ce
point. Cela a engendré un optimisme absolument délirant au XIX* sidcle;
tout était résolu: il n'y avait qu'a écrire I'équation différenticlle du champ de
vecteurs ; en la résolvant on pourrait décrire le mouvement de n'importe quel
systéme. Voici I'illustration de 1'optimisme un peu fou des mathématiciens
et physiciens du XIX" si¢cle; une phrase de Laplace qui est restée une défini-
tion classique du déterminisme.

Builetin APMEP 404 - Journdes Nalionalss 95-96
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«Nous devons considérer I'élat présent de 'univers comme la consé-
guence de son état passé et comme la cause de son éat futur. Une
intelligence qui a un certain moment connaitrait toutes les forces qui
contrdlent la nature ainsique les situations relatives de toutes les entités
qui composent la nature - si elle était suffisamment grande pour déve-
lopper toute I'analyse mathématigue de ces données - décrirait, dans
une seule formule, aussi bien les mouvements des corps les plus impor-
tants de I'univers que ceux du moindre atome. Rien ne serait incertain
pour cette intelligence ; le futur et le pasyé seraient présents a ses
Yeux.»

Pierre S. de Laplace (1814)

On sent I'enthousiasme de Laplace, Le théoréme de Cauchy affirme
I"existence et I'unicité des orbites d'un champ de vecteurs. Il n'y a plus qu'a
résoudre des équations différentielles et on aura «dans une seule formules la
solution de tout. Encore faut-jl ére suffisamment malin pour les résoudre.
Méme Laplace en éait conscient (voyez la petite phrase entre tirets), mais an
début du XIX* sigcle, on pensait encore qu'il suffisait d*auendre que les
mathématiciens travaillent, avancent, résolvent suffisamment d'équations
différentielles, et que, 16t ou tard, on aurail toutes les solutions.

Mais, pour illustrer un peu le probléme, prenons son prototype, 1"étude de
la mécanique céleste. Avec un petit logiciel, on peut s"amuser i simuler le
mouvement de quelques planétes: on crée un soleil, quelques planétes, on
leur donne des vitesses initiales, on les lance dans I'espace intersidéral....de
'ardinateur, et on observe ce qui se passe,

Masses nulles
Universe Type : Unbounded Force Type : Gravity
Grovity : 1.00000 Friction : 0.00000
Stepsize : 0.10000 Screen Size | 492,575
Initial State

Mass Pasition Velocity
1 0.0000e+0 79240e+2 -7.6210e+2  6.4000e+0) -6.6800e+|
2 1.0000e+6 54500e+2 -67500e+2  0.0000e+0  0.0000¢+0
3 0.0000e+0 6.5800e+2 -1.2937e+3  -4.6000e+] -1.8500c+1
- 0.0000e+0 1.3200e42  1.3160e+2  -2.1900e+1  -1,6800e+1
5 0.0000e+0 8.0500e+2 -1.3500e+¢2  2.4000e+1 -2.9000e+1
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Current State

Mass Position Velocity
1 0.0000e+0 4414le+2 -1.1183e+3  -3430e+l  7.2066c+0
2 1.0000c+6 5.4500e+2 -6.7500e+2 0.0000e+0  0.0000e+0
3 0.0000e+0 [.2054e¢+3  7.0947e+1 1.0719+]1  -3.4154e+1
4 0.0000e+0 -1.1668e+2 -2.751Te+2  -6.784Be+0  -3.3083e+1
5 0.0000e+D 9724740 -5.9417e+2 -1.2890e+l  4.0240e41

Iei, vous avez un gros soleil et quatre pla-
netes de masse négligeable par rapport & celle
du soleil. Aussi chacune est soumise & |'attrac-
tion du soleil, sans subir de perturbation due
aux gutres. Et elle suit tranquillement une orbi-
te elliptique, telle que 1'avait décrite Kepler,
telle que I"avait prévue Newton.

Dans un deuxi@me temps, j’ai repris le méme systéme initial en donnant
une masse non nulle aux planétes.

Masses non nulles

Universe Type : Unbounded Force Type : Gravily

Gravity : 1.00000 Friction : 0.00000

Stepsize : 0. 10000 Screen Size : 442,574
Initial State

Mass Position Velocity

1 1.0000e+3 7.8500e+2 -7.6500e+2 6.4000e+0  -6.6800e+ |
2 1.0000e+6 5.4500e+2 -6.7500e+2 0.0000e+0  0.0000e+0
3 1.0000e+3 6,5500e+2 -1.2950e+3  -4.6000e+! -1,8500¢+!
4 1.0000e+4 1.3500e42 133500e+2  -2.1900e+1  -1.6800e+1
5 1.0000e+0 8.0500e+2 -1.3500e+2 24000e+1  -29000e+1
Current State

ass Position Velocity

1.0000e+3 7.2614e+2 1.4157e+3 35287e+1  3.837Be+l
1.0000e+6 5.4500e+2 -6.7500e+2 0.0000e+0  0.0000e+0
1.0000e+3 <1.0783e+3  -5.2209e42 - 13453241  1.9900e+1
1.0000e +4 9.9684e+2 -6.7938c+2 2.6933e+] 4.7235e+]
L0000e+4 9.6622e+1 -3.1161let2 9.3578e+1  4.0466e+]

H&HM'—-K

Alors il s"est passé une chose absolument catastrophique: au bout de
quelques tours |'une des planétes a tout simplement été éjectée du sysidme.
Vous voyez que ¢'est des choses qu’on aimerait comprendre : est-ce que ga
pourrait arriver dans notre systéme solaire ? Je vous dis tout de suite que j'ai
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un peu triché, histoire de forcer les événements : j'ai fait en sorte que deux
planttes aient des orbiles presque tan-
gentes. Ainsi, de temps a autre elles sont
rés proches 1'une de 1'autre. Et puis j'ai
triché trés fort avec deux planétes qui ne
tournent pas dans le méme sens. Ainsi
quand clles arrivent 1'une cn face de
I’ autre, elles peuvent créer une perturba-
tion extrémement forte, qui éjecte 1'une
des planétes. Bien sir ce n'est qu'un
exemple d'école, et la plangte terre ne
peut pas étre ¢jectée au bout de quelques
tours |

L'ordre de grandeur du rapport entre
les perturbations dues aux autres pla-
nétes, et 'attraction du soleil est de
I"ordre du milli¢me, Mais au bout d'un femps trés long, c’est toutl de méme
mmportant. Alors quel est ce miracle qui fait que rien de grave ne se passe 7

Bien entendu les mathématiciens du XIX* sidcle ont attaqué cette ques-
tion de front. avec Laplace, ¢'est un autre mathématicien frangais, Lagrange,
grand fondateur de la mécanique céleste, qui a essayé de résoudre ces ques-
tions, ou du moins d'avancer.

Mais voyez sur quel genre d'équations on tombe quand on veut com-
prendre Je mouvement d'une plangte soumise, en plus de la force d'attraction
du soleil, & des forces perturbatrices. Six quantités, p, ¢, @, i, £, T* qui évo-
luent au cours du temps avec des équations extrémement compliguées -
pourtant €crites dans le bon systéme de coordonnées, introduit par Lagrange.

1.2 =27,

'-ﬂi

sinv + [oosv + (e + casv)PF

d
2
@
3.4 _ cosvg, ‘—jl‘i{l +£]?‘-~'—siuu cotgi W,
& € P P
d
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< . < | 2
6.%—%@[(¢Nnuv-mvb+gm p_l

Au licu de I'équation pour le demi-périmétre focal p, on peut utiliser 1'équa-

tion pour le demi-grand axe g :
da_ld’esinv 5,
dt p

auquel cas on exprimera p en fonction de a et de e dans les seconds membres

des équations. Ici

E="/§S.?='JLET. W:V’EW.

ol 8, T, W sont respectivement 1'accélération radiale, transversale et normale|
intervenant dans les perturbations... On suppose que S, T et W sont expri-
mées explicitement en fonction des éléments osculateurs et du temps. On
constate souvent que S, 7, W ne dépendent pas du temps explicilement mais
par I'entremise de 'anomalie vraie v ou de I'argument de la latitude u qui
interviennent explicitement dans S, Tet W.

24 7
r

Il y a peu d’espoir de résoudre des équations si compliquées. Alors tout
¢e qu'on peut faire, c’est des approximations. C'est ce qu'on fait les mathé-
maticiens du XIX® sidcle (essentiellement Laplace, Lagrange). 1ls ont cher-
ché i comprendre le fonctionnement du systéme solaire & terme - disons
100000 ans - et toul leur travail s*appuyait sur des méthodes d’approxima-
ton.

Le premier qui a vraiment changé la situation, le mathématicien qui d
mon avis a eu la plus grande influence, le fondateur - parmi beaucoup
d'autres choses - de Ia théorie des systémes dynamiques, ¢’est Henri
Poincaré.

Je donne quelques détails sur sa carridre : il est né en 1854 A Nancy et,
trés jeune, a é1¢ remarqué comme extrémement brillant. Mais puisque je
m’adresse & des enseignants en grande partie du secondaire, je voudrais
signaler que Poincaré a eu 0 en maths au bac. Il semble qu'il n'ait pas éé
capable de résoudre un probléeme consistant & rouver la somme d'une série
géométrique convergente. Cest absolument stupéfiant quand on pense que
Poincaré a é1€ par Ia suite le grand maitre des séries ! Comme il n'était pas
mauvais dans les autres matiéres, il a quand méme réussi le bac de justesse,
mais c'est une histoire incroyable. Faites altention & vous voyez passer
Henri Poincaré dans 1'une de vos classes !

Des le début de sa carnére, en 1881, Poincaré attaque le probléeme des
Builetin APMEF 404 - Journdes Nationalas 55-95
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équations différentielles des champs de vecteurs, el de leurs orbites. Mais
avec un point de vue résolument nouveau. Il dit « n'essayons pas de résoudre
ces équations différentielles, c’est trop compliqué, nous n’y arriverons pas.
Essayons plutot d'étudier qualitativement les orbites.» Poincaré illustre sa
méthode en faisant le parallele avec I'étude d'une fonction comme on la fait
dans le secondaire: quand on a déterminé les extrema, points d’inflexion,
branches paraboliques, asymptotes,... on connait qualitativement tellement
bien la fonction que ce n'est pas la peine d'aller plus loin.

De méme 'idée de Poincaré est d’essayer de mettre au point une théorie
qui permette de décrire les orbites des champs de vecteurs par quelques €lé-
ments caracténistiques, les analogues des asymptotes, points d'inflexion,...
Une théorie qui permette de comprendre au micux les champs de vecteurs
pour lesquels il n'est pas raisonnable d'espérer trouver une formule donnant
leurs orbites. «Cette étude qualitative aura par elle-méme un intérét de pre-
mier ordre. Diverses questions fort importantes d'analyse et de mécanique
peuvent en effet s’y ramener. Prenons par exemple le probléme des trois
corps.* Ne peut-on demander si 1'un des corps restera toujours dans une cer-
taine région du ciel, ou bien s'il pourra s'éloigner indéfiniment ? Ne peut-on
se demander si la distance de deux corps augmentera ou diminuera a 1'infini,
ou bien si elle restera comprise entre certaines limites 7 Ne peut-on se poser
mille questions de ce genre qui seront toules résolues quand on saura
construire qualitativement les trajectoires des trois corps ? Tel est le vaste
champ de découvertes qui s'ouvre devant les géomatres».

Cette citation de Poincaré est 1'acte de naissance d’une nouvelle théorie :
il ne s'agit plus d'analyse, de résolution d'équations différentielles mais il
s'agit de faire du qualitatif, de la géométrie.

Voici, juste pour illustrer cette méthode gualitative, deux exemples de
théorémes obtenus par Poincaré. Les théorémes de Poincaré portent souvent
deux noms car Poincaré était tellement génial que les autres mathématiciens
avaient du mal & comprendre ses articles, 1 fallait qu'ils soient digérés, com-
pris, développés par quelqu’un d"autre.

Voici dabord le théoréme de Poincaré-Hopf (Hopf - 1894/1971 est un
mathématicien allemand qui a passé la plus grande partie de sa carrigre &
Zurich) :

* ¢'est le probléme du mouvement de trois corps célestes, de masses non nulles, qui
s'antirent mutuellement.

Bulatin APMEF 404 - Joumées Nationales 55-96
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Théoréme de Poincaré-Hopf

Singularité

Tout champ de vecteurs sur la
sphére est nul en au moins
un point,

Ceci n'en est qu'une version toute simple. On se¢ place ici non pas dans
un domaine du plan, ou de IR* , mais sur une sphére. Et |"on suppose que I'on
a sur cette sphére un champ de vecteurs, en chaque point un vecteur tangent
4 la sphére. Si vous voulez, vous pouvez imaginer le champs des vitesses du
vent sur la terre - en supposant, ce qui est totalement déraisonnable, que
I'épaisseur de I"atmosphére est nulle.

Le théoréme de Poincaré-Hopf dit que, quelle que soit la fagon dont le
vent se répartit sur la terre -en supposant qu'il est continu, ce qui est aussi
une question discutable- il y a au moins un point de la terre ol la vitesse du
vent est nulle. Cela correspond, en termes d'orbites, A une position d'équi-
libre, & ce qu'on appelle une singularité. Ces singularités font bien sdr partie
des points remarquables -analogues aux points d'inflexions, extrema,...- que
Poincaré étudie. Leur connaissance ¢st méme absolument cruciale pour
essayer de comprendre le comportement du systéme global,

Le deuxigme théoréme que je voulais citer est celui de Poincaré-
Bendixson. Voici rapidement de quoi il s"agit :

On considére comme tout 2 I'heure un champ de vecteurs dans un domai-
ne du plan, et on suppose qu'il existe une courbe fermée -ici le cercle tracé
en pointillé- qui délimite un domaine dans lequel les orbites du champ de
vecteurs rentrent (et n'en sortent pas). Quel peut &tre alors le futur de ces
orbites ? Le théoréme de Poincaré-Bendixson dit qu'il peut se passer trois
choses :

1 - Les orbites peuvent converger vers une singularité,

2 - Elles peuvent converger vers une orbite périodique (ce qui est le

Builetin APMEF 404 - Jounées Nationales §5-596

vl



Bulletin de TAPMEP n°404

sujet de ma conférence aujourd’hui).

3 - Elles peuvent enfin converger vers ce qui s'appelle un «graphique»,
quelque chose qui est périodique, mais smarqué» en quelque sorte par
des points singuliers. Je n'en parlerai pas aujourd'hui, j'ignorerai ce
troisiéme cas.

Théoreme de Poincaré-Bendixson

- —

une orbite

une position
d'équilibre périodigue

On pourrait dire que ce théoréme montre que la vie est simple ; vous avez
des orbites qui rentrent dans un disque, et il ne leur arrive rien de bien
méchant : ou bien elles convergent vers une position d'équilibre, ou hien
vers une (rajectoire périodigue.

Mais je voudrais insister sur un point imporant. C'est que ce théoréme
est vrai en dimension 2. Poincaré n'a jamais dit que c'était vrai en dimension
supérieure, mais certains de ses lecteurs n'ont pas vraiment compris c¢ point.
11 a fallu du temps avant de se rendre compte de ['importance de 1'aspect bi-
dimensionnel, et cela a exagéré 'optimisme des scientifiques du début du
XX siecle. D'autant que cela renvoie 3 ce 2 quoi nous sommes habitués en
physique: aprés un certain régime transitoire, on armve 3 un régime perma-
nent; ou bien le systéme sc stabilise, ou bien il a des oscillations périodiques.

Mais c’est trop simpliste. Les choses sont en fait plus compliquées.
Poincaré le savait, mais il n'a pas insisté assez lourdement, si bien que ses
successeurs se sont un peu fourvoyés. La preuve que Poincaré le savait, c'est
que dans le célébre mémoire wsur le probléme des trois corps el les équa-
tions de la dynamique» qu'tl a fait & I'occasion du soixantidme anniversaire
du roi Oscar II de Suéde, il a explicitement mentionné ["existence de nom-
breuses orbites périodiques ayant un comportement extrémement compliqué,
qu’il avait trés bien compris, L'histoire de ce mémoire est d'ailleurs intéres-
sante.

Poincaré a remporté le prix (2500 couronnes) de ce grand concours inter-
Bullstin APMEP 404 - Journdes Natlonales 95-96
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national organisé par |I'Académie des Sciences de Sudde. Et puis, lors de la
correction des épreuves, il 5'est rendu compte que son mémeoire était faux : il
avait encore fail preuve d'un optimisme exagéré en pensant & tort que cer-
taines sérics convergeaient (toujours les séries!). Catastrophe pour 1'organi-
sateur du prix qui, entouré des plus grands mathématiciens de 1'époque
(Weierstrass et Hermite entre autres), avait €lu le mémoire de Poincaré !,
Alors ce dernier, confus, promet de travailler dur pour faire quelque chose.
Et, avec sa trés grande puissance, il y arrive : moins de six mois aprés il livre
un nouveau mémoire, vraiment remarquable.

Mais le pauvre Poincaré fut obligé de payer de ses deniers la fabrication
du deuxigme mémoire (3 500 couronnes) et il a perdu mille couronnes dans
I"mistoire, ce qui n'était pas une plaisanterie (pour donner un ordre de gran-
deur, I'organisateur du prix avait & 1'époque une rétribution de 10000 cou-
ronnes).

Revenons au théoréme de Poincaré-Bendixson. Voici un exemple trés
simple d'application, en dimension 2, de la méthode qualitative de Poincaré,
Il s*agit d'une équation différentielle trés connue, 1'équation de Van der Pol.
Elle intervient dans les variations de tension électrique dans un néon (les
oscillations de relaxation). Elle n'est pas trés compliquée, mais on n’arrive
pas A la résoudre explicitement. Veici le champ de vecteurs et, tracées avec
un logiciel, les trajectoires solutions de 1"équation de Van der Pol.

I3 % A= &£ 2 &« = % { L 3
I T (I B R R O B O
LYk s =@ X V%R
SN O T . T R T T
T T T T R R A S B TRL L T |
] 1 ¥ NS 9 F & § U5 4
N T T R TR S TR A T L T S |
h ST CI T TR TR R S SR . T R S |
LT T Tl A S O T R T
YO ON N o k=% 4N Y
(RO AR T 0 Ay AN R Y TR T T
e o L R 8
S SR I TR D Y A TS VT S R
N O R O AR U TR S e O
PR N e =N
[ R R T T T S - S R - S i
(05 TR N A T T A SR T
| NN Y RO Y T SRR S A A T
S T TR T S B R (e B
I YA NN =2 Fe=ms 0
I )8 AN N F 2oy &% X A
U T T VA ST S R AR T R
I L T T T R R e R I T TR R
I 1 3 L% =@ @k a X Ny
VY AN =g =~ LD
1§ Y A w e, re =5 vl ok
-
Equation de Van der Pol
dvdi=y dyldt » ~y4(x%x-1p2 10<a<10
424290 <x <4 05607 368599 <y < IRN2 yaeheld
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Vous voyez qu'apparait une singularité au milieu. Cette singularité est
répulsive et toutes les orbites convergent vers un cycle limite que 1'image
informatique fait apparaitre. Mais le théoréme de Poincaré-Bendixson per-
met de démontrer 1'existence de ce cycle périodique et pour un mathémati-
cien c'est bien siir rés différent de voir et de démontrer,

Nous sommes |4 au début du XX* sigcle (1'équation de Van der Pol date
des années 1920-1930). Enthousiasme général: grice aux méthodes de
Poincaré tout va étre tr2s facile, on pourra démontrer que tout converge vers
des solutions périodiques, des points fixes, ou des choses trés simples, Pour
vous montrer & quel point I'excés d'optimisme peut induire en erreur les
mathématiciens, voici une copie d’un article du grand mathématicien améri-
cain Stephen Smale, le successeur de Poincaré, celui qui a renouvelé sa théo-
ric des systémes dynamiques.

Smale, qui a maintenant une soixantaine d'années, s'attague en 59 au
probléme des champs des vecteurs el de leurs orbites en dimension n (et pas
seulement en dimension 2 comme Poincaré). 1l veut wravailler non pas sur
une équation différenticlle partculiére, mais sur les champs de vecteurs en
général. Et il conjecture qu'un champs de vecteurs n'a en général qu'un
nombre fini d"orbites pénodigues.

ON DYNAMICAL SYSTEMS
by STEPHEN SMALE (1959)

The set of all €™ vector fields on M with the ¢! wpology (roughly X and X’
are close if they are pointwise close and their first derivatives are pointwise
close) form a space, say B. In view of the preceding paragraph we should look
foracet C( B where C is open and dense in 8 and moreover is amenable 1o
classification in some sense. Although we are far lrom answering this, we
would like to propose a candidate for such a C.

We say X belongs to Cif it satisfies the following five conditions

(1) There are a finite number of singular points of X, say f; , ....... By .each
of simple type. This means that at each [3,, the matrix of first partial derivatives
of X in local coordinates has eigenvalues with real part non-zero.

(2) There are a finite number of closed orbits of X, say [,y voen s Brs
each of simple type. This means that no characteristic exponent (...) of [,
i > k, has absolute value L

Bien stir Smale savail qu'il existe des champs de vecteurs ayant une infi-
nité d'orbiles périodiques. On peut construire des exemples, ne serail-ce que
le mouvement keplerien oir les plangtes ont toutes des orbites périodiques,
mais Smale pensait que, dans ces exemples, ce fait était dd i une particularité
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de I"équation, et il a conjecturé en 59 que, en dehors de certains cas particu-
liers, il n'y a qu'un nombre fini d'orbites périodiques (voir phrase encadrée).
Cette conjecture, complétement fausse, fail sourire aujourd’hui. Mais c’est
parce que nous avons derri¢re nous le travail de nombreux mathématiciens, a
commencer par Smale lui-méme, qui, autour des années 65, a trouvé de nom-
breux contre-exemples. En fait c'est dommage que Smale n'ait pas travaillé
avec d'autres scientifiques que des mathématiciens. C'est dommage qu'il
n'ait pas rencontré un météorologisie aujourd'hui trés connu, Lorenz. En 63,
Lorenz a travaillé sur les équations différentielles qui régissent le mouve-
ment de I'atmosphére, I s’agit d'équations aux dérivées partielles qui sont
extrémement compliguées (beaucoup plus que pour le mouvement des pla-
nétes), et Lorenz a fait ce que font beaucoup de physiciens, il a développé en
série de Fourier certaines fonctions, et puis il a tronqué les harmoniques les
plus grandes pour se ramener & une équation différentielle plus simple. Il v a
été tres fort, puisqu'il n'a gardé que trois variables et s’est donc ramené 4 un
champ de vecteurs dans 1'espace de dimension 3. Ses équations, qui donnent
le vecteur au point (x,y,2) sont simples : b, @ et r sont des constantes et vous
voyez que 'équation est linéaire pour dx/dr et presque linéaire pour les deux
autres (il n'y a qu'un terme non linéaire : - xg pour dy/df et xy pour dz/dt ).

Equations de Lorenz (1963)

deterministic non periodic flows

& B

=—gr+oy ; %—=-:z+rx—y y %=J:y-bz

(b=83;0=10;r=28)

Lorenz a fait tourner
son ordinateur (rudimen-
taire a |'épogque) et il est
tombé sur cette figure
aujourd'hui trés célebre
quz s"appelle 1'attracteur
de Lorenz.

=
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Tout & I'heure, je vous ai montré des orbites dans le cas du théoréme de
Poincaré-Bendixson : les orbites rentrantes convergen! (aprés quelques zig-
zags) vers un point fixe ou au pire vers une orbite périodigue. Mais dans
I'espece de papillon compliqué que vous voyez I3, les orbites spiralent dans
tous les sens et, pour employer un mot a la mode, c'est absolument chao-
tigue. Vous pouvez par exemple avoir une orbite périodique qui tourne 7 fois
dans un sens, puis 3 fois dans 1'autre sens, puis encore 7 fois dans un sens, 6
fois dans I"autre avant de revenir au point de départ. Quand on regarde de
prés, on trouve & 'intéricur de cet objet compliqué, une infinité d'orbites
péniodiques, dont les périodes tendent vers 1'infini. Vous pensez peut-étre
qu'on peut faire quelgue chose, changer un peu les coefficients, ou rajouter
un petit terme non lindaire. Mais en fait, si vous «trafiquez» cette équation,
la figure reste el, on peul maintenant le démontrer, elle est stable par pertur-
bation. L attracteur de Lorenz est 14, avec son infinité d'orbites périodiques,
et on ne peut rien y faire, C'est fondamental parce que, si l'on veut com-
prendre un peu le mouvement atmosphénque, on tombe sur des équations
différentielles qui, méme s1 on les trivialise au point d'en arriver & un modéle
naif de dimension 3, sont déja d'une complexité extréme.

J'arréte la I'historre, car cela me ménerait trop loin. 11 ¥ a beaucoup de
choses compliquées A raconter. Mais j'ai choisi deux exemples. Je vous pré-
senterai en détail le premier et pour le second je ferai comme disent les amé-
ricains : juste agiter un peu les bras pour vous montrer Quelques petites
choses.

Avant tout il faut introduire quelque chose qui est encore di & Poincaré et
qui s"appelle I'application de premier retour de Poincaré. Vous avez un
champ de vecteurs, que j'imagine de dimension 3, vous prenez une section
transversale, c'est-a-dire un petit bout de surface S transverse aux orbites et
vous suivez la trajectoire d'un point X jusqu’au moment od elle revient taper
dans 5. Vous obtenez ainsi une application f de S dans §.

Application de premier retour de Poincaré
f:8§ =5

=
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La trajectoire de x va couper successivement § aux points x, f(x),
Saf(x),.... De sorte que comprendre comment est fait le champ de vecteurs,
comuent sont faites les orbites, ¢'est & peu prés la méme chose que com-
prendre comment sont faites les itérationsde f: f, fo f, fofof, ..

Une orbite périodique correspond & un point périodique x de f. Cela per-
met d’étudier un champ de vecteurs sans se compliquer la vie avec des équa-
tions différentielles qui, de toute fagon, sont trop difficiles A résoudre.

Je vous propose de regarder un cas particulier, le cas le plus simple ob la
transversale S est de dimension 1.

Pour mon premier exemple, je considére une application £, continue de IR
dans IR

.,.-".- f{)()

k fois
———,
On note f* la composition fofo..of.
Un point x est un point périodique de période k si f*(x) = x et si f(x), f2x),
vy JED (1) sont différents de x.

Je vais vous parler d’un théoréme publié en 1975 par deux mathémati-
ciens américains, Li et Yorke, et qui a eu beaucoup de succes avec un titre
superbe : “La période 3 entraine le chaos . En fait ce théordme avail aussi
€1€ publié en 64 par Sarkovskii, mais avec un titre moins médiatique...

T.Y. Li & J. Yorke: Sarkovskii :

Period three implies chaos (1975) | Coexistence of cycles of a
continuous map of a line into itself
(1964)
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Je vais énoncer ce théoréme, et puis, si vous me le permetiez, je vais vous
le démontrer. Parce que les maths sans preuve, ¢a n'est rien. Les maths ne
sonl pas que des preuves, mais, j'insiste lourdement, il faut démontrer quand
on fait des maths. Et malgré toutes les mises en garde de mes collégues, je
tiens & montrer 1'exemple en vous faisant une démonstration pendant ma

conférence.
Il faut d'abord que je vous décrive une relation d'ordre total sur IN tout A

fait amusante. La voici :

L'ordre de Sarkovskii <
31454974949 <(n+1) 4 ..
6QIDAI4 I8 <. <12(2n+]) < ...
12920928936 9., <14(2n+]) < ...

v

AQSR QT2 Q92 g < (2n4])22 QL

v 64132 Q16 9814 Q24( 1

On range d'abord, dans ["ordre habitel, tous les nombres impairs {sauf
1). Puis, aprés eux, tous les doubles d'impairs, et ensuite les quadruples
d'impairs, eic... En continuant ainsi indéfiniment, il ne manque que les puis-
sances de 2, que I'on range dans 1'ordre contraire de 1'ordre habituel ef ainsi
cela se termine par 32, 16, 8, 4, 2, 1.

Venons-en au théoréme, qui me plait pour sa généralité et sa simplicité,
et qui est optimal (on ne peul pas I'améliorer). Le voici ¢

THEOREME DE SARKOVSKII

Soit : R— Rune application continue.

Soient m et i deux entiers non nuls tels que : m <1 n.

Si f posséde un point péniodique de pénode m, alors f posséde
aussi un point périodique de période n.

Par exemple, si f posséde un point périodigue de période 3,
alors f posséde des points périodiques de toutes les périodes
(et, en particulier, une infinité d’orbites périodiques).

St par exemple, vous avez un point périodique de période 9, ce théoréme
garantit |'existence de points périodiques de toutes les périodes, sauf peut-
étred, Set?.
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Je vais seulement démontrer le cas particulier ol m = 3, qui est d"ailleurs le
théoréme de Li et Yorke. Ces derniers avaient démontré le cas particulier de
la période 3 sans avoir conscience de la structure ordonnée dans |'ensemble

de toutes les périodes.

A titre d’'exemple, regardez
ce graphe d'unc application
continue fde IR dans IR avec un
point a de période 3. Le théore-
me de Sarkovskii dit que sur ce
graphe 14 je peux trouver un
point périodique de période 7 par
exemple,

Et c'est ce que je vais
démontrer, en commengant par
trois lemmes.

Lemme 1: Soit J = [a.b] un
intervalle fermé tel que J < f(7).

Alors J contient un point fixe de f.

b

fla)y=b . fb)=c; flc)=a

Démonstration : Soienta’ € [a,b] tel que fla') =a et
b' e [a.bl el que fib") = b.
La quantité f(x} - x est négative ou nulle pour x=a" et positive ou nulle
pour x = 4", Elle s'annule don¢ en un certain point de [a',6'] < [a,b].

Comme vous le voyez, la

preuve est d'une redoutable sim-
plicité : le fait que f{J) recouvre
J assure l'existence de @’ et b'.
Sfla") ~a=a-a' <0 puisque
a'e J=[ab]
etf(b')-b'=b-b"20 puisque
b'e J=[ab],
f é1tant continue, la différence
f(x) — x aussi. Et comme e¢lle
change de signe, elle s'annule
entre a' et &', ce qui donne un
point fixe de f.
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Lemme 2 : 5i I, < f(I), il existe un

intervalle J; contenu dans I tel que
_ﬂ_]o) = 11.

C’est trés intuitif ( voir la figure), mais

voici [a démonstration formelle.

Démonstration :

Iy=[ablet], =[cd]

Soita’ e [ab] tel que f(a")=c.
Soit &' € [ab] tel que f(b") =d.

On suppose par exemple que a’ < b’ raan ;
(sinon raisonnement analogue) [ ——— et
Soitg” =max {xe [a" b1 f(x)=¢) < =
Soit b” = min [x & [a”b"] 1 f(x)=d ) Iy

Pour tout x de [a”,b"],
ona c<f(x)<d fla")=c etf(b") =dc est-d-dire que f(la",b"]) = [c.d].
L'intervalle J; = [a",b"] fait |'affaire...

CQFD
(L'existence de a' et b' est assurée par le fait que f(Iy) recouyre I, . a" est la
“derniére fois™ oni f(x) = c et b 1a "premiére fois"” ol f(x) = d)

Passons au troisizme et dernier lemme. On a ici affaire 3 une suite
d'intervalles, et on itére le second lemme en faisant une récurrence.
Lemme 3 ; Si [, [, ..., I, est une suite finie d'intervalles fermés telle que :

11 Cﬂlﬂ}‘ 12 Cf(ll]* elc..., ln = f[In -I):
alors il existe des intervalles fermés Jg, J|, ... , 1, tels que :

hhcl, =1, €1,/ =1; €L ... ffUp=1,=1,.
Démonstration :

Pour n = |, c'est e Temme 2. —

Pour n =2 : il existe J; — 1, tel que mlz = Jz fﬂl)

fay)=1. . ." ;

Il existe J; < Ty tel que f(Jg) =1,. 'h_"'_&ﬁi—"—L_“'

L'intervalle J; fait I'affaire. ', J i :,*

Le cas général se fait par récurrence, | | T T T
CQFD
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Je peux maintenant démontrer le théoréme. Rappelez-vous : si f posséde
un point périodique de période 3, elle admet un point périodique de n'impor-
te quelle période.

Je suppose que j'ai un point a,

périodique de période 3. a a pour M

image b, qui donne ¢, qui revient sur a. a b C
Voici la figure dans le cas ob a< b <c. - » .
L'image de [a,b] recouvre au moins \‘—//
[b,c] puisque fla) = b et f(b)=c.

De méme I'image de [b.c] recouvee /'\

au moins [a,¢] et a fortiori elle
recouvre les intervalles [b,¢] et [a,b] [a 3 b] [b 5 C]

qui sont inclus dans [a,¢). \/
La figure ci-contre schématise ces
recouvrements.

Il y a cinq autres cas possibles en ce qui concerne ordre des réels a b, c.
Mais dans chaque cas on a un schéma de recouvrement du méme type (&
I"ordre des lettres prs).

Py PO e

W\.,_/’\.A../

e, bl \_) [a, CI O

ajs, [b, c] [c.a]
/*v"-\] /“\f*\
\.,_,_,./ \.‘__,/’

(e, a] b]: 3] [c,b

Je ne ferai donc la démonstration que pour la premier cas (a < b < ¢).
Pour fabriquer un point périodique de période 7 par exemple, il suffit de
regarder la suite de huit intervalles :

[a,b] [bic] [b.c] [bic] [bic] [bic] [bic] [ab)

D'aprés le premier schéma de recouvrement, |'image de chacun recouvre

le suivant. Donc d'aprés le lemme 3 appliqué & cette suite d'intervalles, on
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peut trouver & I"intérieur de [a,b] un sous intervalle J; tel que /7 (Ip) = 15 =
la,b].

Ainsi f1(1,) recouvre I (qui est inclus dans [a,b]) et, d'aprés le lemme 1,
I, contient un point fixe de f7. Ayani trouvé un point x tel que f7(x) = x, il
reste juste & vérifier que ce point nest pas périodique de période plus petite.
Mais ¢'est évident puisque, au cours de sa trajectoire, x part de [a.b] et va
dans [b,c] les six fois suivantes pour ne revenir dans [a,b] que la septiéme
fois. .x est bien un point de période 7. Et ce que j'ai fait avec n =7, je peux le
faire avec n'importe quel nombre n. (pour a = 1, il suffit d*appliquer le
lemme 1 & I"intervalle [b,c]).

Fin de la démonstration :

Soit a un point périndique de période 3, b = f(a) et ¢ = fHa). On suppose
ashsc.

Pournzl,onpose.: ly=[ab)lij=h= ..=1,_,= |becl I, =[ab].
D'aprés le lemme 3, il existe des intervalles fermés Jg, 1, ... . J, tels que :
Jo < la,b],

fgy =1, € [be),
Sy =1, < [bel,

f”_ l(IIJ} = Jn-l, L == {b.('].

Sgy=1, =labl.
D’aprés le lemme 1, il existe un point x de J; tel que f(x) = x. Puisque les
points fi{x) pour 0 < i < nt sont dans I'intervalle [b,¢], ils sont différents de x :

x est un point périndique de période exactement .
CQFD

La démonstration du théoréme de Sarkovskir dans le cas général utilise
essentiellement le méme genre de méthodes.

Je voulais vous montrer cela d'une part pour faire une démonstration,
mais aussi pour vous montrer qu'il y a des théorémes du XX* sigcle qui ne
sont pas s1 difficiles.

Je yais maintenant passer & mon deuxiéme exemple et vous parler d'une
autre recherche au sujet des orbites périodiques. Ce sujet remonte lui aussi
jusqu'd Poincaré, lorsqu'il cherchait 2 comprendre les orbites dans les mou-
vements des corps célestes.

La conjecture dont je vais vous parler date de 1948 et est due & un mathé-

maticien allemand immigré aux Etats-Unis, Seifert.
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En voici d'abord une forme imagée :

Imaginez une cuvette telle que, si
vous lancez une bille dans cette cuvet- C ‘
te, toutes les trajectoires possibles sont i>|
périodiques, exactement de la méme [
fagon que, quand vous lancez une pla- \
néte sans forces perturbatrices autour
du soleil, toutes les trajectoires sont

Imaginez maintenant qu'on défor-
me un tout petit peu la cuvette,
Lorsque la bille passe dans la région
déformée, cela créé une petite pertur-
bation qu’on aimerait pouvoir étudier, comme on aimerait pouvoir étudier le
mouvement des planétes du systéme solaire en tenant compte non seulement
de I'attraction principale du soleil, mais aussi des petiles perturbations dues
aux interactions des plandtes. Et bien la conjecture de Seifert prévoil que,
quelle que soit la fagon dont on déforme la cuvelte, il subsiste wujours au
moins une orbite périodique.

Cette conjecture a engendré de nombreuses questions qui ne sont pas
toutes résolues aujourd’hui. Mais il faut d*abord que je vous parle de 1a sphe-
re de dimension 3. De la méme fagon que la sphire de dimension 2 est plon-
gée dans IR?, la sphére de dimension 3 est plongée dans [R*, Mais comme il
est difficile d'imaginer IRY, on peut utiliser la projection stéréographique.

Je fuis bien siir une figure comme je peux, ¢'est-d-dire en dimension 2 ou
plutdt 2 ! Ceci représente IRY. Dans IRY, j"ai dessiné la sphére de dimension 3,
un point que j'appelle pole nord, et le sous espace tangent au pole Sud qui
est bien sir IR},
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La projection stéréographique réalise une bijection entre §% - {IN] et IR
de sorte que, pour imaginer ce qu'est 57, on peut oublier le pdle Nord et
identifier canoniquement & [R? ce qui reste.

Pour dire les choses clairement : de méme que, pour la vie de tous les
jours, on peut identifier la terre & un plan, vous pourrez, dans tout ce que je
vais dire par la suite, penser IR} chague fois que je parlerai de la sphére de
dimension 3. Vous ne vous tromperez pas beaucoup : il ne vous manquera
qu'un point. Mais si vous voulez faire mieux, vous pouvez rajouter un point
# I'infini pour avoir le compactifié d' Alexandrov,

Alors voici ce qu'n conjecturé Seifert en 1948

Conjecture de Seifert (1948)
Tout champ de vecteurs sur la sphére $3 poss2-
de une singularité ou une orbite périodique.

Quel est le rapport avec la cuvette de tout & I'heure ? Pour le dire trés
rapidement : le lancer d’une bille dans la cuvette est décrit par quatre
nombres : x et y pour donner la position de dépan, Vx et Vy pour donner la
vitesse initiale. Le fait que |'énergie totale (potentielle et cinétique) soit
constante conduit 3 I'équation x* +y2 + v,? + v,? = 1. Autrement dit tout se
passe en fait comme sur une sphére unitaire dans un espace de dimension 4
et ¢'est ainsi que Seifert a éié naturellement amené A poser ainsi sa conjectu-
re en 1948,

1974 : Contre-exemple de classe C
par P. Schweitzer

En 74 coup de tonnerre : le mathématicien (américain & 1'époque, brési-
lien maintenant) Paul Schweitzer construit un contre-exemple de classe C1. Tl
faut dire que Seifert avait posé sa conjecture sans préciser si le champ de
vecteurs devail ére C1, ou C2, ou C*, ou analytique,... Schweitzer a fait ce
qu'il a pu avec un contre-exemple dérivable une fois, mais pas deux. Et il ne
pouvaitl absolument pas se départir du fait que son exemple n'était pas deux
fois différentiable, Cela était-il 1ié & 'exemple ou & la conjecture ?

1988 : Contre-exemple de classe C?
par J. Harrison

Parmi les mathématiciens qui ont travaillé & cette question, Jenny
Harrison, mathématicienne anglaise, a travaillé dur pour parvenir & un
contre-exemple de classe C2,
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Sa construction, pour gagner une dérivée, €tait d'une complexité inouie et
elle a mis beaucoup de temps & convaincre ses collégues que cela marchait.
Cette complexité a démoralisé beaucoup de monde ; on avait I'impression
qu'un contre~exemple C? était inaccessible. Il manquait une idée.

1994 : Contre-exemple de classe C ~
par K, Kuperberg

Cette idée, c’est une mathématicienne polonai-
s¢ qui a émigré aux Etats-Unis il y a une quinzai-
{ ne d’années, Krystina Kuperberg, qui I'a cue.
g Krystina Kuperberg a réussi le tour de force de
fabriquer un contre-exemple C~, et méme analy-
* tique, tout ce dont on peut réver !

Ici, je ne vais rien démontrer, je vais juste vous
montrer quelques dessins. Mais ce n'est pas si dif-
ficile, cela n'utilise pas de technologie compli-
quée, c'est juste un peu de chirurgie. Si j'avais,
disons deux heures de plus, je pourrais vous expli-
: : quer tous les détails,

Krystma Kupcrbcrg a eu la bonne idée de ne pas essayer de poursuivre ce
qu'avaient fait P. Schweitzer et J. Hamison, mais de chercher quelque chose
de trés différent. Elle a eu une idée trds simple et trés jolie en reprenant une
idée du mathématicien américain Wilson, qui remonte aux années 60.
Wilson n'avait pas réussi A construire un contre-exemple, mais il avait inven-
té le concept de piege pour un champ de vecteurs.

L'idée de Wilson est Ia suivante : si I'on veut construire un champ de
vecteurs sans orbite périodique, on commence par prendre n'importe quel
champ de vecteurs. Malheureusement il a une orbite périodique, que 'on va
casser, que |'on va faire tomber dans un pidge.

Voici une B.D. qui illustre en {
dimension 2 la méthode des pidges de

1
Wilson : /ﬂ
17) Prenez sur 1'orbite périodique un /_\
petit carré dont deux des cHiés sont \\
] \&‘*—

transverses au champ, et deux sont tan-

it ”
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A
IS

3°) Voici le champ de vecteurs
que vous pouvez prendre pour rustine.
1l est, comme il se doit, tangent & deux
cOtés du carré, et transverse aux deux
autres, et au milieu il ¥ a une singulari-
té. Alors qu'arrive t-il aux orbites ?

Si une orbite rentre hors de la zone Z,
elle ressort exactement en face, Par
contre, si elle rentre dans la zone Z, elle
est happée par le point singulier, et ne
sort plus. Elle est prise au pidge.

4°)11 ne vous reste plus qu'd coller la
rustine dans le trou. L’orbite périodique
initiale a éié pi€gée. Et vous n'avez pas,
ce faisant, créé d’autres orbites pério-
diques puisque les orbites qui entrent et
ressortent le font exactement comme
avan(, Autrement dit la structure des
orbites a 1"extérieur de la rustine est
inchangé.

2%) Avec des ciseaux, retirez le
petit carré. Votre orbite périodique
est cassée, mais vous avez un trou
dans votre champ de vecteurs,
c’est un peu génant. Alors, il va
falloir coller une rustine.

L

Qui, mais le probléme posé par la conjecture de Seifert est de casser les
orbites périodiques sans pour autant introduire de singulanité et ¢'est pour
cela que U'idée de Wilson ne lul a pas permis de construire un contre-
exemple. Cependant I'idée de piege est bonne, et Schweitzer (qui a construit
un contre-exemple C') a lui aussi utilisé un piege. Un piége qui a une topolo-
gie compliguée. Je ne veux pas vous I'expliquer, cela nous menerait trop loin
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et de toute fagon le mérite de K. Kuperberg a été de ne pas suivre la méme
voie : elle a gardé l'idée du pidge, clle a gardé€ 1'idée que la topologie peut-
8tre extrémement compliquée, mais ¢lle a complétement changé ce qu'il y a
A l'intérieur du pidge.

LE PIEGE DE KUPERBERG

Je vais vous le montrer rapidement, avec quelques des-
sins, juste pour vous convaincre que |'idée est simple. 1l
fallaw y penser !

Tout d*abord voici le point de départ, un piege s élé-
mentaire, di aussi 3 Wilson. 11 a la forme d'unc boite de
conserve remplie par des cylindres coaxiaux.

Et s1 je I'épluche comme un oignon, j’obtiens ces carrés qun décrivent le
champ de vecteurs qu'on met i I'intérieur.

o on 1] n
+l

r=loul =2

Sur Jes cylindres qui sont prés du bord extérieur, ou du bord intérieur, les
orbites vonl gentiment de bas en haut : elles traversent, entrent ¢l sortent.
Mais pour un cylindre intermédiaire, elles sont barrées par deux orbites
péniodiques. Pitge sans intérét puisqu'en voulant piéger des orbites pério-
diques, il introduit deux nouvelles orbites périodiques.

L'idée de Kuperberg, c¢’est de demander au serpent de se mordre la
queue, au pigge de se piéger lui-méme. C'est trés astucieux. Le pidge va se
pénétrer lui-méme de fagon 2 piéger ses propres orbiles pénodiqucs

,||||rII|| LTI

(-
Lh Tli gl I
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Et ¢a marche | Vous apercevez dans Ja figure du milieu les deux orbites
périodiques interceptées par 1'auto-insertion du pitge dans lui-méme.

Les trois derniéres figures sont des schémas locaux qui en quelque sorte,
contiennent la preuve, Une preuve visuelle.

Bien slr |'intérieur du pidge est compliqué, mais ["idée est simple et en
ayant cette idée, Krystina Kuperberg a damé le pion & wous les spécialistes
d'analyse. C'est ce que j'aime en maths : I'astuce.

Krystina Kuperberg n'a pas pour autant mis ses collégues au chdmage, et
les choses avancent trés vite,

En 94, le mathématicien allemand Hofer éwdie les champs de vecteurs
“contact * (une propriété des champs de vecteurs qui proviennent de sys-
témes mécnmqucs il est donc intéressant d'étudier les champs de vecteurs

“contact ** ; et I'exemple de Kuperberg ne |'est pas). Ne peut-on reformuler
la conjecture de Seifert en rajoutant I"hypothése “contact™ ? Et bien oui :
Théoréme (H. Hofer 1994)
Tout champ de vecteurs de type “contact” sur la sphére 5 admet

une orbite périodique.

Bulletin APMEP 404 - Jounées Nalionales 25-06

388



Bulletin de TAPMEP n°404

Ainsi la conjecture est fausse pour les champs de vecteurs quelconques,
vraie pour les champs de vecteurs “contact”. Entre les deux, il y a les champs
de vecteurs qui préservent le volume. Qu’en est-il pour eux? En 1995, Greg
Kuperberg (le fils de Krystina) reprend la question et trouve un contre-
exemple CI.

Pour C, la question reste ouverte. Peut-étre aura-t-on avancé |'année
prochaine.

Théoréme (G. Kuperberg 1995)
Il existe un champ de vecteurs de classe C! sur §? qui préserve le
volume et qui ne posséde ni position d'équilibre ni orbite pério-
digue.

Probléme :
Un champ de vecteurs de classe C*™ sur 5§ qui préserve le volume
possdde-t-il nécessairement une orbite périodique ou une position
d'équilibre ?

Des questions ouvertes, il y en a tant qu'on veut. Je vais terminer en vous
citant quelques exemples. L'une des plus vieilles questions des systdmes
dynamiques est ce qu'on appelle lc closing lemma: un champ de vecteurs
peut ne pas avoir d"orbite périodique, mais dans ce cas peut-on, par une toute
petite perturbation, s'arranger pour qu'il en ait une ?

Closing lemma :
Peut-on approcher tout champ de vecteurs par un autre gui possé-
de une orbite péniodique ?

En 68-70, C. Pugh (le mari de J. Harrison) démontre que oui, 4 condition
de ne pas étre trop gourmand sur 1"approximation.

C, Pugh : oui
si on ne cherche & approcher que les premiéres dérivées des
champs de vecteurs,

Inconnu si on cherche & approcher aussi les dérivées secondes ...

C’est 1'une des questions ouvertes les plus difficiles des systémes dyna-
miques.

Autrement dit on peut poser la question ainsi : est-ce que les champs de
vecteurs ont en général des orbites périodiques 7 Alors tout dépend de ce
qu'on met derrigre “en général”. Si c'est au sens de la topologie C', la répon-
se est oul ; au sens de €2 on n'en sait rien, Aprés plus de 100 ans d'étude des
systémes dynamiques on ne sait toujours pas si oui ou non la plupart des
champs de vecteurs ont des orbites périodiques.
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En conclusion,

J'ai trois choses & vous dire, de fagon plus générale,

La premiére c'est qu'on n'imagine pas assez 4 quel point le nombre de
problémes ouverts est immense. La difficulté n'est pas de trouver des pro-
blémes, mais de les sélectionner. Environ deux millions d'articles de mathé-
matiques ont éé écrits depuis Archiméde. Cette production double tous les
douze ans. Sur ces deux millions d'articles, un million d'entre eux ont éé
écrits depuis douze ans | Ca fait peur !

Les physiciens ont d'ailleurs une blague 2 ce propos. En physique, il y a
moins de revues qu’en mathématiques, mais elles sont plus grosses, et un
physicien peut voir presque a |'oeil nu avancer la revue dans sa bibliothéque.
L'un d'entre eux avait calculé qu'en 2005 la page de couverture du derier
numéro paru aurait dépassé la vitesse de la lumigre, Ce qui, concluait-il,
n'est pas en contradiction avec la physique relativiste, car il n'y a aucun
transport d"information !

La deuxidme chose gue je voulais vous dire est la suivante : les mathé-
matiques d'aujourd’hui ne sont pas plus difficiles que celles d'il y a cent ans.
1l y a encore place pour des mathématiques simples, et pour des gens qui ont
des idées astucieuses. Je crois qu'il est important de le dire aux jeunes qui
commencent A faire des mathématiques.

Enfin, j'ai déja parlé de la froisiéme chose, mais j'insiste, non seulement
en tant que mathématicien mais aussi en tant que parent d’éléves : s'il vous
plait, faites des démonstrations dans vos cours !,
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