
Echanges 

PELL-FERMAT 
toujours d'actualité 

Christian Jeanbrau (Orsay) 
Chartes Notarl (Montaut) 

Fennat avait déjà posé la question il FRENICLE DE B ESSY, en signalant 
qu ' elle était "de grande difficlllté" : .TOUI nombre non carré est de /elle 
na/ure qu'il y a infin is carrés qui, multipliant ledil nombre., fOn! un carri 
moins / •. Euler ra appelé par erreur "Equation de Pell", nOUS la connaissons 
aujourd 'hui sous la forme a 1 _ b 2d = e, où e = 1 ou -l , et nous l'appelons 
"Equation de Pell-Fermat". d est un entier naturel sans facleur carré, au 
moins égal à 2. Les inconnues sont a et b. Cetle équation est d'aiUeurs une 
équation diophantienne (DIOphante : grec, 325 - 4(9), P(a, b) = 0, où P est un 
polynôme à coefficients dans 7Z mais son étude systématique date de Fennat 
(1601 - 1665). 

L'équation de PeU-Fermat, nous l'avons rencontrée 
QUI ne cannait pas, au moins de nom, le problème des "Bœufs du soleil" 

posé el résolu par ArchimMe (287 - 212 av.n tl.C.)? 
Ami, si tu as la sagesse en panage, apporte llD grand soin à calculer à 

combien s'élevait la multi tude des b",ufs du Soleil qui, jadis, dans les 
. plaines de l'i1e <le la Sicile thrinacienne, paissaient. répani. en quatre trou­
Jpeaux de couleurs différentes,l'un blanc de lail, l'autre d'un noir luisant, le 

troisième brun et le quatrième Iavelé. Il y avait dans chaque troupeau un 
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nombre considérable de laureau~ répartis dans les proportions 
suivantes: imBgllle, mon ami, que les blancs étaient en nombre égal à la 
mOlué augmentée du uers des taureaux noltS, el augmenlée de 10uS les 
bruns, tandis que les noirs étruent en nombre égal ault quatrième el cin­
quième parties des tavelés, accrues de IOUS les bruns, Considère, d'autre 
part, que les tavelés restants, étruent en nombre égal aux sixième el septiè-

· me parties des blancs, accrues de tous les bruns, Les vaches étaient répar-
· lies de la manière sui van le : les blanches étaienl en nombre précisémenl 
égal aUll troisième el quatrième parties de loulle troupeau nOir, tandis que 
les noire, étaienl de nouveau en nombre égal aux quatrième el cinquième 
parties des tavelées qui étaientloutes venues paître en compagnie des t.u­
reault, Les tavelées éloienl, d'aulre part, en nombre égal aux cinquième el 
sixième parues de 10Ul le troupeau brun, tandis que les brunes étaienl en 
nombre égal il la moitié de la troisième partie accrue de la seplième partie 
du troupeau blanc. 

· Ami, si tu me dIS exaclemenl combien il y avail de bœufs du Soleil, quel 
était en pan jeu lier le nombre des taureaux. gras et en paniculier le nombre 
des vaches pour chacune des couleurs. on ne le qualifiera ni d' ignoranl ni 
de malhabile en matière de nombres; mais lU ne pourras cependanl pas 
encore compter parmi les savants. Dès lors. observe encore les diverses 
manières donl les bœufs du Soleil étalent dISposés: lorsque les taureaux 
blancs joignaient leur mullllude aUll noirs, ils se mainlenaient en un groupe 
compact, ayant la même mesure en profondeur qu'en largeur el ce carTé 
remplissait entièremenl les immenses plaines de la Thrinacie. D'autre part, 
les bruns ct les tavelés réunis, sans que les taureaux d'autres couleurs fus­
senl présents ou sans qu'ils manquassenl, élaient groupés de telle sorte 
que, le premier rang étant constilué par un seul, ils fonnaienl graduelle­
menl une figure tnangulaire. 

Ami, si lU rrouves toutes ces choses de pair , et si, en un mot. concen­
trant tes esprits. tu e;w;prime.s. (OUles les mesures de ces mulùtudes, va, le 

glorifianl d'avoir remporté 1. victoire, el persuadé que l'on le juge complè­
temenl consommé dans celle science . 

(cilé dan s .Arithmitique tt tMorit du nombur" de J. liard, 
Colleellon Que sais-je?) 

Si W, X, y, Z (resp_ w, x, y, z) déSIgnent le nombre des bœufs (resp. 
vache) blancs, noirs, IlIvelés el bruns, meltre l'énoncé en équations conduil 
A: 
W = 10366 482k, X = 7460514k, Y = 7358 060k, Z = 4 149 387k , 

\II = 7206360k, x = 4893246k, Y = 3515820k, z = 5439213k (k entier) 
conditions aultquelles il raUI ajouter que W + X soit un carré, et Y + Z un 
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les nombres triangulaires nombre triangulaire, La première de ces 
contraintes donne k = 957 x 4657n2 (11 entier), la 

seconde Y + Z = p(p + 1)12, soit S(Y + ZJ' + 1 = 
2p2(p + 1) + l, carré d' un nombre impair (2r + 1). 
runsi, (2/ + 1)' = 8(Y+ZJ' + l , ou enCore : 

(2r+ 1)' = 41028642327842411' + 1 
C'est une équation de Pe ll·Fermat du type 

o (n + 1) x' _A)" = l, et on démontre que le problème est 
T, - 2 toujours possible. 

Euler (1707-1783), lui aussi, posa dans son "Algèbre", deux probl~mes 
élémentaires relevant de la même tquation : 
. «Trouvt!.r IOUS les nombres triangulaires qui som en même temps des car· 
rés." . 

On eSI ramené à n(1l + 1)/2 = m', qui se transforme en 8m' + 1 = (ln + I}l , 

ou (ln + 1)' - 8m ' = l, autre équa- Les nombre> pentagonaux 
uon de PeU-Fernlal. PI = 1 
- lfTrouver tous les nombr~s triangu­
laires qui sont en même remps penta­
gones»_ 
On tIIrive à n(n + 1) = m(3m - 1) 
so i ~ en introduisant: 
x:2n+ 1 ely= 6m-l 
3(211 + 1)' - 3= (6m - 1)' - l , ou 
y' - 3.<' = -2, tquation que FermaI 
dit savoir résoudre dès lors qu 'on 
connait la solul,on ( l , I). 
Un dernier exemple de 
problème : 

p _n(3n-l ) 
lei " 2 

- «Trouver deux entiers différant de 2 dont It produit soit le triple du produit 
de deux entiers consécwifs • . Celu.i-ci donne : m(m + 2) = 3p(p + 1). qui se 
transforme en : 

(2(m + 1) ' - 3(2p + 1)' = 1. 
Les exemples. historiques ou non, ne manquent pas. et leur résolution . au 

cours des âges, n'a pas toujours été simple_ Nous donnerons ici. en essayant 
d'e n simpliller l'exposé, quelques princIpes de résolution. 
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Etude générale de l'équation de PeU-Fermat. 
Remarquons d'abord que l'équation de Pell- Fennal correspondant à 

E = - 1 n°. pas toujOUJ'5 de solution_ En efTe~ a' - 3t>2" - 1 donne, modulo 3 
a l!! 2, ce qw est Impossible. D n'y. possibilité de solution que si (-1) est 
résidu quadratique de d, c'est-à-dire si (- 1) est un carré dans 'lJd'L. 

Par contre, l'équation de Pell-Fermat correspondant à E = l, au-delà de 1. 
solution triviale (l, 0), a toujours une solution. Une démonstration de cc 
résultatest indiquée par Jean ITARD ("Que sais-je", n'1093 : "A ,ithméliljue 
tl ,héo,it des nombrts "J, à partir des travaux de DIRICHLET (allemand, 1805-
1859). 

La solution fondamentale: 

Le couple (A, b) étant Une solution de l'équation de PeU-Fermat, il en est 
de meme de (a, -bl. (-a, bl et (-a,-b). On peut donc se restreindre au as 
Où a et b sont pOSltiCS. 

On appeUera salut/on fondamental. le plus petit couple (a, b) de IN X IN" 
vénfiant cette équation. La recherche de ce couple sc met théoriquement en 

place à partir du développement en (racuon continue de fd . On Uouve 
quelques lnrucauons sur ce type de développement dans J. !tard. Plus élé­
mentairemenl, pour de "peu leS" valeurs de d, on peut procéder pat tâtonne­
meoU: 
b décrivant N', un test sur le couple (d-b' - l, d.b 2 + 1) permet de détermi­
ner le cas où l' une de ces quantités est un cam. Le premier couple (a l ' b l ) 

ainsi déterminé est solution Condamentale soit de 0'_ d.b' = -l, soit de 

a'-d.b' = 1. 
Dans ce premier cas, on peut écrire : 

2 2 ( , 'l' ( ")' 2 a, -db, = - 1 => a , - db 1 =1 => a , + db 1 - (2o ,b,) = 1 

On peut démontrer alors (ici , admis) que le couple 

(a; = aT + db~ , b i = 20'/,,) constitue la sol ution fondamentale de 

l'équation: a' - d-b' = 1. La démarche pat tâtonnements fournit donc, outre 
la solution Condamentale de l'une des deux équations (P-FJ, une réponse 
thc!onque: si elle fournit directement la soluùon associée à E" l , c ' est que 
l'équatlon est impossible pour E = - 1. La justification est ,mmédiate : si 

a2 - d.b 2 = 1. , a1o~ pour tout entier naturel" (a~ -db:r = l, et l'équation 
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a'-d.b' ~ -l ne peut pas avoir de solution. 

Algorühme d. déterminotion i/émenIDlre de /(J soluJion fondamentale. 

En italique; les commenlaires. Le symbole + est le symbole d'affectation). 

DEBUT 
Sasir d 
a +O ; b+O ; ini tialisation de a et b 
Faire 

si non (a entier) alors a • 
Jusqu ' à (a entier) ; 
Afficher ('Solution fondamentale ; 

FIN . 

(', a, 
\ ,' ,b,' l ') 

Donnons une uaduction de cct algorithme adaptée par exemple à un 
sous-ensemble "Pascal" disponible sur calculatrice programmable (ici 
Texas Instrument TI 74). Les commentaires sont en iuilique. 

Program PF ; 
Var b ,d; integer 

a : real ; pour pouvoir affecter vrJ 
BEGIN 

(§w- ) 

Wr i ce ( 'd= ') 
Readln (d l 
( §w+) 

Writeln( 'Etude pour d- ', dl 
a: =sq;rt (2 ) valeu.t' arbi traire non enci@re de a en 

vue condicion wbile ... 
b:=O ; 
Whi e «Round(al - 8)<>0 do 

begin 
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b:~b+l : 
a:~sQrtCd·sQrtCb)-l) 

IfCCRoundCa) - a)<>O) thena : ~sqrtCd·sqrt{b)+l); 

end ; 
Writeln{'Resultat _ Solution_ Fondamentale: ' ); 
Writeln{'a~ ' roundlal. ' : b ~ ' ,b): 

END . 

A l'aide de ce progmmme. on obtient, pour d non carré de 2 à 21 

d 2 3 5 6 7 8 10 Il 12 
a 1 2 2 5 8 3 3 10 7 

b 1 1 1 2 3 1 1 3 2 

d 14 15 17 18 19 20 21 
a 15 4 4 17 170 9 55 
b 4 ! 1 4 39 2 12 

SolUlÙJn ginlroleth l'iqlllltion (P-F) 

13 
18 
5 

La solulion fondamentale ~ant supposée obtenue, ,1 res te à déterminer la 
fonne générale des so!utions. On va présenter le probl~me en dégageant une 
suite de solutions dont on montrera ensuite qu'elles répondent entièrement à 
la question . 
Case=! 

On dispose du couple (a, ' b,) : ar -db, = 1 

Trivialemen~ on en dédu,~ pour toulll de lN' : 

(a, - b ,. Vd)' .(a, + b ,. Vd)' = 1 

par simple utilisation du bJRome el identification. on met en évidence 
2 2 

(a" b,), couple d'entiers nalurels lels que . a" - db, = 1. 

Il uffit de poser (", + b ,. Vd)" = a. + b .. Yd d'où (", - hl. {J, ' = a. - b,. id 
L. suile (a" b,) est solution de l' équauon (P-F). 
Cas E 
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2 2 
On dispose du couple (al' hl) : al - dbl = - 1. 

On en dédUit (même lype d 'approche que e = 1; binome et ideolifi­
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cation) une suite de solutions de l'équation de Pcll-Fenn.I, (Cl" ~,) , 1I ~ 0, par 
2 .. + 1 2 .... l 

la,+b,VdJ =(I,+~.Vd d'o~(a,-b,VdJ =(I. - f3.Vd 

A-I-on dans les deux cas dégagé touleS les soluûons dans IN x IN" de 
l'équation (P-F)? n est assez clair que ceUe question est la seule Il .xaminer, 
les solution, dans Z x Z se déduisanl immédiatement de celles dans IN x IN". 

J. !tard propose une démonstration simple Il ce sujet, fondée sur une 
délenninaûon récurrente de la suile (a. , b.) [r.sp. (Cl" f3,),]. On peut s'en 
inspirer. 

u. formules de résolution 

E= 1 

aM' + b.+,f<ï = (a. + b,Yd) (a, + b,Yd) 

= (a ,a,;. db,b,) + ((a,b, + b,aJI"d) 
d'où : (a" b,) soluûon fondamenlale e~ pour" 2 1 : 

a,,+1 ==alQII + db1b ll ; h"+1 =a.bll + btafl 

l 
(1.+, + f3.+,f<ï=(a.+ f3.Yd)(a, + b,Yd) 

= (a. + ~"Yd) r(a~ + db;) + 12a,b ,)l''dl 
d'où: (a ,. b,) solution (andamemale 

• 2 1. • 
a,=a,+db, ; b,=2a,b, 
CXo = al ; ~o = b l el. pour" 2 0 : 

a.+, = a;a. + db;~, ; ~.+, = b ;a, +a;p. 

Remarque : On notera que ces récurrences sont de programmation immédia­
le . On notera aussi que l'expression explicite directe en fonction de n des 
suites ainsi mlses en éVJdence S'obllcnt par : 

1 { • "} a'=2 ' (a ,+b ,üj +(al - blüj 
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1:= - 1 a, = ~ {(a , + b,fd)"" + (a,-b lVd)"+I} 

~'=(î u) . {(al + blfd't+
1 
- (al - b,Vd)'O+I} 

La dimonstratÙJn 

Les suites (a,) , (b,) , (0,, ), (~.) sont trivialement (cf. les récurrences) 

strictement croissBDtes dans IN; par hl .. 0, a, = 1. Si donc un couple (x, y) de 

IN" IN* cstsolution, on peUl déterminer n tel que : 
ar! ~x < an+1 (resp. a" S x <1).11+ 1 ) 

On en déduit immédiatement en relisant l' équation (P-P): 

b. S )' < b.+, (resp. ~, S y< ~ .. , ) 
d·où : 

E = 1 a, + b, Us x + yU < a.~1 + h,., Vd 

E=-I a,+ ~,U~X + yVd< a,.--, + ~,.,Vd 

En multipliant par (a,-b,Vd> 0) [resp . ~,Yd-Ct. > 0] , il vient : 

&=1 1 S(x+y{dj(a.-b,fd)<u, +b,U 

&=-1 1 S(x+y{dj(~,U-Ct,)<a;+b;Vd 

On définit alors, ii" -h" o':, -b, par : 

lx + yYd)(a,- b,fiiJ = (xa, - ydJ,l + (ya,- Ib,l'Id =0' , + -h ,'Id 

lx + yfiiJ(~,'Id - Ct,) =b'dll, - xa,) + (x~. - yaJ'Id =i'j + -b;Yd 
SOlt : 

ii, = xa, - ydJ, ; à'j = )'~, - .ra. 

-b,=ya, - xb, ; - b;=x~, - ya, 

En notant que: 

ii , - -b,Yd =lv -xfiiJ(", + b.fiiJ et ii j - -biU ~ t. - )'fiiJ(~,Yd + a.) 
2 2 2.2 

on peut écrire : il , - d -b , = 1 ; ii i - d -b, = - 1 . 

On voit ainsi que les couples [à', ,-b ,l et (a' i :bi) sont solution de 
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l'tquation (P-F) dans IN x IN (le conlrôle de leur appartenance à IN x IN esl 
immédial). 

Or,ona : 1 S ~'l +-b,U < a, + b,U 

1 '; ~.; +-ojU<a; + o;U 

Si -b, (resp. -b;) esl non nul, alors (a" b,) (resp. (a;, b;), n'eSl pas la solu-

lion fondamentale annoncée. On en déduit donc '), 1 = 0 (resp. -b; = 0 ) 

d'où l'on tire sans difficullé : (x, y) = (a, ' b,) (resp. (x, y) = (a" ~,») 

Bilan: 
Taule solution dans INx IN" de l'tquation de Pell·Fermal CSI bien une solu­
tion {(a, . b,) ; n ~ l } (msp. (a" , ~ . ) ; n ~ 0 )). 

En conclusion: 
On dispose au lerme de ce qui précède, d ' une démarche globale permel­

lanl d'~lUdier complèlernenll'équauon (P-F) : a' - db' = e, où E = 1 ou -1. 

- Si E = 1. l '~qua tio n a toujours une solution. On commence par détenniner 

s. Solul,on fondamentale (a" b,), e t la suile (a, ' b, ) lelle que 

(al + b,fci( =a,+ b,U . 
- Si E = - 1. l' tquation n'a de solution que si E esl ~sidu quadratique de d 
dans ZldZ el la suite des Solulions eSl alors (a" ~,) lelle que 

(a, + o,VJj' = a. + ~"Vd est solution. 

Application à la résolution du problème cité au début: 
Trouver deux entiers différant de 2 dont le produil SOil le triple de celui de 
deu.x entiers consécutifs. 
11 s'agissail de ~oudre en (m, p) ~Iément de INx IN : 

[2(m+ 1)]'_3(2p+ 1)2= 1 

CP-Fi a'-db'=E; E= 1 cld=3 => a, =2ClO, = 1 

D'où la suile (a .. b,) des solutions dans IN x INde ceue tqualion (P-P) déter­

nunée SOil par la récurrence : 

a IW-J =- 2all + 3b" 
SOil explicitement par : 
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a. =t . [(2 + Y3j" + (2 - Y3j,] el b. = tV3 [(2 + Y3j' - (2 - Y3j,] 

Par 2{m + 1) = a. el 2p + 1 = bD' il vienl explicilement. sous réserve de dis­
cussion sur n (a. pair et b. imprur ?) : 

1 [ " ,] m:- . 12 + Y3j + 12 - Y3j - 1 
4 

= 1. . ([(2 + Y3j" - (2 - Y3j"] 1) 
P 2 2'1'3 

On constate que, pour n = l , ail est pair et bn est impair. 
On contrôle immédiaten,cnt par la récurrence: 

(a" b, : (pair, impair) => (a .. , ' h" t) = (impair. pair) 

(a" b, ) = (impair, pair) => (Ilo+, , h,.t) = (pair, impair) 
L'ensemble cherch~ dans IN' x IN' des solutions en (m. p ) à la question est 
donc explici tement défini par le formulaire : 

k décrivant IN : 

1 [ 21+1 U +I] 
ni = - (2 + Y3j + (2 - Y3j - 1 

4 

p =1. . ([12 + Y3j2k+ ' -12- Y3j21+ ,] 1) 
2 2'1'3 

r Ne manquez pas le numéro ~ 
spécial de notre Bulletin 
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Vous y trouverez : 
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- Les conférences et quelques ateliers des 
Journées de Grenoble 

- La présentation générale des Journées 
d'AlbI des 25,26 et 27 octobre 1996 
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