
Dans nos classes 

Vérification 
(à la précision du tracé près) 

à la règle et au compas, de 

la formule de Héron 
donnant l'aire 

du triangle quelconque 
.91- =-.Jp(p-a)(p - b)(p-c) 

Jean-Morle Robbe 
25 - Villers-le-lac 

Le sujet est abordable par des élèves de seconde, n pennet d'associer 
algèbre (pOlnt de vue théorique) et géométrie pure (point de vue empirique) 
et peut faire l'objet d'une activité en classe après révision des notions utili­
sées, 

Soit ABC un triangle quelconque, On pose AB ~ c, BC ~ a, et p désigne 
le demi -péri m~tre. • 
1 • Démonstration de la formule, 
1 • ABC esl un triangle K<utangl. (poss&lant 
3 angles aigus), 

H est le pied de la hauteur issue de A, 

yf eSI l'aire du triangle. 
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, 1 
.JiI BC x A H soit.Jil' = BC x AH (1) 

2 4 
Dans ABH rectangle en H : 
Dans A CH rectangle en H : 
De (1) ct (2), on tire 
Exprimons CH en fonction de BH: 

AH' = c'-BH' 
AH'=b'-CH' 

(1) 
(2) 
(3) 

On sail que H E [BC) c'est il dire que BH + HC = BC d'où 

Dans (3), 

d'où 

Dans (1) 

or, 00 a : 

Donc 

el 

CH'= (BC - BH)' = a' - 20 BH + BH'. 
e' -BH' = b'_a ' + 2a BH - BH' 

BH=a' - b' + c' 
2a 

.JiI' = Q1 X (,2 li - h' + c ~') = aIe' 
4 40' 4 

.JiI2 = (a2c + aI - b: +c,) x (a2, a' -b: + e') 
, 2 1 2 2 , 

.JiI' = 2 Ile + ~ + e - b x b - a - c + 2 ae 
4 4 

.JiI' = a + e + b x a + C - b X b + a - , x b - Il + C 
2 22 2 

p_a+b+" 
2 

p- a _b+c - a 
2 

h a+c-b a+b -e 
p- = 2 ,p - c = 2 

.Jill = p(p - a)(p - b)(P - c) 

Aire de ABC = '1~p~(p-_~a)-'-(p-_-b,",)"7(p - _ - c -'- ) 

2 • ABC .. t un trIaoaJe possfdant un angle obtus. 
Dans ces conditions, H est extérieur il [Bq : on aura par exemple, .ans dimi­

nuer la g~néralité de la situation, CH = BC + SH. 
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Le calcul eS! men6 de mani~re analogue . Le résultat esl Je même. 
La formule ,JI ginirllÛ. 

n -VérfficatioD par le tracé 
Ce traœ esl fail à la regle et au compas. D fail appel à la quadrature du 

reclaJJgle el à la relation métrique : ~Dans un triangle reclaJJgle. la hauleur 
issue du sommet de l'angle droil est moyenne géométrique enlre les segments 
qu'elle détenrune sur l'hypoténuse (0). 

Ce tracé consisle à construire un carré d'aire Y p (p - a) (p - b) (p - c) et 

un triangle rectangle isocèle d'aire égale 11 celle de ABC pavable par le cam! 
précédeoL 

1 - ConstNction du segment de longueur Y (p - b) Cp - c) 

A 

D 
B 

c 
E 

SOil D le poinl de la demi·droile [CB) leI que BD = cel E celui d. [BC) leI 
que CE = b. 

[DE) a pour longueur a + b + c SOil le p6rimètre 2p de ABC. 

Soit Ile milieu de [DE], aD a lB = p - c el /C = p - b. 

On constraille demi·cercle de diam~tre [BC ) : la perpendiculaire en 1 à (BC) 
coupe le demi· cercle en K. 

En venu de la relation mélrique C'), on a donc: IK = -1 (p - b) (p - c) 
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l - CoB$tmctlon du segment de loupeur " p (p - al 

c 
À 

c 

B 
a 

F 

Sail G le poinl de 1. demi-droile [CA) lei que AG = c el F celui de la 
demi-droite [A.C) Id que CF = a. [GF] • pour longueur a + b + c saille péri­
mètre 2p de ABC. SoilJ le milieu de [GF], on sJG = p elJC = p-a. 

On conslrUil le demi-cercle de <Üamètre [ G] ; la perpendiculaire en J à 
(FG) coupe le demi-cercle en M . 

En vertu de la relation métrique A, on a donc : JM = " p (p - al . 

3 - ConstmCUOD d'IID cam d'aire JM = Y p (p - al (p - h) (p - c) 

A partir des segmentS I/K) et [JM] précédents, on construit le rectangle 
o N PTNO de dimensions 

V p Cp - a) et 'i (p - h) (p - c) 

. soil U le poinl de [TP) lei que 
Pu= PO. 

-'i--+-"----*'=p_-----I-'T- La perpendiculaire cn P à (P7) 
coupe en Q le demi-cercle de 
diamètre [TU] . On construil le 
carré PQRS sur 1. cO lé [PQ) 
qui a meme aire que le rec· 
langle n'NO. 

R Q 

l/v6"" "'PMEp · rt' _. "''''' 1996 

148 

Bulletin de l'APMEP n°403 - Avril/Mai 1996



4· Construction d'un triangle isocèle rectangle d. même nlre que ABC. 
- Deux lriangle de même A" A 

base el de même hau -
leur on t la même aire. 
On trace par A la paral­
l~le li 11 (BC). La per-
pendiculaire e n B à X C 
(BC) coupe li en A '. -"-1r-t-=------'?I--Ht-----" 
AireABC= Aire A 'Be. 

- SOil y le poinl de [CB) 
leI que BY = BA ' . La 
perpendiculaire en B 11 
(BC) coupe e n V le 

......... 
", .... 

demI-cercIe de diam~tre W V 
[CY] .BXWYesl le carré l!!...L-_ ___ lJ ______ _ ~ 

construit sur [BV] . Le triangle rectangle isocèle BVW a la même litre que 
A 'BC donc que ABC. 

5 • Les constructions des paragraphes 3 et 4 CI-dessus ayant élé e.écutées 
avec soin, on trace la hauteur [VZ] issue de V dans BVW. On contrôle (ouver· 
tille du compas) : BV = PR et PQ = n . Les deux triangles rectangles ISO­

c~les Bn et n IV pavenl donc. 11 la précision du tracé près. le carré PQRS. 
PQRS et BVIV, donc PQRS et ABC ont, Il la précision du tracé près. la même 
aire. C'eslla "vérification annoncée". 
REMARQUE: 
fi esl essentiel de souligner que le contrôle géométrIque n'est pas lotalement 
"validant. (précision du tracé .. . ). On peut. pour compléter la rénexion sur ce 
poiot. sugg6rer la situation suivante : 
Cercle r donné, centre O. Point n de r donné. Ol auX 2/5 de lf3al 11 parur de 
r-- n:;-::::::;t::::::----i J}.!lmA est rectangle en Ol. 

A la précision du tracé près. le cercle '( 
de centre n. passant par A, "partage" 
le disque bordé par r en deux 

___ -::;!=;::::,.~_\__~'-...j domaines de même ai re .. . Ce tracé 
pourra" donc (abusivement) passer 
pour une validation de la formule sui­
vante, où r (resp.R) dé,igne le rayon 
de y (resp. n : 

1""""::.- - ::-t-1 ~ (i) r = (29n5).R 

Or, Wte !omlUlt est il/correcte ... 

149 

Bulletin de l'APMEP n°403 - Avril/Mai 1996



Trivialement, si rest le myon de yet R celui de r: R < r < R fi . 
On introduit (cr. figure ci-dessus) rf2R = cos 9 ; 9 = Alccos{rnR). 
L'aire hacburtt 11/: (secteur angulaire Qu' dans le disque de bord YI mesure 

~t = [rln] x 9 
Aire hacbu~e " : (ponion du disque de bord r: calcul par différence à 

J' aide du secteur angulaire(Odl) et du lrianglc [Odl)) 
mesure ~2 % [R 'n]x[lt - 29l] - [R' x sin (lt - 29)]n. 

La conlrainte imposée équivaut à la suiv"nle ~1 + ~2 % ltR ' /4 . D'où l'équa­
tion: 

(.) [,'n][9] + [R'n][lt - 29 - sin 29] % 1tR'/4 

Division par R'; introduction de la variable Je = ,IR; utilisation 
de 9 = Arccos(xn). n vient 

(e) (.2-2)ArccoS(î)-Jeyl(I-(~IIT +}%O 

C'est un probl~me de uro pour une fonction de Je continue dont 1. crois­

sance (sur [ l , fi]) d'une valeur négative 11 une valeur positive estlriviale­

ment conséquence de l'introduction géomélrique de l'équation (e)_ Existence 

et unicité d'une soluuon sur ]1 , fi[- Estimation numérique : logiciel inté­
~ standard de résolution d'équation d'une calculalrice ; par exemple, par la 
touche "solve" d 'une HP ISC : Je = L 158728473. 

29nS = 1.I6 apparaÎl .Iors comme une (très bonne) valeur approcbée de 
x = rlR t1!pondant à la question (erreur inrérieure 11 2.10- 3) . ..• u point que la 
comparaison de deux LTacés de précision courante fond6: respectivement sur 
cette détenninaùon rationnelle et SUT la valeur HP affichée ne déc~lera pas la 
"nuance théorique" là où, néanmoins, il ne saurait y avoir affirmation 
d 'exactitude pour ln "rormule" (il proposée, dont on pourrait eo outre pré­
tendre déduire une pseudo construction de y à parur de r "il la règle et au 
compas"! 
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