
Didactique 

Un phénomène d'arrêt de la trans­
position didactique : 

un exemple avec l'objet 
"racine carrée" 

Teresa Assude 
IUFM de Grenoble 

L'observation des systèmes d'enseignement mon tre que les objels de 
savoir présents, à un moment donné, dans un système d' enseignement, ne 
sonl pas pérennes: il y a des cbangements, des évolutions et parfois des rup­
tures asse~ grandes comme cela a élé le cas lors de la réforme dite des mathé­
matiques modernes. L'émergence, 1. vie et la d isparition des objels de savoir 
dnns un système d'enseignement donné SOnt des problèmes d ' étude fondn­
mentauA pour un didacticien, pour qui tout ce qui concerne l'cnseignement et 
l' apprentissage des mathématiques <et notrunment les supposées évidences) 
doit êlre problématisé. Un des problèmes de la didactique des mathématiques 
est le suivant : il existe des objets de savoir mathématique à enseigner et à 
apprendre mais d'où viennent ces objets qu'on enseigne? Qui légitime l'exis­
tence des objets de savoir? Quelles filiations entre les objets enseignés el les 
objets produits par les mathématiciens? Voilà quelques-unes des questions de 
départ de l' étude systématique. en didac tique des mathématiques, des phéno­
mènes de transposition didactique (1) . 

1 Voir notamment les tltLvaux d'y. ChevaUard. 
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L'introduction des objels de savoir dans un certain sySlème d'enseigne­
ment n'esl pas évidenle comme nous le montre Carlo BOURI.f:T, auleur d'un 
livre d 'algèbre écriL en 1909 et dc:stint aux classes de Malhémaliques. n écril 
dans l'Avertissemen l de son ouvrage (1) : 

«Lorsque parut. il y a quatone ans, la prtmière édition de ces Leçons 
d'Algèbre éMmentaire. la tMori, des dérivüs ne figurait pas au pro· 
gramm~ tu baccalauréat ~s sciences .. bien phu. un candidat à ce 
grade availle droit d 'ignorer mêl1lê le mOI "fonction ". 
Avec l'assenl;mell l l t les cOlJse ils de mon iminefll maître, 

M.G.Darboux, secrétaire perpétuel de l'Académie des sciences, 
j'avais, 110/1 sans quelque témérité, passé outre et rldigé un ouvrage 
qui conduisait ,'lli\'e au loin. en dehors des /imites que lui assi­
g,wie" r les dlcrtlS officiels. 
Pour la première, on Irofwair dans ct! Ilvn la théorie des nombres 
négatifs plocle e/l tête de l'Algèbre, exposée en dltail, en elie-même. 
al'ant le Calcul alg"brique .• 

El il dl! encore un peu plus loin : 
. l'ai osé fai,,! aujourd'hui ce que je Il 'avais pas ~u la hard;~sse de 
faire il )' a qllQtorz~ ans, à savoir d'introduirt le théorème dlS 

accroissements finis dom l'emploi nr~t tant de rigueur et dt netteté 
dans l'exposition, SanS la compliquer aUCtUltm~IIf . ;. 

Ceue citation, bien lointaine d.ns le Lemps, eSI bien au cœur de la problé­
malique lransposiuvc: ce qUi nOUS apparaîl aujourd ' hui comme naturel - par 
exemple, l'éLude des nombres négatifs en classe de c,"qui~me - a fai l autre­
fois l'objc! de discussions pour trouver une place dans les classes lerminales. 
Elle montre aussi que la légitimation des choix de l'auteur a élé faite par un 
"éminellt mathb,UJtirien" car la légitimité de ce qui est enseigné ne peUL pas 
ê lre faite que par les seuls acteurs du système d'enseignement: à un moment 
donné les mathématiciens sonl appelés li donner leur avis sur les contenus à 
enseigner (et dans la plupart des cas leur contrôle 'arrêle là). Remarquons 
encore les mots de précaution - j'ai osl- el - je n'ai pas tu 10 hardiesse - uti­
lisés par C.BoURI.f:T pour faire enll'er le lecleur dans un uDlvers d'objets de 
savoir Inhabituels dans l'enseignement secondaire. au moins dans la structu­
re proposée. 

A côté de ce phénom~ne d ' introduction de nouve.ux objels , il y a 
d'autres objets qui semblenl pérennes puisqu'ils exislen t depuis très long­
temps dans l'enseignement secondaire comme c'est le C3..'i par e~emple de 

2 Bourlel C. (1909),l.<-çon, d'A1sèbrt élémtntairt, Librairie Armand Co~n. Paris, 
p.v. 
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J'objet "racine clUTée", Analysant de plus pr la vie de cet objet, nous nouS 
apercevons que le travlliJ de transpoSItion didaclJque ne consiste pas seule­
ment à faire ~merger ou à faire dISparaître des objets de saVOlf dans un syst~­
me donné mai. ce travail concerne aussi J'évolution d'un certain objet par la 
mise en place de nouvelles organisations où ces objets viennent prendre des 
places et des fonctions diverses, L'élUde de la vie de l'objet "racine carrée" 
dans le système d 'enseignement secondaire en France permet de meUte en 
évidence un nOuveau phénomène de transpoSllJon didactique : il y a des 
objets qui peuvenL être oubltés dans le travaillmnsposltif et nous appellerons 
ce phénomène arrêt de la transposition didactique , 

Pour le dire crOment, actuellement, l' objet "racine carrée" existe bel et 
bien dans J'enseignement au Collège mais il est diffici le d'attribuer un statut 
à cet objeL En plus, cet objet est souvcnl n:gardé comme un objet "1\ pro­
blèmes" ce qui nous pousse à penser qu'on aurait pu le fain: disparailTe, 
Pourquoi n'a-t-il pas disparu (comme tant d'autres objets)? L'objet "racine 
carrée" étant un des objets les plus "n:marqués" de l'enseignement de base, 
pourquoi est-Il l'un des objets les plus ignorés des diffén:ntes réformes suc­
eesSives du système d'enseignement français? (3) 

Pendant très longtemps l' bjet "racine carrée" a fait partie du continent 
des opérations de l'arithm~tique : l'extrnclJon de la racine carrée était 1. CID­

qui~me de ces opérations. Dans celte optique, on extrayait 1. raCine comme 
on effcctuait une division et l' algorithme traditionnel d'extraction de 1. raci­
ne carrée (celu i qui cons iste à panager le nombre en tranches de deux 
chiffres) ~tai t l'élément de continuité CL de cohésion des a1gotllhmes des opé­
raLions arithmétiques dans le système décimal , Voilà cet algonthme et j e vais 
citer une remarque d'un livre de Elie CAR.TAN sur l' arithmc!tique pour le::; 
classes de quatrième et troisième (') : 

fiL 'opiratioll ainsi définit! " 'est pas toujours possible" 
et un peu plus loin: 

ft Por" les nombres qui ne som pas carrés paifaits, nous définirons 
mit racine carrée approchée, de mimI! qut. pour deux nombres 
entiers, II0US avoru défiJJi UII quotient approché parce que nous étions 
SOU\'tnt dans l'impossibilité dt Irouver Utl quotient aac[~ 

J Les anruyses qUi suivent sont extraites de mon travail de thèse mlilul6 Un ph/MA 
mèn~ J'arrir dl! 10 trallspo.fIIion duLactiqut!. Ecologie de robj~/ "racine carrü" el 
analyse du curriculum. 

~ Canan A et E. (1934), Arirluntrique. drusts dt 4t tl Jt, Ltbrairie Annand Colin, 
Pari. 
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Celle organisauon permeuait de glrer d'une façon ~co n ome la question 
de l' irrauonalilt - l'opposition rationneVurationncl tUlÏt rtglte par le biais de 
la notion de nombre décimal ill imité,en fournissant des cri~res pour distin­
guer l'une et l'autre sorte de nombres, périodique/non périodique - et la ques­
tion des approximations numériques: l'algombme traditionnel donne des 
valeurs "PProchtes décimales avec n décimales exactes obtenues une à une. 
En outre, cette organisation c lass ique renvoyait à l ' alg~bre tout ce qui 
concernrut Les manipulatioM calculatoires sur les mrucaux en les associant 
notammenl aux équauons du second degré. Voyons quelques exemples. 

On demandait aux candidats du Brevet 61émenUlÏre en 1905 à Paris de 
mettre sous la forme de fraction (ordinaire) les nombres 0,5454 ... , ou encore 
0,324324 ... comme le font certains manuels actuels en d'autres pays en 
demandant de déterminer la nature rationnelle ou irrationnelle du nombre 
0,345534555345555, ou enCore de déterminer la nature du nombre x solution 
de l' équation x + a = 4, où a = 0,323223222322223 . .. En outre, la question 
du numérique était réglée par le biais de la notion de valeur a ppr och~e avec n 

décimales exactes, AIOsi 1,41 es t une valeur approchte de fï avec deux 
décimales exactes et la notion de valeur approchte par défaut d'un nombre a 

à tant près éUlÏt alors bien précise : c 'est le nombre dtcimal N., ail N est le 
LO 

nombre entier unique tel que l' on ait : .!:!.., SaS N +. 1 notion qui commen-
la LO 

cc à Oouer avec la dispari tion de l'algorithme d'extraction de la racine CBr­

rée. Un <ymplOme de ce flo ttement peU! être trouvé dans le commentaire 
d ' un professeur de mathématiques à l' preuve du BEPC à Bordeaux vers 

1976. L'énoncé de l'épreuve porte sur le calcul de A (Yïl, oà A (x) est le 
polynôme 6., L 19x + 15. La question proposte est formulte ainsi : 

.Calculu A lYïl et donner la valeur approchée par difaut à I lrl 

près du risultat. 
et l'auteur fait alors suivre cet extrait d'énoncé du commentaire suivant : 

te Tiells, LA v a[~urapprochte! N'yen aurail·iJ donc qu 'une?M 
et un peu pl us loin: 

. Et je suppose que LA valeur demandle est 0, 1 car 

0,1 :s; 24 - 19 fï < 0,2 .» 

Or, dans l'organISation ancienne ceue question ne se poserait même pas 

puisque ceUe nOlion est bien précise et qu'il n'en est plus de même au 
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moment où cet aUleur cril ces lignes. L.a notion de ,aleur approchu à tru1l 
près eSi remplac6e par cel le d 'crreur absolue et de limite supérieure de 
l'crreur absolue. 

Le stalut de l'objet "racine carrée" éUlil alors bien précisé ce qui n'est 
plus le cas actuellement: celle décomposition a commencé notamment avec 
la d,spantion de l'algorithme traditionnel d'extraction de la racine carrU et 
ni la réforme des mathématiques modernes ni les réformes postérieures n'on' 
su apporte r une réponse à ceue question. Nous poumons penser, en regar­
dant les programmes actuels, que le slalul de l' objet RC eSlle suivanl : objel 
sur lequel on fail de. multiplications, des divisions. Or, les manipulations 
opératolrcs par elles-mêmes ne suffisent pas à donner un statut à l'objet s.ur 
lequel on calcule car la question de la raison d'être de ce, manipulations doil 
être posée. Remarquons simplemen l que l'algèbre des radicaux actuelle esl 
un résidu d' un corpus de règles calculatoires qui • pu atteindre autrefois un 
degré supérieur de sophistication, comme Je monlre l'extrait suivanl d'un 
ou'mge Algebra de G.CHRYSTAL - dont la première édi tion date de 1886 
concernanlles exercices demandés ($) : 

(40.) 

(41.) 

(42.) 

(43.) 

(44.) 
(45.) 

(46.) 

(47.) 

«Rationalise the following : -
3.5'Il- 4'" 

LY(b + c-a) 

f5+v'3+v'4 - V6 
3.2"'3 + 4.21/3 - 1. 
a l13 + b llJ + cllJ. 

2'1-1 + 2'fl + 1. 

J[ u=xitt + )' ~ +y yl l +x2) 

then YI! + ,,2) =,x)' + ';'"('-1 +""""x')"'(-I - +-y;;;r~l 

Show thal 

2 
1!Y=Zf + YlZ=XI' + vv:yr 

312 "2 Jn 113 112 ln b-d +k - ~ +~-v) +b-d k-~ ~ - y) 
= 2 2 2 

x + y + l - YZ - lX - xy 

s Chf)'SlaJ 1886, p. 200 
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(48,) If x = IAYb~4, Y = Ilrc+-f"a-fbl, z = IA~Yb-ld 

u= I A~Yb+«l 
) 

then nl-x + y + z + u~~> - u) = LIb + c - tÙ8d>c 
J)': 

Les manipulations l'onnelles dans le livre de G,CHRYSTAL avaient comme 
but 1. simplification des expressions à calculer. Actuellement, les manipula­
uons fonneU.s des radicaux sont aussi faites dans le sens de simplifier; voilà 
donc le mot-clé : SImplifier, obtenir une forme plus simple. Or, la pertinence 
de celle simplification n' est plus aujourd'hui celle qu'eUe avait au temps de 
G.CIlRYSTAL Par exemple, aujourd' hui, avec les calculettes, il n'y 8 pas plus 

de ,wson de favoriser une expression du type i[ plutôt que l'eJrpression k 
Les outils m.thémntiques qui permettraient de choisir, dans un ensemble 
d'expressions numériquement égaJes, l'expression de meilleur rendement en 
utilisant les Jeuleltes ne sont pas disponibles au Collège o~ pourtant appa­
raît ce type de manipulations. Le mot-<:Ié de simplification doit êue regardé 
dans une dialectique enUe le formel ct le fonctionnel qui ,este bien ossifiée 
au niveau du Collège . Ou pour le dire autrement, même au niveau du travail 
mathématique au Collège, les moyens utilis~ devraient elfe en concordance 
avec les buIS poursuivis, L'enseignement au Collège privil~gi c les manipula­
tions consistant à "rendre raLionnel le dénominateur", comme si. devant une 
expression ayant des rad1caux dans les dénominateurs, celle opération était 
toujours pertinente. Or, ceci n'est plus vrai si l'on veut accorder moyens et 
fins : par exemple, au Lycée, pour calculer 1. limite en +- de la fonction 

g (x) = x - ~ il convient de passer à l'expression b-::-ï. 
x + x -1 

D'autres exemples pourraient être donnés. 
Dans le curriculum du Collège. les différentes réformes n'Ont pas touché 

à ce thème qui reste un point isol6 auquel personne ne sait attribuer un slalul. 

La réforme des mathématiques moderne< n'. pas noo plus touché à ce 
thème: la consigne est enCore la même - "simplifier" ou " ,. ~ndrl! ratlonnt!ls 
les dénominateurs " - sans qu'on s'interroge sur la possibilité et l'intérêt de 
faire cc type de marupulations, Ceue réforme a introdui t les notions de grou­
pe. d'anneau, de corps mais ne passera pas le cap des utensions de corps et 

notamment des extensions quadratiques, ce qui aurait conduit à reformuler le 
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problème : -mettre l'apre.sion A sous la/orme a+ bD, avec a. b E (2)>, 
comme on le fail en ce qui concerne l '~ludc des nombres complexes. 

La mison des calculs effeclu~ ainsi au Collège resle obscure, y compris 
pour les professeurs. El ce ne sera pas par l'examen de l'algèbre des radicaux 
que nous pourrons répondre d'une mani~re positive à notre problème du sta­
lUI de l'objel RC. 

L'objet "racine carrée" a cesS<! d'Etre l'une des opc!rations de l'arilhm<!­
tique et il n' arrive pas à devenir une autre chose et notamment une fonction 
en ce qui concerne l'enseignemenl au Collège. Pour mieux nous apercevoir 
de ce fait nouS renvoyons le lecteur aux discussions ~entes au sein du 
BuU.tin de l'APMEP Il propos des nominations de la racine carrée, qui relè­
vent explicitemenl de l'ambiguïté de cet objet dans l'enseignement secondai­
re. Voilà un des symptômes de cene ambiguïté (6) : 

.Prononctt le mot j'racine carri~ ". mais ne J'/erillel, surtout fXJS : à 
partir du moment où vous mttrr~l u.n ftS ... 'Vous QUm. dijd des ennuis! 
A en juger par l'abOndanl counùr reçu sur la queslio,," la norion 
n 'esr pas anodin. chez fes coUègu .. el. quoiqu'on en dise, eUe ne 
passe janw1.s inaperçue. . 

ou alors 
_Comment un professeur dt malhinlllliques peUl-if 
. Qffirm~r, en ttnnil'UJk : 

"TOUl réel non nul a, dans C, n racines n-ièmes donc 9 a pour 
racines carrét.s 3 et - 3 "; 

. avoir dit, tÜJn.s les classes pricidenus " 
"9 a une racine carrée: 3" 

et savo; r q~ IR c: C., 

Et comment s'bonner alors qU! "équation .1'2;::- 9 n'ail, pour de nom­
breux ilèvts. qu'une seule solurio,," tÜJn.s C comme tÜJn.s IR 7. 

L'ambiguïtt peUl être levée, comme le disen t cenains auteurs dans les 
articles qui réagissent il cetle interVention, si l'on c onsid~rc la fonction "raci­
ne carrée" et non le nombre "racine carrée". Il ne revient pas au mem. de 
chercher, pour un nombre réel positif. quelconque, un nombre b tel que 
b l = a , ou de chercher une fonction r telle que rl(x) = x, pour tout:c où elle 
est d~fin i e. La différence peUl sembler minime mais le cadre conceptuel de 
travai l est fort différen t. Cherchant à ~f1nir la racine cam!e d'un nombre on 

6 Voir: Pelé C. (1991), V9' Racine(.) ~s)?, Bulktin d.I'A.PMEP, 0·381, p.6S5. 

el les articles d. F. M.rtin. Anloine Bodin, Christ ian Gautier, L60nard Gallardo et 
Marc l.ecerre dans les Bulletins n' 380. 382 el 385. 
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peut lui imposer d'!tre positive ou n~gallve. Cberchant à ~finir 1. fonction 
racine c~ on peut lui demander d'être continue et cela n'a pas d'équiva­
lent en termes de nombres. Imaginons que nous avons une fonction r (véri­
fiant ,l(x) '" X, 'ri x ~ 0) teUe qu'il eiliste x, < Xl vérifiant r(x ,) < 0 et 

'(Xl) > O. Une teUe fonction est possible mais eUe ne posséderait pas alors la 
proprUlt des valeurs in,erm~iaires. Si en effet , poS~t ceUe propriété, il 
elÙsterait a E lx" XlI tel que ,(a): 0; or, ,(a): 0 entraîne ,l(a): 0 et donc 

a '" 0 t! lx" x l[ ce qui est contradictoire. Ce qui pr~cMe montre que ou b,en 
la fonction, est toujours positive (et nulle en 0) ou bien eUe est toujours 
n~gative (et nulle en 0), si du moins on veut lui imposer d 'être continue. n y 
a deux foncùons contin ues et dClU sCLllcmenl v4!rifiant , 2=x. à SS'f'oir 

,(x) ",.fi et ,(x) = -.fi . On ne peut pas, sans perdre la continuité de " 

m~langer ces deux fonctions. Nous sommes ici dans un aucre cadre concep­
tuel et instrumental qui est le domaine des Conctions. 

Or, le passage du cadre des nombres au cadre des fonctions n'a pas récl­
lement étt fait en ce qui concerne l'objet "racine carrée". Une de nos hypo­
lh~es (confirmée par nos analyses) est que le phénomène d'arrit de la 
transposition didactique de l'objet "racine carrée" est li~ à l'lchec d. la 
t,ansposition didactique en ce qui concerne l'objet "Conction" dans l'ensei­
gnement secondaire : cet objet est un objet manquant dans la culture du sys­
tème d'enseignement secondaire mlme s' il est un Ihème d'étude .u Lycée et 
est officiellement introduit au Collège, c'est-à-dire que la notion de fonction 
elÙste entant qu'objet d'étude mais non comme outil de travail et de pensée 
malh~matique . Précisons un peu ce point qui peut paraitre paradoxal puisque 
l'objet "fonction" existe même dans les programmes au Collège. Par 
exemple, au programme de 1. classe de quatrième il est ~crit "ApplicOlions 
/inéDiTeS el praponiolllllliili", ce qui pourrait nOus amener à infirmer notre 
hypothèse. Or, nous observons que les gestes à faire en ce qui concerne les 
probl~mes de proportionnalité n'utilisent pas los propriétés de la fonction 
linéaire c'est-à-dire que la fonction linéaire apparait comme un but en soi 
mais non comme un outil de travail pour 1. r~solution de certains problèmes 
(7). Par exemple, pour résoudre le problème suivant : 

.25 m~lres d'tloff. coDI~nr 36j,anl:S. Comb~n coDtent 40 mtlres?» 
les outils utiliW sont soit le tableau do proportionn.lilt (ce qui peut se rap­
procher de l'aspect fonctionnel) et le produit en croix, soit la représentation 

? Nous uuhsons ici (Cl analyses faites dans le ttavail de Marianna Bosch, intilul~ El 
semio/ic i /'inslruf1U!nlalm ~n el Irac/amllU cillIJic d,l" JIIUGClOn.I de proporcionali­
laI, Oepanemenl de Mothematiqucs. Unjvcrsilat Autonoma de Barcelona. 1991. 
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du problème par une proportion : 25 = 36 et le produit en croiA (ce qui se 
40 x 

rapproche de l'ancienne tb<!orie des rappons et proponions), soit les deux 
ensemble. n est rare de trouver une solution qu'on peut appeler "fonctionnel­
le" impliquant les propriétés de Iinéari~ de la fonction dans uno ~ponse du 
type: 

Soitfla fonction qui associe les mètres d'étoffe au prix à payer. On a 
f(25) = 36 et on veut calculer la valeur de la fonction en 40 (((40». 
Sachant que la fonction est linéaire, On peut écrire f(25) = 2S f(l) = 36 
d'o~f(l) = 36125. n vient a1orsf(40) = 4Of(l) = 40x 3612S = 57,60. 

Ce qui nous apparait dans notre analyse comme un échec de la transposi· 
tian didactique de l'objet "fonction" n'est pas relatif à l'absence de l'objet 
dans le curriculum mais sunout au type de travail mis en pratique dans le 
système d'enseignemenl au Collège ct meme au Lycée, Cet échec bloque 
ainsi l'évolution du statut de l'objet "racine carrée" dont la repris, de la 
lraruposition didactique suppose un profond cbangement du rappon institu· 
tionnel dans le système d'enseignement secondaire à l'objet "ronction". 
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