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A la demande de plusieurs collègues, nous aVOnS publié dnns le dernier 
BIlI/.tin (nO 4ù l , décembre 1995) une présenlnlion des Olympiades [nloma­
lionales de MalMmatiques ainsi que les énoncés de la session 1995. Voici 
maintenant des solutlons et des commentaires sur ces énoncés. 

Je tiens il remercIer Dominique ROUX qUl m'a fall parvenir les énoncés, 
puis les premières SOIUUODS officielles, Claude DESCHAMPS , chef de la 
délégation française, qui m ' B foumi IOUS les renseignements Cl documenls 
complémentaires, Johan YEBBOU, chef suppléanl de la délégation française 
el Jacques BOUTELOUP qui m'ont aidé il voir certains aspects des pro­
blèmes . 

La dlmculté relative dcs problèmes peut être appréciée au vu du tableau 
que voici, menûonnant pour chacun d'eux la moyenne. le nombre de notes 
maximales (717) elle nombre de zéros oblenus par l'ensemble des candidats 
CI par les candidats français : 

INTERNATIONAL FRANCE 
Problèmes 

717 017 717 on moyenne moyenne 

1 58% !l% 5,1 516 1/6 5,8 

2 22% 73% 1,7 0/6 5/6 0,3 

3 24% 23% 3,1 116 2/6 2,3 

4 41% [(J'il> 4,6 616 016 7,0 

5 42% 34% 3,4 2/6 3/6 3,2 

'0 8% 71% 1,1 116 5/6 1,2 
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IPRooLtMËN°ll 

A, B, Cet 0 sont. dans cel ordre, quatre points distiners d'une méme droi ­
te . Les cercles de diam~tres [AC) el [BD) se coupent awt points X el Y. Le 
droile (KY) rencontre la droite (BC) au point Z. Soil P un poinl de la droite 
(KY) , distinct de Z. La droite (CP) rencontre le cercle de diamètre [AC) aux 
points C el M et 13 droite (BP) rencontre le cercle de diamètre [BO] ,u< 
poinls B et N. Montrer que les droites (AM), (ON) et (KY) sonl concouranteS. 

ISOI..UTION 

Si J'on appelle M ' l'intersection de (AM) avec (XY). les droiles (AM '), 
(M. 'Z) el (ZA) sont perpendiculaires respectivement à (PC). ICZ) et (ZP). 
Donc les triangles AM'Z el PCZ sonl semblables : 

M'Z = ZA ~ M 'Z.ZP = CZZA 
CZ ZP 

Maintenant. si N' désigne l'intersecùon de (ON) avec (XY), on prouve de 
la même manière que : 

N 'Z. ZP = 8Z. ZO. 
Or, ZA . ZC = ZX 2 =ZB.ZO. 
Donc ZM ' = ZN' , ce qui entraine que M ' = N' car lous ces 
points : P, M, N, M', N' $onl dan, un même demi-plan de rrontière (AD). 

figure 1 figure 2 
p 

D 

r 

1 COMMENTAIRES 

1 -I.e jury tenail à ce qu'on envIsage les deux cas : P entre X 1 Y (ligure 1) 
et P à l'extérieur de [XY] (figure 2). Même si. pour certaines démonstrations, 
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la distinction n'eSI guère peninenle, il n'est pas mauvais de s'en assurer. Par 
contre. il n'était pas utile d'é\'oquer les cas triviaux oil P est en X ou en Y. 
2 - Sans être explicilemenl requise, la nOlion de «puissance d'un poinl par 
rappon à un cercle» me semble au centre de cel exercice, car c 'eSI clic qui 
suggère de faire appel 11 des produits de longueurs: ZA . ZC = zn. W . Cela 
élant. les méthodes SOnt nombreuses. 

Il faul d'abord lnIduire la dernière phrase de 1'6nonc6, de l'une des quatre 
manières possibles: 

al Montrer que (AM) et (DN) se coupent en un polOl de (XY). 
bl Montrer que (AM) el (XY) se coupent en un poinl de (DN). 
c) Montrer que (ON) et (XY) se coupent en un point de (AM). 
d) Montrer "globalemenf' que (AM), (ON) el (XY) sont concourantes. 

Le choix al nécessite plus de connaissances el une vision plus globale du 
problème. La première solution offiCIelle rau ce choix: utilisant 1. pUJs<ancc 
de P par rapport aux cercles, puis des relations anguJlllrcS, elle prouve que B, 
C, M, N sonl cocycliques, puis que A. D, M, N sont eux au i cocycliques, 
donc que l ' inlerseclion Q de (AM) et (ON) a même puissance : 

QM .QA = QN .QD par rapport aux deux cercles, d~ lors, la droile (QX) 

recoupe le, deux cercles au même poinl, qu.i ne peUl etre que Y. 
Le choix dl nécessile de voir dans la figure autre chose que ce que supule 

l'énoncé. C ' eslle cas d'une démonstration russe, qUI Introduit la parallèle à 
(BP) passanl par A . Apparaîl alors un triangle AUD, U éUllltl'intersection de 
celle parallèle avec la drOlle (XY). AUZ el BPZ sont des triangles semblables, 
par parall6usme. el le fail que ZA. ZC = ZB . ZD permet de prouver que OUZ 
el CPZ sonl eux aussi semblables, donc que (DU) eSI parallèle à (CP). Dès 
lors, les lTOis hauleurs du triangle AUD ne sont autres que les droile. (AM). 
(ON) ct (XY). 

Le choi~ b), par rulleurs équivalent au choix cl. permet de sconde.r le pm­
blème : il SUffil, en définilive de déterminer l'Intersection M' de (AM) el (XY) 
à partir d'éléments communs aux deux moiliés de figure, à savoU" les points 
Z, P, X el Y. Cela peut même se faire analytiquemenl, pour ne pas dépayser 
les lycéens fTançais. Dans presque tous les cas, on aura besoin de la relation 
ZA . ZC = ZX' = zn.W, au demeurant plus élémentaire que la notion de 
pUIS ance d'un point par rappon à un cercle. 

Mais j'ai gard6 pour la fin une démonstration chinoise qUI m'a semblé 
paruculièrement éléganle : A ct C sont les milieux des arcs XY. Donc (MA) ct -(MC) sonl les bISsectrices de l'angle YMX . Ces bisseclnces coupenl la 

droite (XY) en des points P et M' conjugués hannoniques par rapport à X et 
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y. Même chose pour P et N' = (ND) n (XY). Donc M ' = N'. 

IPROBLEME NOZ 

Soient a, b et c des nombres réels positifs vérifiant abc = J. Montrer: 

J + J + J " l 
ilb + cl b' {ç + al cl (a + bl 2 

1 SOLUTION 

. 1 1 1 Posons. x = - , y = - . l-­
ab c 

Comme abc = 1,~ = J .r : 

2 2 2 
-:--'--_ + + _ x + 2- + _z_ 
a)(b +cI b J k+c4 /(a+bl )'+2 x+z x+y 

Appelons S ceUe somme. 

Si l'on pose : u = fY+l , v = ~ , w = fX+Y 
et u' =_x __ , v' =---1....-, w' = Z l ' inég a lité de Cauchy-

y y + Z vz:tX fX+Y 
Schwartz : (u 2 + v ' + w 2)(." + v" + w" ) ,,(uu' + vv ' + ww')' pennet 

d'écrire : S " X + Y + l 
2 

donc S ,,2 puisque 1. moyenne anthmétique x + y + Z est supérieure ou 
2 3 

'13 
égale à la moyenne géométnque l.yd = 1. 

ICOMMENTAIRE 

Problème étonnamment déroutant sur lequel 73% des candidats (dont 5 
des 6 candidal> fronçais) ont manqué zéro points. 

On dispose en fai t de très peu d'é léments pour aborder ce genre d'inéga­
lités : 
1 - Le rail que la moyenne arithmétique de /1 réels striclement positifs (en 
l'occurrence : " = 3) est supérieure ou égale Il leur moyenne géométnque, 
laquelle est supérieure ou égale à leur moyenne harmonique. Cela découle de 

la concavité de la fonction logarithme. et cela permet ici, pour le moins, 
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d'obtenir les deux derniers points du probl~me (sur 7 points), car toutes les 

méthodes aboutiront d'abord il l'inégalité : S ~ x + V + l 
2 

2 - Le fait que le cant d' un réel est toujours positif ou nul, ce qui condwt 
notamment il l'in~galité de Cauchy, connue en France so us le nom de 
Cauchy-Schwartz : 

L ,,~v~ ~ (L u,.,.j' car L"Œ V~-(L "",,)2 = ~",VI- ",vjl ~ 0 
, <) 

3 - Le fai t que le produit de deux rée ls de même signe est positif, ce qui 
conduit il l 'inégalité de Tchebycheff : 
si a,~a 2 ~ ··· ~a. ct b,~b2~ .. . ~b" 
La'Lb, ~nLa,bi car nLa,b,-La,Lbi= Llai -ajHbi-b,l~o . 

i<j 

Mais il existe bien des manières d'uti li ser ces quelques éléments. et on 3 

du mal il se convruDcre que la solution ne doit pas être cherchée ailleurs. On 
peut être tenu!, par exemple, étJlJlt donné le rôle symétrique joué par a, b et c, 
de faire ,"tervenir les polynômes symétriques élémeDt:ures : a + b + e, 
ab + be + ca, abc, d ' autant que abc = 1; de tels calculs peuvent aboutir, 
comme le montre Jacques BOUTELOUP, mais il quel prix! 

Comme apparemment rien ne nous permel d'utiliser l ' inégalité de 
Tchebycheff. au demeurant moins con nue, la vrruc question est : comment 
faire apparaître des carrés? C'est l' exposant 3 qui est trompeur, d 'une pan 

parce qu ' il nous oblige il passer aux inverses en posanl x =!. , y = l , l =.1.. , ab c 
f " r 3 d ' autte pan parce que l'inégalité :S,=_x_ + _>_ + _z_~ - est vraie 

1 X +l Z+X x+y 2 
pour tout tr plet (x, >', l) de rée ls positifs vérifiant xYl = l , pour beaucoup 
d'autreS valeurs que t = -3 ou t = 2. 

El mame si la matière première est loujoulS la même, la lechnJque de 
résolution de ce genre de problèmes est eXIKmement variée. Par exemple, 
pour prouver l'intgaIité ci-dessus lorsque 1 = 1. j'ai ~rit : 

S , = 1 + l (Ix + .. HA' - i + (y + zl(y - zl\ tH x)lz - x)2) 
2 2 IX + y){y + z)(z + xl 

alors que Jacques BOUTELOUP • remarqu~ que, très g~n~raIement, si l'on 
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considère n réels strictement positifs o. " La, L ~ , ~ n' (la moyenne 

arithmétique est sup<!neure ou égale il 1. moyenne harmonique) ; il suffi t 
donc de poser o., = y + t, o., = t + x, o.] = x + y pour conclure. Est-ce un , 
problème plus >Impie? Pourtant _x_ =lx + y + zl_X _ _ ,l'énoncé 

Y+l )'+z 

d'olympiade en découle donc (et la seconde solution officielle du jury rejoiot 
elle méthode). 

Remarquons au passage que, pour X, y et t strictement positifs, 
x l' x$y <o> -- $~ 

y+t x+z 
de sone que l'inégalité de Tchebycheff permet d'écrire : 

f i, 1-) 1-1 ,..1 
VI~I _x_+...L....+_z_ ~x + y +z 

y+z l+X x+ y 2 
ce qui est supérieur ou égal Il 3fllorsque X)'Z = 1. 

Mais aucune de ces méthodes ne convient pour prouver que si x, y, t sont 

trOis réels slrictement posiufs, -2 x + ~ + -2< z ~ 1 et celle que 
y+z LZ+X +y 

j'ai utilisée dans ce cas, il s.voir : 

(x + y + zl' - (x - yj2 = (2.< +4)(2y + z) $ (x + y + :)2 
ne permet pas de montrer plus généralement que si x, y, z et k sont quatre 

réels slrictemen, positifs, _x_ + ......l.- + _z_ ;:: _3_. 
ky+t kz+.' k.x+y k+1 

Pour revenir au problème d'olympiade, j'avais utilisé une méthode légè­
rement différente, en I!:cri\'ant : 

.L = lx + ylly + dit + xl _ x _-IL 
2 y+z (y+z.I y + z 

l+l+l~ 1 + 1 + 1 
h + i 14 + l lx + i (v + zXZ+ xl Iz + xh + yi tH yly + rl 

et y:: $l(y + i 
4 

Mais une fois de plus, on est ramené à l'inégallté de Cauchy et il 1. mino­
ration d ' un carré, ou il l'inégalité entre moyenne arithmétique et moyenne 
géométrique. 
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1 PROBLfMÊ N"3 

Trouver tous les entiers n, strictement su~rieurs Il 3, pour lesquels il 
existe n points AI' A " ... A. du plan et des nombres rtels 'l' 'l' .... ' . vtri­
fiant les deUJ< conditions : 
(i) trois quelconques des points A" A" ... A. ne sont pas alignés, 

(Ü) pour tout triplet i, j, k (1 :;; i < j < k:;; n) l'aire du triangle AJAJA. a pour 

valeur ri + 'i + rt· 

1 SOLUTION 

" ;: 4 convient dans la mesure 0\1, Sl je choisis Al ' A2• AJ. A" sommelS 

d 'un carré d'aire l , et ' 1 = " = ,) = '. = 1/6, les deux condi tions sonl claire­
menL vérifi6es. 

Prouvons que Il ;: 5 ne convient pas, ce qui exclura du même coup n > S. 
car si les conditions sont vérifiées pour n poinls, elles le soot a foruori pour 
tout sous·ensemble de ces PI points. 

Raisonnons par l 'absurde, en OOlanl, pour simp~lier, Wkl l'aire du tri­
angle A,AJA, el en utilisanl un lemme: 

LEMME Si A,AJAtA, est un qu.drilal~re 

convexe. alors r, +'1; = rl + ' ,. 
En effet, on peUl écnre : [ijk] + [kli) = Aire A, ,L.:::""--f---"7"'1j 
(AiAjA,A,) = Uk /] + [l in soit 

2rl + 'i + 2rt + " = '} + 2'j' + fi + 2r, ce qui 
prouve le lemme. 

Considérons maintenanl l'en ve)oppe 
COnvexe des cinq points A" A" Al , A., A, : 
ccl. peut êlre un pentagone (convexe), un quadri­
atère (par exemple : AIA0;A., le poinl A, élanlll 

1"Dlérieur), ou un triangle (par exemple : AIA;A), 

les points A. et A, étant Il l' intérieur). 

Dans le premier cas, comme par hypothèse, AI' 

A" A, ne sont pas alignés, les droiles (AI A,) el 

(A, Al) ne sont pas parallèles, donc l'une des deux 

au moins, par exemple (A, A,l, n'est pas parallèle 

A4 
Premitrcas 

Il (A. A,). Les triangles A.A IA, et A,A,A, ayant la meme base [AIA,) mais 

pas la même hauteur, (421] ~ [51 2], donc 'S'F ' . , Mais comme les quadrila-
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tères A,A . ,A. et A A2"I,A~ sont convexes, d ' après le lemme " + " : ' 1 + 
'3 ='2 +'5 d'où " = r4 : contradiction. 

Dans le deux.ième cas, As, qui est à l' inté-
rieur du quadrilatère convexe A ,A,A,A., est 

soit à l'intérieur du triangle A,A,A" soit à A 
l'inténeur du triangle A,A..A" puisque A" A~ 2 
et AJ ne sont pas alignés, Supposons-le in[é­

rieur il A,A..A, : [531] < [431] :>', < '4' 

Mais comme le quadrila[ères AIA,A,A. et 

A,A.y13AS som convexes , r2 + r 4 ::::: rJ + fJ ='2 

+ 's :) '4 = '5. mêm.e cOntradiction. 
Dans le troisième cas, les points A" ct As 

sont intérieurs au triangle AJA,A" mais en 
outre As est intérieu r à l ' un des triangles 

A,A,A., A,A,A, ou A,A,A., par exemple au 
troisième AJA ,A." On en déduit 

(314) > [315] donc ' . > ' " 
Mais [1 23] : ( 124) + [234] + (314) 4

2 
: (125) + (235) + (315) 

Deuxiême cas 

Troisiime. cas 

d 'o~ '4 = -tl" + f'2 + r~: r, : contradition,ce qui achève la démonstration. 

ICOMMENTAIRE 

Ce problème soulevait en fait deux difficultés. Mms tout d ' abord , le fait 
de savoir quelles sont effecùvement les valeurs de n qui conviennent ne doit 
pas être une difficulté, Il est immédiat que Il = 4 convient, inuule de s' attar­
der là-dessus, un banal exemple suffi~ même si l'on peut prouver sans gran­
de d Ifficulté qu ' à tout quadri latère A,A,AJA, correspond un quadruplet 

('t, r" rJ' r.l de réels lels que la condition (ii) soit vérifiée, L'essentiel, c'est 
de prouver que n = 5 ne convient pas, car si n :: 5 convenait lUI aussi , le pro­
blème prendrait une toute autre ampleur et ne serait pas frusable en temps 
limité, Jacques BOUTELOUP, qw a trouvé cc problème plus difficile que les 
cinq autres, a pou.rtant tout de suite opté pour l'impossibt~t~ lorsque n ~ 5, 
Cela rejolOt le fait que si l'on sait qu' uo problème est soluble, celui-ci est 
plus f.cile que si l'on n'en srut rien, 

La première dIfficulté, c'est donc de bien visualiser le problème, Deux 

choses peuvent gêner ceUe visualisation: de mauvaises notations (l'idée du 
Bulleflll APMEP . rf 4()2 · FfvMr 1996 
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jury de nommer [ijk] r aire du triangle A/AJA. est particulièrement astucieu­
se) et l' absence de figure: car même si l'on opte pour une approche a1g~­
brique du problème par résolution d'équations, à un moment ou à un autre, il 
raudra se souvenir que c'cst un problème de géométrie (bien que classé dans 
le chapitre "tMorie des nombres et combin.toire"), qu 'il raut distinguer plu­
sieurs cas de figures ct utiliser au maximum les maigres connaissances que 
l'on a sur l'aire en l'absence d'hypoth~ plus précise. Même SI, dans leur 
rédaction finale, certaines solutions font abslraclion des figures, il ne me 
semble pas réaliste d'élaborer une solution sans faire un minimum de 
figures. 

Vient alors .Ia seconde difficulté : la nécessité de casser le problème. 
J'entends par là noo seulement l'obLigation d'étudier différents cas (com­
ment peut-on placer cinq points dans un plan 1), mrus aussi le choix de ce 
qu'on pInce avant celle étude de cas (lemme ou calculs utilisables dans ch.­
un des cas), ainsi que l'utilité de casser s.ns trop allendre la symétrie entre 

les n points. A pnori , tous les points jouent le même rôle, néanmoins, il est 
peu probable que l'On démontre globalement l'impos>ibiloté, il va b,en fal -
10U', Il Un moment ou à un autre, faire jouer li l'un des point> un rôle particu­
lier, ct si l' on tarde trop en "trimballant" trop longtemps la symétrie entre les 
11 points, on risque d"alourdir la démonstration inutilement La première 
50luIIOn du jury pl.çait en lemme le raJl que _i deux coefficients étaient 
égaux, ,1 y av.it cOnU'tldiction. Là s'arrête la symétrio entre les cinq points, la 
sUl1e de. la solution consistant à trouver, dans cbaque cas de figure. deux 
points particuliers qui doivent avoir le même coeffic1ent 

Mais , i l'On surmonte ces deux difficultés, le problème est assez simple. 

1 PROBLEME 0 4 

Trouver la plus grande valeur de Xc pour laquelle il exisle une suite Xc, X , • 

... .1"995 de nombres réels strictement positifs vén1iant les deux conditions : 

(iJ Xc = x'995 ; 

(i i) pour touti, 1 SiS 1995: x,., + -=2<,+ l. 
Xj_1 Xi 

1 SOLUTION 

La relation peut ,s'écrire: 2xt- (Xi_1 + .t':.) X i + 1 = 0 

5011 : Ilx i- Xi-I) (x j - .t ~,) = 0 de sorte que pourtoU! i = 1,2, ... 1995, on a 
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soil.<I = _ I_ soil x,=~ (1) 
X~I 2 

On peUl afflflIler qu'un x, au moins .Sl égal il 1. S'il n'ea était pas ains i, 

loulles x, seraient dans IR+*\( I l que l'on peut décomposer en une réunion 

d'intervalles disjoints 

.u [t,t[ u n,a u [t,I [ U ]1.2] 
u ]2,4] U ]4.8] U ... 

Colorions ces intervalles altemali.cment en rouge Ct bleu. La relalioa (1) 
entraîne que deux tennes consécutifs de la suite seraient obligatoirement 
dans des inlervalles de couleurs différenles. Et camme 1995 est impair,.ta el 
AI995 seraient dans des intervalles de couleurs différentes, il ne pouIT3..Îcnt pas 

être égaux. Ce qui prouve par l'absurde, qu'un au moins des termes de 1. 
suile, appelons-le x.' esi égal il 1. 

Posons maintenanl/, = 11082'<, 1. La relation (1 ) entraîne que l, -Ii-I vaUt 
1, -1 DUO. 

Or, comme x, = l, " = 0, donc 10:$ k el 1'995 :$ 1995 - k, si bien que: 

'0 = ',m';; inf(k, 1995 - k) ,;; 997, ce qui implique que Xo = x'99,:$ 2991 . 

Or, ceLle valeur maximale est bien auein[1l! si l'on pose xl' :=; 299'?-r pour 

• A;-'l _ 1 _ 997_ 
0:$,:$ 1994 (donc " =-) el x'995 --- - 2 -xo . 

2 X '99' 

La plus grande valeur de Xo est donc 2m . 

1 COMMENTAIRE 

Problème classique sans diffic ulté particulière, du moi ns pour les 
Français . NOlons que, comme C'CSt souvent le cas pour ce genre de problè­
me, l' imparité de l'année 1995 joue un rôle primordial, et l'idée du jury de 
matérialiser la rôle de la ponlé en coloriant des intervalles de deux couleurs 
distinctes, pour fflue apparaître une alternance, est tout à fail recomman­
dable. 

IPROBLÈME °5 

Soit ABCDEF un hexagone convexe tel que ; AB = BC = CD 
DE = EF=FA 
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- -et BCD =EFA = 60· 
Soien t G et H deux points i .t~rieurs li l 'hexagone , tels que - -AGB =DHE = 120·. 
Montrer que: AG + GB + GH + OH + HE 2: CF. 

1 OLUTION 

1 • Propriiti prlliminaiu 
Soit MNP un triangle équilatéral inscri t 

dan'î-ll." cercle et soit Q un point du pelit 
arc NP. 

U1 rotalion de centre N qui transfonne 
Pen M transfonne Q en Q' tel que le tri · 
angle NQQ' soit lui aussi équil3ltral. Mais 

comme l'angle inscri t iiQN = f = iiQN, N 

M 

Q' est situt sur le segment [MQ). figure J 
Donc QM = QQ' ... Q'M = NQ ' + Q'M = NQ + QP car [NQ'] et (Q'M] 

sont les transConnés de [NQ] et [QP] par 1. rotation l-deSSUS. 

2· Dimonstralion de/'in/ga/il'; 
L'hypothèse BC = CD et -BCD = 60° enlraîne que le tli­

ongle BCD est équilattral, et donc 
AB = AD. De mSme, le triangle 
EFA CM équilat6ral et DE = EA. 
Donc A ct D sont symétriques par 
cappon li (BE), 

Appelons C' le symétrique de 
C par rappon à (BE) el F' le symé­
trique de F par rapport li (BE) . 
Comme le segment (BD] est inté­
rieur li l'hexagone convexe ABC­
DEF, les pOlnls G el C ' sont de 
pan et d'autre de la droile (AB), et -comme A GB = 120· , G esl sur le 

F 

. '_ ' _._ 0-
, E 

figure 2 
F' 

pelil arc AB du cercle circonscril au triangle ~quilatéral ABC'_ Nous pouvons 

donc utiliser la propriélé préliminaire pour atfmner que : CG = GA + GD, 
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Nous pouvons éga lement , pour la même ra ison . affirmer qu e: 
F'H = HD + HE, donc finalement que : 

AG + GB + GH + DH + HE= C'G + GH + HF' ;? C'F' 
Ce qw prouve l'inégalité cberchée, car par >)'1llétrie, CF = C'F'. L'égalité a 
lieu si et seulement si G et H soottous les deux sur la droite (C'F'). 

ICOMMENTAIRE 

Le fail qu'un angle soit égal à 60· et un autre à 120· est une indication 
fone qui doit automatiquement nouS faire penser à des angles inscrits et à un 
quadnlnt~re inscripuble, car 1200 + 600 = 1800. Reste à trouver le cercle, et à 
remarquer la symétrie résultant des triangles équilatéraux : notons que les 
trois démonstrations que j'ai, dont la mienne, construisenl C' symétrique de 
C alors qu'on pourra" tout aussi bien construire G' symétrique de G. Est-cc 
plus "nnturel"? Oui, car ela permet de trouver le cas où l'égalité est vérifiée. 
En tout étal de cause, e. dehors de ces angles et des égali tés de longueur qui 
fournISsent instantanément les triangles équdatémux et permettent d'établir la 
symélnc, les hypoth~ses sont maigres, et il f.udrJ bien abouur 11 une onégali­
té du type: .Ie cht!min le plus cOurt d'un point à un aUlr~ est toujours la 
ligne dro't~M . 

Si l'on ne connUÎt pas 1. propriété préliminaire, Il f.ut la redémontrer, ce 
qUI constitue un léger handicap. Mais plu~leurs démonsuations sont l'OS· 
sobles par la géométne ou la trigonométrie, et cela peut se rame rapIdement. 
La solution officielle men tionne à ce propos le théorème de Ptolémée. 
Jacques BO\JTELOUP rappell e l'énoncé de ce théorème, beaucoup plus 
gén~ml : <U produit de. dIagonales d'un quadrilatère inscrit dans U1l cercle 
est "gal d la somme dtJ produits des d jtés opposés • . li se démontre aisément 
par utilisation de la relation m~trique de l'inversion, el on le traitait classique­
ment en exercice quand celle théorie était au progmmme de Math EI.m. On 
peut aussi le dédutre des relations trigonométriques: 

sin(a + ~ + Slsina + sin ~sin S = l(cos(~ - sl - co,(Za + ~ + SI) 
2 

= sin (a + III SIn (a + 51 
Faut-il le connaître? Faut-il le citer? Ou est-i l disproponionné par rappon au 
probl~me? 

Car enfin, si l'on connaît le théo~me de Ptolémée, pourquoi ne connaîtrait­
on pas la relation métrique de l'invel'$lon, jadis enseignée en Terminales? 
Celle-ci permet de constater que, dans l'absolu, pr~ de la moitié des hypo­
lbèses de ce problème sont superflues: non seulement les hypothèses "bexa· 
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gone convexe" el "points inlérieurs à l'hexagone", dont le seul rôle visible­
menl, élait d'éviler que l'on envisage plusieurs cas de figure el de mellre 
Illieu" en évidence la propriélé préliminaire - les démonstrations que j'ai 
reçues De mentionnent pas explicilemenL la convexité ni la position de G 

dans la solution - , mais aussi l'angle A GB , qui pourrait être quelconque. En 
définitive, que l'hexagone soi t convexe ou non, si AB = BC = CD, - -DE = EF = FA, el si les angles BCD cl EFA 
les poinls G el fi du p lan , on 
, : AG + GB + GH + OH +HE~ CF. 

valent 60°, quels que soient 

Une inversion de pôle Q el de puissance 
k transroOl1e le poinl M cn le point M' de 1. 

droite (QM) tel que QM . QM' = k . Elle 

lransforme pareillemenl N en N', CI l'on " : 

QM . QM ' =k =QN . QN' . 

On a donc en partieutier: g:, = g::, et 

M' 

Q 

les triangles QMN el QN'M' sont semblables, ce qui entraIne : 

M'N' =M!i. ou encore : M'N' = k MN . 
QN' QM QM.QN 

Si maintenant. je considère un Lriangle MNP, j'ai ; 

M'N' = k MN . QP 
QM.QN . QP 

M 

N ' N 

de sone que l'inégalilé triangulaire appliquée au triangle M'N'P' permet de 
prouver que quels soienl les quatre points M, N, P, Q du plan, 

MN. QP:!> NP . QM + PM. QN 
et si le triangle MNP es t équilatéral , pour tout po int Q d u plan : 
QP:!> QM + QN, l'égalité étant vérifiée lorsque M', N'el P' sonl alignés dans 
le bon ordre, donc lorsque Q eSl sur le bon arc du cercle circonscril à MNP. 

De ceUe re lation rt,ulte que si AC'B el DF'E sont équilatéraux, quels que 
soient les points Gel H du plan, C'G "AG + GB el F'H :!> DH + HE, donc 
CF = CT :!> C'G + GH + HF' " AG + GB + GH + DH + HE sans aucune 
autre hypothèse. 
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1 PROBLÈME N°6 

Soit p un nombre premier impair. Trouver le nombre de sous-ensembles 
A de l'ensemble Il, 2, ... , 2p } tels que : 

(il A contient exactement p ~Iéments ; 
(i;) la somme de IOUS les éléments de A est divisible par p . 

ISOL TION 

Pour tout sous-ensemble A de p éléments de l'ensemble I l. 2 • ...• 2p), 
appelons S(A ) la somme de ses éléments. 

p 

Parmi les C'p sous -en sembles considérés , 8 " Il, 2 . ... ,p } el 

C " Ip + l , p ... 2. 2p} vérifien t : S (8) " p (~) !! 0 (modp) ct 

2 
S (C)" p + S (8) . 0 (modp). 

Les autres sous-ensembles A vérifient : A ri 8 ~ 0 et A ri C ~ 0 . 
p 

Répartissons ces C 2p - 2 sous-ensembles autres que 8 el C dans des 

classes ainsi définies : A et A ' sont dans la même classe si ct seulemenl si 
A' ri C = A ri Cet A ' ri 8 est une permutation circulai re, dans H, de A ri B. 
En d'autres ternIes. si l' on suppose que A ri Ban éléments (1 $ n $ p - 1). il 
.xiste un m compris entre 1 et p - 1 tel que A' ri 8 = lx + m 1 x E A ri B et 
x $p-m) V (x + m -p 1 x E A ri 8 elx > p-na) . 

Dès lors. S(A ') - S(A) '" IIm (mod.p). Mais nna ne peut pas être divisible 
par p. On en dM""t d' une part que chaque classe contienl e"actement p sous­
ensembles : ce ne senul pas le cas si p n'étail pas premier, mais comme, p 
étanl premier, S(A ') est difTérenl de S(A). A' esl distinct de A. D'autre pan. à 
l'intérieur de chaque classe, la foncLion S prend p valeurs distinctes modulo 
p, donc une et une seule fois chaque valeur de ZlpZ, en particulier une et une 

seuJe fois la valeur O. Il exi te donc :.!. (C:p - 2) classéS, el si J'on reprend 
p 

en compte les sous-ensemb les B et C, il exisle 2 + .!.(C:, - 2) sous­
p 

ensembles r~pondanl 11 la question. 
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1 COMMENTAIRE 

C'était le plus difficile de. six probl~mes, résolu par seulementS% des 
candidats, dont un Frany:Us. 

p 
On peut d&luire du résultat que C", • 2 (mod . p), ou au contraire être 

aidé au démarrage si J'on connaît par avance cette relauon. Mais même cette 
relation n'cst plus vraie sip ntest pas premier. et la d.!termination du nombre 
de classes lorsque p n'est pas premier, n'es t pas imm&liate : l'hypothèse "p 
premier" intervient doublement 

Citons toutefoi. une démonstration italienne qui pernlet d'aborder le cas 
Où p n'cst pas premier. 

ç élJlnt une meine p-ième de l'unité autre que l, posons p~ (x) = fi lx _ çil 
1= t 

Si P est premier, p~ (x ) = ( .... - 1)' . En efret, les çi, pour tou t i variant de 

1 à p, sont les p racines disunctes de .... - l , et TI l. - ç '1 = fT l. _ ç il 
"zp" l f-=t 

carl;" P = ç' . 
Or, si p est impair, le coefficient de" dans P~x) vaut : 

appelant n) le nombre de sous-ensembles (i l ' i , .. . ipJ c ( l , 2, .. . , 2p J dont 

la somme des éléments est congrue à j modulo p. Mais ce même coefficient 
de xP dans p~ (x ) vau t auss i (-2) , car p~ (x ) = (xP - 1 )' . Donc 

"0 + /I,l; + .. . + /lpJ;,,-t = 2, et cc, pour toutes les mcines p-ièmes de l'urtité 
p 

autres que 1. Pourç = l , on a bien évidemment : no + n, + ... + np-' = C,P . 

En additionnant ces p relations, comme la somme des ç' e, t nulle lorsque ç 
décrit toutes les racines p-ièmes de l'unité, on a : 

P 
pn. = C'" + 2(P - 1). 

Si maintenant p n'est pas un nombre premier impair. on peut encore 

considérer ce polynôme p~ (x) pour ç racine p-ième de j'unité, mais le coer­
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ficient de xl' dans p~ (x) vaut (-1 }"(1lo + n ,~ + ... + np_,q>-'). 

Par rullcurs, c'cst seulement SI ç esl racine primit;'·. p-ième de l'unilé que 
les ç' pour 1 SiS P soni les p raCines disunctes de xl' - l, ct donc que 
p~ (x) = (.tP - J)z, 

Si d est un diV1scur de p et si ç est racine primitive (pldl-ième de l'unité. 
les ç' pour 1 SiS pld sont les racines distincles de (;Cpld - 1), donc 

d 

p~ (x) = (xP'd - l)u tle coefficient de xP dans p~ (x) vaut (-1)' Cu . 

La somme des~' lorsque ~ décrit toutes les racines p-ièmes de l'unit~ est 
encore nulle, mais il fnut prend", cn compte, celte fois-ci, que pour chaque 
diviseur d de p. li exisle 'fJ{p/d) racines primitives (pId}-ièmes de l ' unité pour 

d 
lesquelles (-I)P("o + ",ç + + "p-,çr- '). = (_ I)d COd 

qu'en addi tionnant I- Il"pno= :E1_ l}d'fJ(f-) C~d ' soit 
Jl p d 

de sorte 

P (jd+P d 
"0 =b CZp + ~ -T 'fJ (~) Cu 

d .. 

prépondérant. 

1 cP le terme - 'p ~tant bien snr p 

Pour revenir au probl~me ,mual, en appelant toujours ", le nombre de 

sous-ensembles A = (i" i" ... i"l C ( l , 2, ... , 2p ) tels que 

S(A) = it + i, + ... + ip . j (mnd.p), 1. principale piste à laquelle il convient 
de se raccrocher e,t que les"i sOnt vraisemblablement du même ordre de 

grondeur .!.. C~P' t rien ne justifierait que l' un d'eux soit nettement plus 
grand P 

ou plus petit que les autres. L'id~, pour que le problème soit simple, 
serait qU'lis soient égaux. c'est-à-dire que l'on puisse associer ijectivement 
les nJ sous ensembles de somme congrue à j aux nJ: sous-ensembles de 
somme congrue à k. n raUl alors utiliser pleinement l' hypothèse, non seule­
mentie rrut que (I,2. ... 2p) = (l, 2, .... p) u (p + 1. P + 2, ... 2p) mais 
aussi les propriétés des nombres premiers p et des corps 7JpZ, car si p n'. t 
pas pre(IUcr. les "1 De sont plus du tout égaux, bIen qu'ils restent du même 
ordre de grandeur. 
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