
Echanges 
A ta découvert' d ',,,,e curieuse familk tU polyèdres, trés ""­
menfa;rt.s, pouvall/ a!~ssi bien se~'" de malériel d1ùritiat;oll à 
la géométrie dans l'espace qu'à /'r4lilisarÎoll de méthodes 
marh/maliques noll scolairu. 

Les Tecfoèdres 
Roger 155 
Embrun 

1. Manipulations préliminaires 
Posez sur one IlIble un tétraMre en terre glaise ou en p51e 'l1\odeler. Avec 

un COUleau, décoUpe7. L1ne "pointe" de ce solide, en pratiquant une. coupe 
plane, pas forcément venicale, allant jusqu'au ras de la table (fig 1) Enlevez 
r-- - -----"7"-----, le peLit léu-aèdre runsi découpé , Il vous 

s 

reSle un polyèdre donl la base eS! un 
quadrilatère . San. changer la face en 
contact avec la table, continuez à tron­
quer ce polyèdre de la même manière, 
c'esl·iI-dire, de façon plus précise, il 
- chOlsir un sommet S de la face située 

dans le plan de 13 13ble: 
• choisir, sur chacune d~ Lrois arêtéS 

issues de S. un point distinct de leu t 

extrémité,: 
'--____ -'fi:....::g_"_"_I _ _ ___ -' - A.B, C tllln t les pOints ain, i choisis, 

enlever au solide le tétraèdre SABe. 
En répétant celle opération. que nous appellerons Ironcature triangulaire. 

on obtienl des polyèdres convexes ayam la particularilé suivanlc; chaque face 
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visible a un côté commun aveC la face en contact avec la table. On peut aussi 
se Conlenter de repr6senter ces polyèdres par des vues en projection horizon­
tale. car il est facile de voir, sur un tel dessin, l'effet d'une Lro"cature trian · 
gulaire (fig 2 et 3). Q"e cc soi t en d6coupant de la terre glaise ou en dessi­
nant. on conState que, quelle que soit la manière de faire la première 
troncature, les solides à base quadrans"laire que l'on obtient se ressemblent 
tous par la disposition de leun; faces et le nombres de côt6s de celles-ci. 11 en 
eSt de même des soUdes à base pentagonille obtenus a.près dewt U"Oncalures 
(fig 2). Par contre l avec trois troncatures, on peUl obtenir trois types diffé· 
rents de solides à base bexagonale (fig 3). Et on pem continuer les tronca· 
tures ... Nous allon , étudier de pl", près les polyèdres ",nsl obtenus .. 

2. Définitions 
Fixons ct ·.bord quelques pointS de vocabulaire. La face. en contact avec 

la table. sem appelée base. Pour bien la différencier des aUlreS faces. nous 
utiliserons les mots lacts, arêt~s, sommets pour désigner, respectivement, 
les faces. arêtes, sommets qui ne sonl pas dans le pliln Je la base. Pour ceux 
de ces ~lémenlS qui sont dan. ce plan. nous parlerons de base. de côrés de la 
bast! el de sommel:r de La base. 

34 
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Défini/ion: 
0 " appelle le<loèdre tout polyèdre convexe (1) dom 

J. un~ face. appelé~ hast. a un côté en commwl avec chocultc des autres 
faces du po/yèdrt; 

2. choque sommet est commun à 'rois facts st!u 'tntl'.fll. 

Le nombre Il de côtés de la base est l'ordre du tcctaèdre . On dire aussi 
que le polyèdre est un tcctaèdre pour - ou relalivem.nt ~ - la tace qui joue le 
rôle de base . Les solides que nous avons obcnu, précédemmc11l satisfont évi­
demment à la première condition. M3..ls comme nous 3\10n c:hOl,i de couper 
ces polyèdres successifs pru: des plans ne pas .. nt pas par le, •• ,,';mités des 
arêtes, ils vérifienl ilUSM la deuxième condition. 

RttTlIlrque : 

En rail, on peut donner une défln iti"n plus générale en supprimant la 
deuxième condition. Par exemple, 10ute pyramide .. tisrait 11 celte défmiuon 
génémle, mais seule la pyrantlde à hase tnangulaire vérifie la deuxième 
condnion. Celle-ci a pour seul but de SImplifier notre étude en écanant des 
cas panicu l ier~ que l'on peuL considérer comme "hmite~" des autres. certains 
sommets étant venus se confondre (la limite xtrême étant ohtcnue lorsque 
tous les sommets sont confondus · c'est le cas de la Pl'ronud.). 

Toute arête étant commune à deux faces. ct deux seulement, on peul dis~ 
tinguer deu. types d'arêtes (en dehors des côtés de la .<el: 

les arêtes lalérales, Issues des sommets de la bl1sc:: el communes à deux 
faces passant pru: deux côté-, adjacents de 1. base ; il y en a autanl que de 
sommets de la base; 
les arêtes sommitales. joignant dcu:t sorruncls et communes il eux fo.ccs 
passant par des côt~s non adjacents de la hase. 

On peut de même distinguer trois types de somJnI,;IS. SUI\'nnt la nature des 
arêtes qui en sont issues: 
- type J : c'est le sommet d 'une face triangulaire: deux dc~ arêtes sont luté· 

mies et la troiSt~me sommItale. Exemple: les sommets P ct Q du polyèdre de 
la figure 2; 
- rype 2 : une arete est latémle et les deux autres sommital ••. E.cmple, le 
sommet R du tectaèdre 11 base pentagonale de la figure 2; 
- type 3: les trois arêtes son' somml,.les. Exemple le sommet S du premier 

(I)Ta:1Mdre : du latin lectum (toit). COffv~xe , le mot peut ètn: pn:~.au sens élêmcn· 
laire; un polyèdre est com'exe s'il est entièremeOl SI rué d' un même côté du plan de 
chacune de: Ses rnce.\. 
&/Nltln APMEP 4 rr 4lJ2 • Fr.trler 1996 
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solide de 1. figure 3. 

R~marquts : 
1. Les trois arStes peuvent aussi être latérales toutes les trois. Le sommet est 
alors unique mais cel. ne se produit que dans le cas du tétraèdre. 
2. Deux faces triangl11aires ne sont jamais adjacentes, sauf pour le tétraèdre. 

3 - Dénombrement des sommets et des arêtes 
Considérons un tectoèdre d 'ordre n (n>3) et appelons s" s,. S3.le nombre 

de scs sommets respectivement de type J, 2 et 3. Le nombre des arêtes I.té· 
rales est égal à n, mais il est aussi égal à 101 +'1 ' et, par suite 

(1) '1=n-101. 

D'autre pan, la somme des nombres des arêtes sommitales pour chaque 
type de sommet, est SI + 2s, + 3s, = 2n + 3 (sJ - SI)' 

Mais, dans ce décomple, chaque arête sommitale est comptée deux fois. 
Le nombre des arêles souurutales est donc n + (S,-SI) 

Finalement, pour notre polyMre. en tenant comple de la base, le nombre 
lotal des sommets est S = 2n + s, - s) 

3 
celui des arêles A = 2n + -r (s) - "1 ) . 

ct colui des faces F= n + 1. 
Or ces trois nombres sont lié, par la relation d'Euler pour les polyèdres ; 

F+ S - A =2. 
Celle·c, nollS donne, après réduction : 
(2) 5,=2+.). 

Des relations (1) el (2), nou, tirons les deux inég.ll tés suivantes: 
s, $ nI2 et s, <: 2. 

Comme SI cs l QuS i le nombre des faces triangulaires. on en d6duil le 

Théoreme 1 : 
Le nombre des faces triangulaires d'UJl tectoèdre d'ordre n est au 

moins égaI à 2 el au plus égal à nl2. 

Il est facile d'obteni r des lecloèdrcs correspondant à ces deux cas 
extrêmes. Reprenons le, m.nipulauons du § 1 et remarquons que chaque 
Ironcnture ajoute une race triangulaire au toctaèdre de départ et remplace un 
sommet de la base par deux autres. Si chaque nouvelle trOncalure est faite 
systémauquement sur l'un de ces deux sommels\ le nombre des faces trian­
gulaires ne varie pas et reste égal à 2. Les tecloèdres obtenus n'ont pas de 
"\lnmet de type 3 et leur ligne sommitale ne tomporte pas de bifurcation. 
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De mêmo, si il panir d'un t<Ctoèdrc d'ordre n, on tronque systématique· 
ment tous les sommets de la base, on obuenl un tecloèdre d'ordre 2n qui 3 n 
faces triangulaires. 

En tenant compte des relauons (1) et (2) ci-dessus, on voit. de plus. que 
le nombre des sommets et celui des arêtes sont indépendants de ln fonne du 
toctoèdre et ne dépendent que de son ordre : 

Théoreme 2: 
Dans tout tectoMre d'ordre n, U y 8 (n - 2) sommets et (n - 3) 

arêtes sommitales. 

Extreices d'application 
1. TourlecroUre d'ordre 4 est recwèdre pour/rois d. sesfaces 

Dans un lectoèdre d'ordre 4, deux faces seulement sont Iriangulaires 
(théorème 1). Les autres faces onl donc plus de 3 côtés, mais 4 au plus puis­
qu ' il D'y a que quatre faces avec lesquelles elles peuvent avoir un côté corn· 
mun. Ce SOnt dooc des quadrilau;res et le polyèdre estlectoèdre pour chacu· 
ne d'elles. 
2. Tout pentaèdre esr un Itctoèdre d'ordre 4. 

Ne pouvant avoir 5 faces triangulaires (le nombre de ses arêtes serai l 
3x512 ... ), le pentaèdre admet au moms une face ayanl plus de 3 côtés. 
Comme précédemment, elle a 4 côtés nu plus: c'est don un qundnlatère et 
le pentaèdre est toctoèdre d'ordre 4 . 

4. Génération par récurrence des tectoèdres 
Dans le § l, nous avons oblenu des toctaèdres par des troncatures il partJr 

drun tétraèdre. Inversement. (out tectoèdre peut· jl s'obtenir. par des tronca­
tures successIves 11 partir d'un tétraèdre? La réponse esl oui, à une excepl ion 
près ... 

En effet, considérons un toctoèdre T d ' ordre n et soil [AB 1 1. côté de la 

base qui dé(irut l'uDe de ses faces triangulaires. Soit A ct Bles me'ures en 
radIans des angles en A ct B du polygone de base (fig 4) Supposons 

A 

A + B > TC • Les prolongements des 
côtés adjacenlS au cOlé [AB 1 se coupent 
alors en un pOlOt S tel que le triangle 
SAD SOil. en entier. extérieur DU polygo­
ne de base. Si C cSt le troisième sommel 

....... .. :::-::.- s de la race triangulaire conSidérée , le 
11-_-""-" figure 4 tétraèdre SARe esl extérieur au polyèdre 
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T. Réuru,sons ce .étraèdre el le lcclaèdre T: nous oblenons encore un lCC­

taèdre, mm, d'ordre (n - 1), qui conUCol T . L'opération que nous venons de 
faire eSI exoc.cmenl l'opéralion inve,,", de la troncalure triangulaire. Elle est 
donc pos'Ible chaque fo.s qu'il exiSle une face triangulrure pour laquelle la 

candi lion A + 8 > '" ci-dessus est v~nfiée. Or, dans un polygone convexe 
de plus de 4 côlés, la somme de qualre angles quelconques de ce polygone 
eSI .oujoul> supérieure 11 2 (1). Si donc la candi lion n'es. pas vérifiée pour 
l' une des faces, clic l'esl nécessairemenl pour une aUlre, pUISqu'il y en au 
moins deux. 

Par contre, pour un penlaèdre (n = 4), JI n'y n que deux faces triangu-
~ 

laires,l on peUl avoir A + 8 = '" pour chacune de ces deux faces . La 
condition n'c>! pas salisfaile. La base du lectaèdre eSl, dans ce cas, un trapè­
zc (pouvan~ bien ,Or, être un parallèlogramme ou un rectangle .. ,) elles faces 
triangulaires sont relatives aux ô.és "obliques" du IIapèze . Les deux aulreS 
f.ces se coupenl swvanl une arêle sommitale parallèle au plan de base, Ce 
leclaèdre pamcuher ne peut donc pa.s être oblenu par trOncalure 11 partir d ' un 
tétraèdre. " en est de même de ses descendanls par troncatures: ils sont 
c.racI~rist, par l'exislence d'une arête sommilale parallèle au plan de base. 
Une lelle arèlc est 1',"le,,",c~oD de deux faces délerminées respecùvemenl 
par doux CÔlés paru1I~les de la base. On peut d'ailleun; montrer qu'une teUe 
urele eSl uruque sur le loclaèdre. En ré urné: 

Tout tectoèd" qUI" 'a pas d 'arête ,ommitaJ. parollèk ail plon d. base, 
eSI "deJctfldam" d'ull tétraèdre [Xlr des troncatures Iriangulairts succes­
s;ves. Sinon if descend d'un pentaèdre ayant ulle te/l~ arêle. 

5. Dessin d'un tectoèdre 
Eumt dowlé un po(~gont! convex.e, comment dessiner I.LJ projection orthor 

gonaJe sur SOli plan d'un recloèdre ['admettant pour bast? 

Cela est possible d'une infinilé de façons. On desslDe d'abord un 

(1) Pour ft > 4, s'il e.lÏstait quatre angles dont la somme SOIl mf~neure ou ~gaJe à 2. 
la mesure de chacun des (n - 4) aUlfe5 angles ~I.nm Slnctcmenl inférieure à la somme 
sueS angles du polygone serilll strictement in(éncurc à 2 + (n - 4) . SOil s«n - 2). 
Or, lil somme des angJ~ d'un polygone con velte de n côtés est égale il (n - 2). 

e'e 1 donc Impossible. Pour ft :;;;; 4. par contre, on a s ~ 2. Si donc il .. B = 1r • deUx. 
~ 

côtés opposés du quadriJ"~re de ba.~ sont paralJ~les et on a aussI A' + B' ~ Ir pour 
les dcUJI aUlres angles du quadriJal~rc. Dans ce cas, le point S n'ex. sie pour aucune 
des deux faces ."angula.res. 
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A 
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técraèdre dont le tectoèdre descend par 
troncatures. Pour cehl. On prolonge trois 
côtés de la base choisis de façon à obterur 
un triangle ABC contenant le polygone 
(fig 5). On choisit ensuite arbitrairement 
le SOmmet 5 de ce tétraèdre (2) . SI le tri­
angle ABC a un sommet commun avcc le 
polygone - par exemple A - [SA 1 eSI une 

.. . :::\ arêle latérale du tectaèdre (la "pointe" A 
R B n'est pas tronquée ... ). Si un des sommets 

figure 5 du triangle I.BC n'est pas un sommet du 
'-----------~ polygone · par exemple B . on choisit, sur 
l'arête [SB 1 un sommet 51. intérieur au segment [SB J. On a ainsi la première 

arête somnutale [SStl. Pour déterminer les deux autres arêtes issue de S, . il 
faut choisir celui des côtés de la base qui détermine la troisième face passant 
par S, De simples considérations sur ln convexité permeuent de déterminer 

celle des deux lignes polygonales (séparées sur le polygone par les Côlés déjà 
uullsés de la base) sur laquelle ce troisième côté doit être chois i. Sur la figure 
5, par exemple, le cOté [PQ 1 a été choi i sur le COntour M PQR. On continue 
en choislssant successivement.. sur une arête déjà dessinée. un sommet, puis 
le côté de la base qui détermine la troisième race passant par ce sommet. On 
applique chaque fois un résultat simple de géométnc dans l'espace: 

Si une arête est / 'inursection de deux faces définies respecti\'emem par 
deux clJrés de la base, ceru arêle, u;nsi que sa projecl;on jur le plan de base, 
passent fXlr ie pOint commun aux prolongements de Ct'$ de.ux c6th (014 lerlr 

est parallèle s'ils flf! se COlipent pas). 

6, Développement d'un tectoèdre 

c 
.' 

Imaginons un tectaèdre réalisé en CaJlon. 
Coupons~le SUivant toute.~ ses arêles (aulres 
que les côtés de ln base) et raballOns chaque 
face sur le plan de base, en la frusant pivoter 
autour du côté correspondant de 1. base. On 
obtient ainsi un déveluppement du tectaèdre. 

B Le desslD exact d'un tel développement 
'========:.----' peut se faire 11 parur du eul dessin de la pro-
(~) 11 peUl être pris n'imponc: OIJ dans le plan. S'il est c:xcérieuf au polygone: de base. 
cela entraîne simplement pour le tectoèdrc, /'ex.is(enœ de races mchnœs \'I!rs l'exté· 

rieur de ta base. 
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Jection onhogonale du lecloèdre sur son plan de base. Commençons par une 
face trlungulaire ABC (fig 6) ct soienl ABD et ABE respectivement la projec­
tion et le rabancmènt de ceUe face. Les bauleurs [HD) et [HE) sont alignées. 
Le trlangle ABE est donc déterminé si on connru"! la longueur de la hauteur 
[HE). Evidemment. la seule donnée de la projection horizontale du tectaèdre 
ne définit ce dernier qu'à une affinité pres, cOmme une cane topographique 
où les aJutudes ne serwent pas données. On peut donc se donner arbitraire­
ment la longueur de HE, pourvu, évidemment, qu'elle soit supérieure à ceU. 
de sa projecuon [HO). (pour éviter que le tectcèdre obtenu ne soit trop apla­
li, il faul la prendre au moins double de HD). Ce choix étant fait, le rabatte­
ment des autres faces se Cait sans difficulté, de proche en proche. 

En effet, il suffit de remarquer que : 
1) apres rabattement, les "Iulu/.urs" d 'une Cace, c'e't-à-dire les perpendicu­

laires abaissées des ,ommets sur le cÔté de la base, sont alignées avec le. 
hauleur.; correspondantes de sa projecuon. 

2) les alIgnements de l'espace sont conservés dans le rabanemenl: si une 
arête sonunitale passe par le point commun aux prolongements de deux 
côtés de la base, .on rabauement passe aussi par ce point, 

3) chaque arête se retrouve en vt1lÎe grandeur dans le rabattement: ses rabat­
tements, dans les deux Caces qui la conti.DOen~ sont donc des segments 
de même longueur. 

• Dessiner un tel déve­
loppement (fig 7) consti­
(ue un exercice instructif 
d géométrie dans l'espa­
cc. Pour construire effecti ­
vement le tectoMre à par­
tit du développement, il 
C5t plus Inl éressant de 
redessiner les faces rabat­
lues les unes à la suite des 
autres, en superpo.anl les 
arê tes la tü.l.s bomo­
logues - sauf pour l ' une 
d'ellcs le long de laquelle 
,cm fai t le collage. - ct de 
ne pas utiliser le polygone 

figure 7 de base : pliage et collage 
L-______ ..:...-______ -l sont alors plus faciles . 
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7, Classification des tectoèdres 
Ce n'est pas la fonne e •• cte des tcctoèdres qui nous intéresse, mais la 

nature ct la répartition de leurs faces. Déjà, en découpaot notre tétraèdre de 
terre glaise, nous avions fait un tri pannJ les polyèdres obtenus. En disant 
qu'on ne troUVait qu'un seul modèle de tectoèdre de base à 4 ou à 5 côtés, et 
tlois modèles avec une base bex"gonale, nous avons utilisé une relation 
d'équivalence dans l'ensemble des polyèdres considérés. Pour préciser cette 
relation, nous allons convenir d'un code, Etan t donné un toctaèdre d'ordre n, 
orientons le polygone de base et choisissons un de ses sommets pour origine, 
Cela revient 11 ranger les côtés du polygone, el, par conséquent, les faces du 
tectoèdrc, dans un cenain ordre. A chacune des faces , associons le nombre 
des aretes sommitales qu 'elle conUent (c'est le nombre de ses côtés diminué 
de trois unités) et que nous appellerons indice de la face, On obtient ainsi une 
suite de n enUers dont la somme est 2n - 6 (il Y a (n - 3) aretes sommitales 
et cbacune est comptée deu. fois dans ceue ceUe formule). Mais l'origine et 
le sens chOISis sur la base étant arbitraires, ceUe suite n'cst définie qu'à des 
pennutalions circulaires pres el, en convenant de ne pas faire de différence 
entre un lectaèdre et son symétrique par rapport à un plan (image-miroir), à 
une inversion près.Elle doit donc erre considérée comme représentant un 

cycle non orienté. Par exemple, pour le tectaèdre 
d'ordre 5 de 1. figure 8, on trouve 1020 l, mais aussi 
20110,0201 l... 

Convenons de classer toutes les teritures d' un 
tel cycle par ordre le.icographique et de ne conser­
ver que la plus "grande". Nous l'appellerons fomru­
It du ItCIOUrt . Ainsi ln fonnule du pentaèdre CI-

figure8 cont re èst 20110. La re lation d'équiva lence 
L _ _ ____ --l cherchée est alors évidente: 

Deu. tectaèdres sont équivalents 'ils ont la même formule . 
Comment se traduit une troncature triangulaire sur cette formule? 

Chaque lrOnCalure crée une nouvelle f3ce triangulaire ct augmente d'une 
unité le nombre des .retes sOlllffiltales des faces qui lui sont adjacentes (elle 
transforme l'arête latérale qui leur était commune en sommitale), Cela nous 
donne la règle SUIvante: 

Pour chaque troncature. on inurcale un 0 ~nl,e deux termes 
consicutifs de la formule et on augmente d 'une lIn itl. les deux 
nombres ainsi séparis (ilant entendu qu'il/au' le faire aussi pour les 
lumes e"trêmes, car ils Jont consécutifs wu k c)cle). 
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On peut donc obtenir facilemenl les fonnules de 10US les descendants pa, 
t,oncatures d'un tectoMm donné e~ la règle étant ~V1demmenl , valable <n 

sens inverse, celles de ses descendants .. Ainsi la formule 1010 du pentaèdre 
donne 201 IO dans le sen. descendant el 000 dans le ens ascendant. On peut 
ainsi "remonter" toute formule jusqu' à colle du tétraèdre 

La recherehe des d.fférentes classes de .oc.aèdres se ramène donc à une 
recherche puremeot numérique et on peut oublier complètement le contexte 
géométrique. La règle do récurrence ci-dessus permet de trouver les cycles 
associés à tous les toctoèdre, d'un ordre 11 donné, il partir de, formules des 
lectaèdres d'ordre (n - 1). Ainsi, à partir de la formule 201 10 du toctaèdre 
d'ordre 5 on obtient les 5 descendants suivants: 

030 Il 1 301 110 210 210 202020 20 1201. 
Seulement. en ordonnant ces suites, comme convenu, On s'aperçoit qu'il n'y 
en a que trois distinctes: 301 110 210 210 202020. 

n y a donc trois classes de tectaèdres d'ordre 6 et trois seulemeot(fig 9). 
Nous les avions déjà trouvées au début de notre étude, 

figure 9 

Mais, comme le montre l' exemple précédent, la récurrence donne les 
cycles non ordonnés et avec répétitions. la même SU lle pouvant être obtenue 
pl usieurs fois, à une permutauon circulaire ou une inversion pr~s. Il faut 
donc opérer un Iri, parmi les cycles obteous. Cela peut se faire à la main 
Jusqu'à l 'ordre 7, pour lequel on IrOuve les quatre formules su ivantes: 

401 1 110, 3 102 110, 3020210, 2201210. 
Au delà, les calculs et le tri deviennent fastidieux et il vaut mieux les 

faire avec un ordinateur qui, aveC un programme pas trop difficile à écrire, 
fer. ce tri avec rapidité ct sûreté. On troUVe ainsi 12,27,82,228 et 733, for­
mules respectivement pour les ordres 8, 9, 10, II et 12. Néanmoins, lorsque 
l'ordre 0 augmente, l'ordinateur, fi nj( par s'essoumer. A défaut de détermi­
ner explicitement toutes les formules d'un ordre, donné. nous devrons nou 
contenter de calcuJer leur nombre. 
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8.Dualjté 
Etrun donné un poly~re, si, il hacune de ses faces , on fait correspondre 

un point et si on joint par un segment deux de ces points lorsqu'ils corre-s~ 
pondent à des faces ayant une arête commune. on obtient une figure dite 
duale ou trGllSformée par dualité du polyèdre. Ceue figure est encore un 
polyèdre si on chois it chaque poin t dans la face correspondante. Par 
ex.emple, pour un polyèdre !tgulier, il est classique de prendre ce point au 
centTe de la face. Ainsi , 1. dual du cube est un octaèdre régulier. 

Nous allons uulis.r cette duali lé d' une manière un peu différente, en opé­
rant sur la projection du tectoMre sur son plan do base. Marquons. dans 

r---:;====::;:--, chaque race, sauf la base, un point et joignons 
par un .segment deux de ces points lorsqu tils 
appartiennent à deux faces ayant une arête com­
mune. On constate (fig 10) que l'on dessine 
ainsi un polygone (que l' on peut toujours sup­
poser conve;te, quitte à déplacer quelques uns 
de ses sommets). dans lequel sont tracées des 
diagonales. 

figure JO Les côtés de cc polygone correspondent aux 
'-_ _ _ _ _ ____ .J arêles latérales du toctoèdre et les diagonales 11 

ses arêtes sommitales. Ces diagonales partageflt le polygone en triangles 
dont les sommets sonl ceux du polygone. autrement dit. elles réa lisent ce 
qu'on appelle une triangulation de ce dernier. 

Remarquons, de plus. que l' indice dont nous avons affecté chaque face 
du lectoèdre est égal au nombre des diagonales issues du sommet correspon­
dant à celle face . Appelons-le indùze du sommet. En raison.nant comme on 
l'a rait pour les toctaèdres, on peul donc, à panir de 1. suite des indices , d~fi­
nif une formule du polygone triangulé. Cette formule est. évidomment, la 
même que elle du tectoèdre assocjé. En considérant COmme éqwvalentes 
deux trianguJaûons qui ont la même fonnule, la relation "avoir la même for­
mule" définit tine bijection entre l'ensemble des tecl(>èdres et celui des man­
gul.tions. Chaque propriété des tectoèdres a donc son homologue pour les 
polygones mangulés. 

Par exemple. plaçons-nous n géométrie euclidienne. La somme des 
angles d' un polygone convexe de n côtés est (Il - 2)" (cette somme se calcu­
le d 'ailleurs 11 partir d' une partition du polygone en trillllgies ayant tous un 
sommet commun). Un polygone triangulé conuent donc (n - 2) triangles 
déterminés par (n - 3) diagonales . Or chacun des n Ôtés du polygone est 

côté d'un triangle de la partition: il y a donc, dans celle-ci, au moins deux 
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tri:tngles qui ont deux ôtés communs avec le polygone. A ces deUJl triangle< 
correspondent deux sommets du tecto~dre d'où partent deux arêtes latérales, 
donc deUJl faces triangulaires. On retrouve ainsi le Ûléorème affirmant l'exis­
tenCe d'au moins deux faces triangul3ires dans un tect~drc ... 

,11\-1'\", 
U .. · 

1 1+1 

On retrouve également la troncature. Elle se tra­
duit par l'adjonction au polygone tri:tngulé, d'un tri­
angle supplémentaire, construit sur un de ses côtés, 
vers l'extérieur. Cela provoque bien, d:tns la fonnu­
le. l ' insertion d'un zéro il:'t l'augmentation d'une 
unité des deult nombres qui l'encadrent dans la for­
mule (fig 1 J) L'opération inverse est évidemment 
aussi possible. 

o est facile de construire 1. triangulation corres­
pondant à une fonnule donnée; c'est presque un jeu. ,. Dessiner le polygone à 
trianguler et marquer chaque sommet de SOn indice lu dans 1. fonnule (1e 
choix du premier sommet étant arbitraire). Pour chaque sommet d'indice 0, 
tracer 1. diagonale qui joint les deUJl sommets adjacents et enlever une unité 
à l' indice de ces derniers. Recommencer ensuite l'opéra"on sur la panic non 
encore triangulée du polygone, et lUOSi de suite ... Faites l'essru avec l'octo­
gone 3 1 022 020 et le décagone 4 103 103 II O. 

9. Dénombrement des tectoèdres 
On sait, depuis 1960, calculer le nombre des triangulations possibles pour 

Un polygone de n côtés ,Nous pouvons donc aussi calculer le nombre T. de 

tect~dres d'ordre n donné, Voici la ronnule qui donne ce nombre : 

(2n - 2)' 
T. E (2n-5)! + 3(n-3)! + (n-3)1 + 3 ' 

n! (n-3)1 ~î)(n;)! ~";I ){";3)1 ~~)!(n;3} 
Dans cetle fannule. on convient de consjd~rc:r cOmme nul toul terme 

contenant une factorielle portant sur un nombre non enucr, pour éviter 
d'avoir à donner qUAlre formules différenteS sUIvant que n est de la fonne 
6/c, 6k ± ) 6k ± 2 ou 6k + 3 Voici les prelDJèrcs valeur< de T pour n > 5 : .' n 6 7 8 9 10 \1 12 13 14 15 

T. 3 4 12 27 82 228 733 2282 7528 24834 

Le nombre Tn augmente évidemment ~s vite avec n : pour n = 20, il 

dépasse déjà 10 millions ... 

BuNtltlrJ APMEP·", 402 · Fivnsr '996 

44 

Bulletin de l'APMEP n°402 -  Fev/Mars 1996


	Echanges
	Les tectoèdres


