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Une approche des contenus 
d'enseignement par des 

problématiques pour le 2d cycle 

A u début des années 80, un groupe de l'A.P.M.E.P. avai t propo­
sé "Dix problématiques pour Illl renouvellement de l'ellSeignement 
des Mathématiques ail Collège" (supplément n ' l au Bullelin 

n"345, Octobre 1985). Les programmes actuels du collège se sont lar­
gement inspirés de ce texte en suggérant une nouvelle approche des 
concepts, en introduisant davantage de cohérence entre les contenu. 
et les méthodes, en clarifiant les objectifs et en donnant plus de sens 
aux notions étudiées. Les pratiques pédagogiques ont évolué, les 
échecs ont diminué, enfin rimage des mathématiques a é té revalori­
sée. 

Le travail méritai t d 'être poursuivi pour le lycée. Malgré la COOl ' 

p lexité e t les difficultés, ceux qui s'en sont chargés ont réussi à 
'dentiiier les grandes classes de problèmes fondamentaux, tout 

en mettant en évidence la cohérence de la formation tou t au long de 
la scolarité puisque les dix problématiques sont les mêmes au collè­
ge et au lycée. Le texte est désormais soumis à votre jugement. Les 
auteurs attendent vos remarques, en tiques et suggestions. Le travail 
à enir va consister à illustrer les textes généraux présents par des 
situations explOItables à différents niveaux du lycée. 

Q U' il me soit permis ici de les remercier pour le temps, les 
efforts et le talent qu'ils ont accepté de consacrer à cette lour­
de tâche. Souhaitons maintenant que ce document contribue 

à son tour, efficacement, à l'évolution de l'enseignement de, mathé­
matiques, à une meilleure lormation de nos lycéens et à rendre enco­
re plus afuayante cette di5cipline qui ne laisse jamais personne indif­
lérent. 

Jean-Paul BARDOULAT 
APMEP . GlOUPfI ProôIéftt8flqlies 

2 



UNE APPROCHE DES CONTENUS D'ENSEIGNEMENT PAR DES 
PROBLiMATIQUES POUR LE SECOND CYCLE 

GÉNÉRALITES 

J- EllIt des lieux 

11 nous Caut avouer que l'Image publique des mathémauques que nOUS 
renvoient en écho, à l'heure actuelle, les mass-médlas n'est il la mesure 01 de 
ln qualité des recherches fondamentales, ni de celle des recherches en didac­
lique en France, quulités pourtant r""onnues il l'étranger. Celle représentation 
négative 1 tient beaucoup à l'importance, plus fnntasmru.ique que réelle, pnse 
par les mathématiques en matière de sélection ct de rô le moteur omnIprésent 
dans les recherches scienti fiques. Des reproches, relayés par les politiques, 
dénoncent gaiement l'excessive extériorité des mathématiques par rappon il 
la vie quotidienne et profeSlolOnnelie . 

D'un autre côté, chacun. qu 'il SOÎ l maitll: ou él~ve. s'accorde à reconnaÎlre 
que l'enseignement et l'apprentissage de, mathématiques, sans les péjorer, 
sont encore. à l'heure ac(uelle. sources de rés istances , voire d'obsracles, peul­
être l'ongm" eux-même> des critiques les plus sévères ponées à la discipli­
ne. réSIstances et obstacles qu'il est de plus en plus d,fficile de maîtriser et de 
dépasser. L'ouvenure des pones de 1. sixième tous les lèves qUI sortent de 
l'enseIgnemen t du premier degré, le passage quasi·au toma~que des lèves de 
l'enseignement secondarre en cI ... e supérieure (à l'excepuon d'une bifurca­
tion par déciSIon ou par choIX négatifs à la sorue de la classe de troisième), 
conduisent. sans émettre de jugement à ce sujcl t à des cohone.'i. d 'élèves don t 
les aspiI.1llions. les capaCités el les compétences sont d ivcrl'es et hétérogènes. 
CeUe hé térogéné ité se dé veloppe en ,plrale au fil du cu"us des élèves . 
Quand e ll e parvient il s'exprimer, elle se tradu it par des que,,~ons sur la 
signification des mathématiques, leur rôle dans l'en.lic:mble curriculairc t c'c~t­

II-dire par rapport aux .Ulres disciplines, et Il leurs fonctions dans une société 
et relauvement à une culture de la fin du 20ème siècle. La "olonté, blcn légI­
time. le donner leur chance à 10U3 dans leur cursus scolaire, cn particulier au 
baccalauréa~ limite les ru veG.ux d'exigence en faveur d 'examens sté réoly~s 

où l'algonthmisauon des savoirs es i plus un gage de succès que ne l'est la 
compréhenblon ... ive. profonde, ritlque et lransvusc des connaissances 
enseignées. 

1 Une en uête de 1994. el rccluée par la Dm:cuon de rEvaluauon ct d la ProspeCU\iC 
montre cependant que les mathémauques rcp~sentent Il matière en clgnée à laquelle 
les personnes interrogées font le plus confiance. 
APMEP • G"""", P __ ,_ 
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Bien qu'i l soit hors de propos de penser pouvoir agir sur les choix poli­
tiques à ln source de certAIns des probl~mes ~n nc~, il ne parai't pas ill~giti ­

me de se pose r la question sur la faço n dont les programmes de mathéma­
uques sOnt con~lrUJIS. commentés, tradUIlS et o~rallonalis6. Mais ceci est 
évidemment transposable dans d'autres disciplines. Une approche tradition­
ne11e, essentiellement centrée sur les contenus, peut sausfru.(e l'cnseignanl 
mathématicien qui est alors capable d'identifier les objets mathématiques en 
référence à sa formation universitaire, à sa culture et son expérience des 
transpositions qui en sont faiLeS dans les manuels, en un mot en ré férence à la 
personnali sation de ses savoirs. La linéarisation de leur écriture traduit et 
l'idéologie et l'utopie d'une discipli ne autonome et unitaire , ainsi que le 
mythe d'une théorie de l'apprentissage comme processus cumulatif. La cohé­
rence des programmes puise sa légitimité dans l'organisation rJ.Lionnelie des 
contenu , plus n tant qu'objet qu'en tan t qu'outil, organisation conduite selon 
des cri tère épistémologiques du mathématicien cl nOn de ses "apprentis". Cc 
ne sont pas. alors, les commentaires visant à expliciter celte légitimité, qui 
sumrontll conf~rer Il ces programmes la signllicauon qUJ leur manque. Ce ne 
sont pas non plus les "mode. d'emploi", les conseils méthodologiques 3J1..ifi­
c iellement adjoints. comme ceux dont nous gratifien. les "donneurs de 
leçons", qUI Y parviendront. Cc ne sont pas les exhonatioos à comprendre les 
mathématiques, les adjurations à reconnaître leur foncùon première dans le 
développement de l'esprit scientifique, leur néCcssllt Incontournable à l'oc~ 
lroi d'une cenrune sçientificité aux auLTes disciplines. qui penneltront de don­
ner aux contenus enseignés la puissance qUJ les rend opératoires, Ce oe sont 
pas ces gesticulations qu i feront de l'activité mathémati que autre chose 
qu'une agitation verbale d'un discours dans e[ sur les mathématiques, Les dif­
ficultés, voire les échecs, dans le cndrc et la contrainte d'une pédagogie de 
masse, nécessitent donc une approche différente. 

11 faut toutefois reconnaître que les programmes actuels de mathéma­
tiques dans le premier cycle sont parvenus, pour l'essentiel, à prendre en 
compte les cn[iques c.-dessus et à diminuer très sensiblement les échecs de 
leur enseignement. A l'exception de cen8Jn5 nostalgiques d'une pn5sentation 
linéaire d'un programme et d'un entraînement il des connaissances algorith­
misées. chacun semble Li rer profil de l'approche nouvelle que ces pro­
grammes proposent. La plupan des enseignants du second cycle, en dépiL de 
la tendance n •• urelle à imputer aux classes pr~céden[es les maux ressentis à 
leur propre OIveau , admCCIent un progrès indéniable dans r.!ltÎtude el le com­
portement inteUéctuel des élèves qui renlrent en seconde. 

Quelles sont les origines de cc progre> '! 1\ semble, et ln réflexion déjà 
menée depuis 1982 au sein d'un groupe de travai l de l'A P,M E,P. sur les pro­

APMEP . Groups ProbMmalfQues 
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blématiques n'y est pcut-itre pas étrangère', il ..,mble donc qu'une nouvelle 
cohérence ait été Introduite dans l'énoncé des programmes' , cohérence qui 
prendrai t en compte 1 non seu lement les contenus e l les méthodes. mais 
aussi : 

• les objectifs spécifiques des mathématiques pour des élèves de li à 15 
ans. objeclifs induits par les attentes cl les besoins pluridisciplinaîres. 
professionnels, quotidiens, sc conciliant nvec les fi nalités clllturelles de 
J'écol<" (contribuer à la formation triple: l'homme, le citoyen, le tra­
vailleur); 

• le sens que ces besoins el ces attentes entretiennent entre eu~ relative­
ment aux noùons enseignées, aux démarches, aux conduites dévclor­
pées, sens que les élèves sont susceptibles de leur attribuer; 

• la fonction Eplstémologiqllc des notions ct de dém:lJ'Ches que celles-ci 
doivent assurer, en paruculier dans le développement de 'Tespri t scienti­
fique" et la fourn iture de modèles: 

• des activités à travers des situations qui fa"'oriscnt la m.ise en cohérence 
de l'ensemble dans des cootextes variés. 

2- La question du seDS 

L'énoncontion et l'étude des objectifs spécifiques il travers de nombreux 
exemples ont déjà fnit l'objet d'une tâche il laquelle lAP.M,E,P. a apporté sa 
cODtnbuuon (cf. notes 2 et 4). 

Le sens ~e nourrit il différences sources : 
• l'histoire ptrso1llltllt des ~Ièves ou de la classe, donc dans les relations 

que ceux-ci ont avec le savoir, rdntlons qui passent par leur vécu dans le 
quotidien ct par les sjluations présenlées en lasse ; 

• l'ellv;ronlltmenl scientifique, social et I4Irurel des élèves; 
• les relaJ;ullj intercnnceplue/Jes el p/uridiscip/i flaires. relations évidem-

ment plus objcctivables que les précédentes. 
Selon le paradigme d'une théorie constructiviste de l'apprentissage, dans 
laquelle nous nous pinçons, le sens n'est alimenté et activé qu'à la faveur de 
questiolls que se posent ou peuveDt se poser les élève à partir de problèmes 
reconnus authentiques par eux, ni évidents. nÎ trOp complexes. Il est optimisé 
en fonction de l'enjeu ,"troduit par ces questions, et par les réponses qUI ont 

l cf "MatlJitnaliqJLu au Co/ltg~. P OUf un r~nollvelton~nt" , &Jilion spéciale du sup. 
plémenl nO 1 au B,,/I~lin nationn! A_P JvLE.P. nO 3-15. Janvier 1985. 

J Nous fomluJons le 'o'CtU que les prochains prograrnme~ présentent les mêmes carac o 
l~res positifs, 

4 "Pour un r~nou~'ellemtn' de f'lfl.St;gntm~fll des mathématiques au coll~8e" . 

PublJcauon A P,M.E.P .. Janvier 1985. 
APMEP . Groupe ProbfMJa/JaU6S 
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pu être proposées il priori. n eSlle mOleur d'une aulhcnuque avancée didac­
uque, et, par conséquent, de la constructIon et de l'appropriation (en son sens 
étymologique) des sayoirs. L'Mtoue nous liyre d'atlleurs que ce n'est que 
dans ces conditions que la connaissance scientIfique a pu se développer, 

3- Une ripons. didactique: la problématisatioD des savoirs 

On perçOIt bIen la ronction épistémologique du renye"eme"t didactique 
qu'il f.Ul opén:r : s'il parvient à lui donner un .ens qui la problématise, ~p~­
tons-le, la connaIssance de l'élève ,'accroîtrn plus par les réponses aux ques­
tions qu'ü fera siennes (G. Brousseau parlerall Ici de 'déyolution du problè­
me") que par celles qui lui restent artificielles et élTangèr.,. Certes, il ne faul 
pas se bercer de l'illusion que ce renyersement serait didactiquement aisé, 
voire possible relat ivement à tous les concepts qu 'il est nécessaire de 
construtre en sept années de secondaire. MillS la recherche obsunée de situa­
tions didactiques e favorisant deyratt être payée d'un changement d'altitude 
transférable dans un champ assez large pour qu 'II y demeure efficace. 

A. C. Clairaut (1713-1765) nOUS propose dans "Elimell$ de géomilri," 
(1753) ce que E. Barbin appelle une "géom/lrit probllmalüù", c'est-à-dire, 
dit-elle. "un~ géomltrie Dl) les savoirs 0111 lm sens parce qu',1s som des ;ns­
Inml~IIf$ pour rismuire des problèmes". En ce sens, poursui'~c lle . "con/rai­
rtltrent à Euclitk qui dO/me au début de chacun ck us livres des Elin~,,'s 
unI! IOllgue IiSlt des définilions. Clairaut n'introduit/es concepts qu'au!ur et 
à mtsure, au mument où les concepts deviefJntml nécessaires à la résoll41ion 
d'"" pmbflm •. D. même f 'imptralif qui dicle f'ordre d'ifllroduClioll des pro­
positions est trordre diducti! che:. Euclide, alors que chez Cla;rom il se siwe 
dans la problématique choisie, c'est-à-dire fa mesure dCl Il'rrains ( ... ), Les 
concept.\' el les sm'oirs SOli' cOllstruits comme ripoll.'fes à des l/r,estiollf : ce 

som des i.IlS1rUmenrs pOUf rhoudre des probl~mts,( ... ), POU f Clairaut, le 
savoir impllqlœ le proce.s~tls par I~qllel ail ail,'" 

C'esL donc. dans un champ de conlrainlcs et de nécessités. que la 
construction d'une co.nrus",nc., comme solution d'un problème, peut appa­
raître justifiée et intégrable. Cllons quelques exemples : 

• la résolutIOn d'un'e inéquauon, voire d'un système d'inéquations. 
prend son .ens et sa fonction dans le cadre de la recherche de yaleurs condui­
sant à ('optimisation d'une rela.ion entre différentes variables numénques ~ 

• des Itmlles d'incertitude sur des valeurs d'une grandeur à partir de I:l 

5 c:r."S"r 141 ((Iltrtpllon du SI1H,jr:r gl(lmlrriqu~J dans ln EltmcnJ d~ r/'Jrnlrru(' E. BARBIN, 
EdJllOn bilingue rapport ERAS,\.IUS ICP-9} c:ourdonnfe par A GAGATSIS, Unl\'cTsllé de 
Thessalonique Anlcle: 'iiE par A GAGATSIS dans "HIJWrre de lu glùmlmr t'II (Jrfort! . 

L'i"flrAt"u dts glMtf,rtJ (mn,uu dt /8301) 1884" Re~~, nO 17, octobre 1994, 

APMEP - Grou". PmbltHnIibqUes 
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donnée de l'incertitude sur une auln: (ou plusieurs) qui la détennine (nt) per­
mettent de donner du sens Il la continuité; 

* l'observlllÎon de régulonlfs dans des situalions aléatoires (liercé, loto, 
... ) conduit à la notion de probabilité; 
* l'ideneification de caractères discriminant.s dans un ensemble d'objets 

(exemple: des figures ou des transformations géométriques) ou dans un 
ensemble d'individus prend sunout son sens dans la nécessité d'une org -
nisntion structurée, d'une création d'un suppOrt de mémoire (mental, 
écrit, infonnatique) et impliquant un problème de classilication ; 

* l'étude des coniques prend plus de sens li \Tavers un problème de rechercbe 
de trajectoires de point.s astreints à garder un rapport consUlnt de leurs 
distances à une droite et un point donnés ; 

* dernier exemple puisé chez Clairaut : celui-,,; n'introduit dans ses "Elimens 
de géométrie" le concept d'angle que, correspondant li un besoin, lorsque 
la mesure des côtés de triangles sur un terrain n'est pas possible. De 
même, pour trouver la position d'un point, il dira : "On p~ur k 'rouv~r tn 
talOnnant; mais le tâtolJnement nt satÎsfait pas !'espri" il veue une 
méthode q',; l'Ielaire. W l'oicL ". 

Ainsi, le renversement didactique évoqué plus haut affecte l'économie de 
l'élève. Gr.ce au sens qu'elles prenneDl par la nécessité, le coQt, ni trop élevé, 
ni dérisoire, des opérations cognitives engagées par l'élève dans la résolution 
de probl~me ou, ce. qUl est équjvalent pour construire une: connaissance, se 
rembourse sur la consistance de coUr-ci et sa durabili té, sur son efficac i t~ 

dans des situnLJon~ voisines ou sa lrnnsférabi li lé dans d'autres disciplines. 

4- Vers le dheloppement de l'esprit scientifique 
SI le saVOIr implique le procc.ssus par lequel on sail. comme le dit 

Clairaut, quelles composantes didactiques doivent constituer les siLUaùons· 
problèmes dont nous devrions Jalonner le temps d'enseignement? San> que 
ces composantes soient toujours nécessaires dans leur ensemble. voici cenes 
qui nous paraIssent consUlUer le plus souvent un processus d'apprentissage 
condllisont il une acquisit ion et compatible avec notre volonté de développer 
Ce qui est communément appe lé "démarche scienLilique" : 

• partir du questionnement d'une situation, mais en lnscnvanl son sens 
avec une perspective théorique, conjecturer une r~ponse (éventuellement 
faire un pari), la formlller sous forme d'hypothèse avec le. outils cogni­
ti fs à notre disposition au moment prése nt ; 

• modéliser, et donc suspendre provi oitement le seul sens personnel en 
faveur d'une formalisation admise par le groupe-classe; 
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• lnliter la situation (annelle. éventuellement changer de cadre de résolu­
Ilon, de regIstres d'expression et mettre en place de nOuveaux outils; 

*' interpréter les réponses el résultats obtenus, et. donc, restituer du sens ; 
éventuellement. réfuler une hypothèsc. revenir sur la modéli.s.ation et la 
formalisation choisies ; 

... paniciper à leur instiluLionnalisalioR t une objeclivauon qui esl une phase 
de mise en accord intersubjecllf, c'est-à-dire entre les sujeu. du groupe­
classe~ 

.. expliquer. généraliser. anliciper, prévoir dans des sltualÎons comparables 
el donc élargir le sens du qucsLionnemenl initial. 

S· Des propositions 
L'approche par les "problématiques" va donc consi'ter à identifier les 

grandes cla.«ts de situations- problèmes susceptibles de conduke à la g~nérn­

tion des contenus plus ou moins lt8ditionnels. 11 s'agil d'un ensemble ordonni 
ni par le temps, ni par des classes de contenus disjointes. organJsée..s selon 
une logique "bourbakiste" Q posteriori. Il s'agit, à travers le mot "probléma­
tique" de faire référence à deu. investig.tions principales qu 'il fnu t mener, 
e~pliciter el coordonner : 

• des classes de problèmes que les contenUS mathématiques acquis ou à 
constnlire permeltraienl de résoudre; 

,. de,,;; classes de situations qui peuvent nalurcUemenl poser queslion aux 
élèves, situauons d'origine mathém.lique ou non (extra-discIplinaire, 
sociille. quotidienne . .. . ). 

Nous en avons entrepris l'identification. Cclle~c:i nécessile d'être conduite 
dans le cadre d'objecufs généraux de l'enseignement et d'objectif, spéci­
fiques des mathématiques, à la faveur de conditions remplies par la situation. 
Ces dernières doivent lui donner suffisamment de ~tns pour que l'engage. 
ment de l'élève soit réel et déterminant d.ns sa participation à une nouvelle 
acquisiLion, voire un nouvel équilibre cognitif ou un progrès cognitif consis~ 
tnnt. 

Au cours d'une même ~quence en clnsse, une ou plusieurs prohléma­
tiques peuvent êlre en j eu. Cependilnl , leur inventaire souligne que toute for­
mation. générale ou technique, de notre temps, doit les prendre en compte 
d.ans les cursus sc:olaires. A chacune d'entre elles. nous devons faire corres­
pondre de, objectifs, d. d~m.rches, des conlenus, des situations, des éva­
luaLÎons calibrées en fonction des niveaux. scolaires impliqués_ 

Voici les dix problématjques que nous avons retenues comme constilU ­
lives d'un nouveau regard sur les programmes du second cycle et que nous 
illuslrerons par des i!Ualion significatives, 

APMEP - G(ÇIwe PlObJématiqrJés 
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Dix "probl otiques" 
pour l'enseignement 
des mathématiques 

1- Repérage. 
2- Etude de certaines configurations planes ou spatiales. 

Représentations et mesures associée •. 
3- Etude de certaine transformations applicables à des 

configurations. Examen de leurs invariants, anticipa­
tion de leurs effets. 

-l - Modélisation d 'u ne situation et résolu tIOn de pro­
blèmes avec recherche de solutions vérifiant certaines 
conditions. 

5- Techniques algorithmiques. 
6- Changements de registres et de cadres. 
7- Recueil, traitement, consultation et communication de 

l'information. 
8- Traitement et représentation de données statistiques. 
9- Choix opportun et optimal des outils et des méthodes 

dan~ des situations sous contraintes. 
10- Conjectures et preuves. 
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PROBLÉMATIQUE W 1 

REPÉRAGE 

Dans la langue commune, "repérer" c'est "placer par rapport à ... " et donc 
foumir les éléments décrivant de façon non équivoque une certaine position. 
En mathématiques, à la notion, voire au champ de notions, "repérage" sont 
associées couramment des activités mathématiques eL plus ou moins quoti­
diennes s'exprimant par les verbes: 

localiser, situer, décrire, représenter, etc . 

Les objectifs spécifique. d'une activité mathématique faisant référence 3 
celte problématique se condensent selon quatre axes principaux : 

• rendre objectives des positions dans un but d'accord intersubjectif (vers 
1a reconnaissance d'un certain repère commun. non ambigu. consen ­
suel) ; 

'* relativiser des poritions d les moyens de les repérer. visant à placer 
selon un certain "point de vue" ou à changer opportunément de "point de 
vue" pour des raisons d'effi cacité ou d'optimalité; savoir ainsi distinguer 
repère absolu el repère relatif ; 

• rechucher les propriétés invariantes d'une sitr4aJion mathématique par­
ticulière, c'est-à-di re ceUes qui, intrinsèques, sont indép.ndanles du 
repl:re ; 

.. décrire le statique et SurlOll.( le dynamique (inslantanéité du repère) afin 
de pouvoir prévoir el anucipcr, 

us démarches développées. à lr3vers les sltunliomi· prQblèmes introduc­
tives et applkallves. accorderont au:t concepts visés un statut d'oUlii. respec­
tivement en amont puis en aval de leur élude didaclique. conduite elle-même 
en tant que visant des objets de savoirs. Ceux-ci en tanl que lels ser;ont inslÎ ­
tulionnalis~s (c'est-à-dire décontextualisés el décrél~s comme faisant partie 
du patrimoine cuhurel de la class.). Les pnnclpales démarches sonl donc les 
suivantes : 

* défitllr un ou des sysrèmes de référtnce et des modes de représentation 
dans ces systèmes; les modes retenus devront avoir une venu de généra­
lité pour être ulilcs dans de mult iples situations, el d'cfficieoce pour 
m.ériter leur apprentissage ; 

• paramétrer les objets (points, fi gures, trajectoires, .. . ) ; démarche qw per­
met de passer alternativement du géométrique à l'algébrique ou au topo­
logique; 
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li< numériser pour décnre et anticiper en opLittll ant le mode ct la complexi­
té de calcul, la numütsauon apparaissllnt comme une contrainte hée au 
problème donné où le repérage quali lauf n. suffit plus ; 

• dégag" 1", propriétés illVariantes dans un changement de repère ; 
• lier de façon duak des variétés du plan el de l'espace (droites et points, 

par e.emplc). 

Les situations-probUmts devront. ouvent, partir du réel ou de situations 
c)(ltll-mathémauques et y revenir, afin de convaincre des néce .. ités d'appel 
au. concepts mathématiques et de l'efficacité de leur fonctionnement. Elles 
devronl raire une large place à la représentation graphique el, d.n; cc 
registre, conduire il des connits socio-cognitifs. 

APMEP . G~ ProbilImB,K/II<S 
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PROBLÉMATIQUE N° 2 

ÉTUDE DE CERTAINES CONFIGURATIONS 
PLANES OU SPATIALES. 

REPRÉSENTATIONS 
ET MESURES ASSOCIÉES 

Awc activités relatives à cette problématique sont associés des conlenus 
de natures très variées. Les activités sont repérées par des verbes d'action à 
référence mathémalique comme : 

~présenter,justU5er,conJecturerlcaJcuJer . 

La signification des activilés sur les configurations (assemblage organisé, 
suucturé d'objetS matMmauques élémentaires) est donc de plusieurs ordres 
et correspond à plusieurs objtclifs spécifiques : 

• connaissances (incontournables) d'objets socio-cuiturcls de base, 
• fonclionnement dialectique du misonnement déducti f et du contrôle per­

ceptif. par une anticipaLion fiable et efficace. 
• apprentissage d 'ouuls de représenUllion et de description de morpholo­

gies géométriques. 
Dans la recherche scien lifïque actuelle , les méthodes géométrique-s 

interviennent avantageusement tan t en algèbre que, par exemple, en analyse, 
en statis tique. en biologie, en économie, en physique lhéoflque, en clumie. 
En même temps, dans les enseignements secondaire et supérieur, l'usage du 
cati.« graphique se limite surtout à une roneuon de représent8UOn et de heu 
d'apprentissage, pu is d'évaluation de techniques el d'algonthmes . S'il sert 
quelquefois d'appw heuflstique et Intuitif à la découverte pUIS à la preuve, il 
n'intervient que très rarement pour contrôler l'existence de propriélés ou pour 
.Iusufier des conjectures sous prétexte d'i lltgitimité. CecI contribue à mainte­
nir mutuellement étanches les cadres géométnquc et algébrique . 

Cependant, cn particulier dans le roncllonnement profosslonne l du 
mathématicien, le registre graphique a un pouvoir capable d'expliquer el 
de convaincre, comparable à celui de la démonstration canonjque. Ceci 
poucrail être bicn souvent vrai dans nOlfe pratique enseignante .. Cest pour 
ce la qu'à (raver:') cette problémalique, nous essayons de re lier différents 
cadres et registres (c f. également problématique n06) en insistant sur le pas­
sage legitime et fruclUcux du niveau de la prévision à celUI de la jusuflca­
liOn . 

APMEP . GroCJ.Oe ProbkfmatKfU6S 
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Mais, en outre. l'usage de plus en plus répandu des calculatrices avec ou 
sans écran (cf. problématique n' 7) rend dérisoires e t obsolètes cenaines 
preuves ainsi que la multipLication des calculs et tr.lcé, à la main. Cenes, il 
ne s'agit pas de les éliminer de l'enseignement sinon le sens des objets mani· 
pulés et des résultats dispanûtraiL Par contre, l'Inlilll1ltioD de la puissance 
des outils informatiques dans l'activité mathématique devrait libérer du 
temps, favoriser de nouvelles démllrChes, particulièrement des changements 
de cadre .aluLaires à une compréhension approfondie et plus personnalisée, 
elle passage entre les deux niveau;lt prévision-justification. 

Pour loutes ces raisons, nOUs envisageons cette problématique relative à 
('étude des configurat..ions, comme classe de problèmes où !te mêleront, inti· 
mement, le géométrique, le graphique e t l'algébrique et où l' inrom.tique 
interviendra tr.Insversalement pour substituer à des .cu,'otés .lgoriÙUltiques 
traditionnelles des activités ravonsant la conjecture et des formes nouvelles 
de "alodation. 

APMEP . GID!4)e ProbIélTlitJques 
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PROBLÉMATIQUE N° 3 

ÉTUDE DE CERTAINES TRANSFORMATIONS 
APPLICABLES A DES CONFIGURATIONS. 

EXAMEN DE LEURS INVARIANTS, 
ANTICIPATION DE LEURS EFFETS 

D'emblée, précisons que, par lransfonnation, nous "nlendons loute appli­
cal ion de l'espace réel ou d'une panie de COI espace dans lui-même, applica­
tion bijective ou non, sur des objets signifiés par des figures, des relations 
algébriques, le IOUI rdalivement à un cadre g~ométrique. 

L'enseignement dans le premier cycle met "accent (doi t mellle) sur ln 
fonction outil des transformations géométriques, par rappon aux objectifs 
suivants : 

'" examen de leur effet s.ur des configurations ~implcs (droites, segments. 
cercles, polygones, elc,), 

* anlicipaLion perceptive de leurs effets (ot. devrait se lrouver l'lmagc:. 
queUe devrait être sa forme, son sens, quels éléments dev.mienl coïncider 
avec leur image? .. .), 

:+ consid~ralion "dynamique" de concepts inenes (mé-<hatnce. bjs.sectrice 
--+ ymélrie orthogonale, angle --+ rotation. vet:lcur -+ Lranslation. pro­

porùonnali lé ..... homothélie, milieu, moyenne ..... symétrie centrale, ... ). 

En prolongement de çes obJeclIfs. qu'il s'agit de coounuer à V,lSer et ren -
forcer en second cycle, nous dégageons deux fonction, de nalure différenle, 
à pond6re r d'une filière il l'outre en Importance el en nalure : 

• unefonction dite objet où, cette fois, les ltansfonnolions sonl étudiées 
en tant que telles à travers leurs proprié.tés et, en particulier, leurs invariants 
ponctuels ou fi guraux. Des classifications variées peuvent préter à une syn­
thèse nu moyen de critères dirférenlSi (invariants, représentations ana1ytiques, 
... ) el par examen rapide de lr.nsformalions qui ne font pas l'objel d'ensei­
gnemenl approfondi . M.is, ces dernières (par exemple, affinité orthogonale, 
inversion , ... ) par leurs propriélés paniculières, diffé renles des autrès donnc­
ronl un sens à des propriélés jugées ITiviales par les élèves (con crv.lion de 
la forme, par exemple) . Nous ommes onScicnLS que la composiuon des 
tran[ormaoons nécessite, pour la pensée, de s'élever à un niveau llnmédiate­
menl supérieur à celui des objets géométriques ou numérique, habiluels. Son 
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élude sera donc progrcssi \le el toujours Hluslr~e par .!ton fonctionnoemenl 
direcl el inverse (d6composili on) sur des configuralions SImples. La 
recherche de classifications sur l'ensemble des transfonnations prendra un 
nouveau sens par la constatation de la stabililé inlerne de classes de tranfor­
mations. L'anticipation, sans cesser de faire appel à là perception, deviendra 
de plus en plus une action rationneUe de la pensée : 

• un. fonction outil oil, au delà de leur rôle culturel et conceptuel, évo­
qué ci-dessus, les transformations apparaissent e~ peu à peu, fonclionnent 
comme de véritables outils de pens6e déducti e. C'esl la prise de conscience 
progressive de leur puissance et leur efficacité qui doil faire accepter aUl< 
él~ves un sUJeoOt par rappon aux moyens jusqu'alors eflieaccs (auxquels ceS 
nOUVeaux oUlils ,c ,ubslituent), mais de plus én plus laborieux en temps et 
en longueur discursive. Ce n'est que si l'élève perçoit pour lui-même cet 
aspect économique et souvent éléganl, qu'i l s'engagera dans un investisse­
ment qui donne tout son sens opératOIre aux transformations. Le problème 
didactique consistera à lrQuver les bonnes situations 0\:1 le 
passage par les transfonnnuons est incontournable. mais ni artificiel. nj 
décourageant. 

Enfill, cette problématique présentera, en OUlre, un ensemble de situations 
el de tfiches où les changements de registres. en particulier 
num~rique ... t gmphique 'H figuraI, prouvent également leur efftcacit~ sur 
les objets géom~tnques, gnlce 11 la plasticité des repr6sentations tndulles par 
leurs définitions, comme de leurs propriétés: la recherche d'une conjecture. 
J'exposé d'une preuve peuvenl tirer un grand bénéfice du trolle ment d'un pro­
blème dans un certain regjstre qui favorise et renforce ces repr6sentations. 

APAŒP - GIOI.\OO """"émaflqu" 
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PROBLÉMATIQUE 4 

MODÉLISATION D'UNE SITUATION 
ET RÉSOLUTION DE PROBLÈMES 

AVEC RECHERCHE DE SOLUTIONS VÉRIFIANT 
CERTAINES CONDITIONS 

Les problèmes eXlérieurs au champ des mathématiques (vio réelle. si lua­
lions eXlr8-dtscipltnaires) chercbent des Solulions 11 l'aide de m6lhodes , de 
modèles el de concepts mathématiques. Les résultats nllendus peuvenl être 
de nature vanée, par exemple : 

• une propriété quali tative (par ex. re lalion onlTe deux phénomènes à la 
~ulte d'un raisonnement), 

• une e~pression quantitative;! (par ex. une valeur. un ensemble de 'aJeurs, 
une rclauo" foncuonnelle:. __ . , 

• une représentation (par ex . un graphique), 
• mai.' aussi un modèle. c'est-à-dire un ensemble génüal. abstrait el struc­

luré. 

Les résultats peuvent avoir pour fonctions , par exemple , de ; 

• décme, 
• modéliser, 
• ant iciper. préVOir, 
• cOJlculer. préciser, 
• déc ider (rejet d'une hypothèse par ex .). 

L'obten Lion de ces ré~u I (QlS n6ce.)site un ltavail imponanl de transfor· 
mations du problème posé, engagean t bicn .ouvent dans la réal ite. ia 
coopérauon du malhémauc.en et du spécialiste de la discipline où le problè­
me prend son origine . En effet, les transformiltions ct les réductions peuvent 
porte 'trnultan6menl'ur : 

• le nomhre et la nature des donnée!ii fournies, 
• les grandeur.. el le, coneepu. en Jeu, l'univocité de leur repré"entouon , 
• le nombre et la nature des relation" entre eux, les contraintes qUl agiSscnt 

sur elles. 
« le codage m:llhémouque ou non, 
• la précision auendue du résultat. 
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Toutes ces tâches condUlsen L à des tleuvités dans la classe il la charge 
(échur e éventuellement) de J'élève qUI. 11 travers elles. prend conscience des 
difficul1é5 levées par le réel •• vec ses ambiguités. s. résistance il la modélisa­
lion muulante. ses données et ses fai ... superflus. négligeables. redondants ou 
in suffisan .... ... Il d011 apprendre il questionnner ce réel, il <ritlquer un 
résultat eu égard aux contraintes, aux indélerminauon, ou aux urdétenrun­
tions que lui Impose le réel D apprend également "lnsi à ajuster ses compé. 
tences mathématiques à des problèmes extradisciplinrures, constatant (avec 
humilité le plus souvenl) les limites relatives des réponses qu'il peUl apporter 
dam l'état présent. Autant de sources motivantes en vue de l'i nlroduction 
ultérieure . plus ou moin s rapprochée. de notions. de procédures et de 
mélhodes nouvelles. Autant de lieux variés où les concepts théoroques peu­
vent prendre leur sens et où les mathématiques révèlenlleur caractère d·ouul . 

Taules ces démarches alimentent également une formation à l'esprit 
scientifique. celui-ci se caractérisant par le dévelopJ1(:mcnl d'un processus 
séquentiel constitué de conjectures. choix opportun et peut-être provisoire 
d'un modèle, traitement dans ce modèle. interprétation avec confrontation 
avec les hypothè>cs et anticipation dans le cas d'une bonne adéquation modè­
le-r~alité. 

Les situations qUI peuvent êll10 proposées dans le cadre de celte problé­
matique SOnt Il prélever, certes. dans les dosciplines ,cientlfiques plus ou 
nloins enseignées au lycée (phYSIque. biologIe, économie. astronomie •... ) 
mais également dans les dISCIplines Il composantes sociale. humaine ou artis­
tique. Si une certaine schémaLisauon. par le professeur. de la Mtualion s'im ­
pose quelquefois. elle doit rester sumsamment brute pour donner un sens à la 
traduction math6matique el aux opérations plus ou moins fomlelles qui s'ap­
pbquent sur elle. De pl us, ce caractère brut doi t conduire Il III mobilisation Je 
champ~ de concepts nécessitant une synthèse des connruss..'lnces Cl une mise 
Il distance des contextes dans lesquels ils onl été enseign~s. 
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PROBLÉMATIQUE N°S 

TECHNIQUES ALGORITHMIQUES 

S'il esl une problématique qu'il ne convie ni pas d 'aborder en lennes de 
conlenus, il s'agll bien de celle-ci ; sinon la quosi -Iotalilé du programme de 
lycée risque de s'y trouver énoncée. 

Algorithme: ensemble de règles opératoires dOnl l'app)Jcaùon permet de 
résoudre un problème en un nombre fim d'opérations. La canl.ctéri>ùque 
d'un algorithme esl de transfonner des quantités, di les grandeurs d'entrée, en 
d'autreS quantilés, diles grondeurs de sortie, à panir d'un ensemble bien défi ­
ni d'instructions de transformation. 

Quel est le problème qui sc pose à l'élève, dès son enuée au lycée ? 

Ce n'est pas taDl d'essayer de "fréquenter le monde des mathématiques" 
que d'engranger d .. savoirs qu'il lui faudra "replacer", à bon esc ient si pos­
sible, le jour du baccalauréat 1 Ce qui l'lnléresse le plus souvenl, ce sonl les 
grandeurs de sortie CI les sancLions en vruiMfaux. QSSOCh~es! 

Le problème qui se pose alors à l'enseignant est celui du "bon eSClenl" de 
la phrase ci-dessus_ Pour améliorer la qualilé de la sortie, l'opuon sur laquelle 
nous nous fondons esl d'améuorer chez l'élève la qualité de la perception 
du problème posé, des entrées, des opéralions à effecluer el de la vrruscm­
blance de celle sonie. 

Il s"agil alors de présenter les nmions et proprîéll!.s mathématiques Don 
comme des objets exposés derrière une vitrine, celle d'une culture mathé­
matique figée el définitivemenl acq uise à laque lle il convient d'adhérer, mais 
comme des outils oglssants el penneuanl de résoudre le i ou te l type de pro­
blème en fonction du niveau scolaire oi) l'on travaille, contribuaOl ainsi à 
l'émergence d'une culture mathématique, el piuS gén6ralement scientifique, 
,,'ivante- et en ~oDstruction. 

Ne nions pas que l'algorithme libère, rend dIsponibles des segmenls de 
la pens6e opératoire, mais. simu ltanément. risque d'emponer celui qui s'y 
réfugie el t'utili~e dam une spiraJe où se perd le sens de la situation ini tiale. 
Aussi, conformément à Cc qui eM avancé ci-dessus, co.nvienHI d'amener les 
élèves à le maitrise.r au cours de son ut.i1isauon . 

• Quel outil f.u t-Il mobIliser dans cette siluation? 

• Quelles sont les conditions de SOn utilisation? 

APMfiiP - a",_ ProOIemallO"es 
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• Ce qu'il me permet d'obtenir .-t-il un sens dans le contate proposé 
(test de v/'IÙSem blance, d'ordre de grandeur .. .) '! 

"Algonthmisés" qU'Ils sonl, d nombreux élèves de terminale connaissent 
la formule donnant l'équation de la langente Il la courbe représentative d'une 
fonction en un point Xo où elle est dérivable, 

Mais que se passe-t-il lorsqu'il s'agit de Itacer la tangente en (0, 0) de la 
représentaI ion graphique de la courbe définie par : 

j : [O ;+~[ .... IR 

XH j(x) 
{ 

j(x) =xln(x) 

j(O) = 0 

pour x> 0 

Nous sommes devant un d~fi: faire en sorte que, devant un problème Il 
résoudre , les élèves cherchent d'abord le sens des questions pos~s, puis Sc 

rassurent par l'utilisation d'un a1gori thme. et non l'Inverse. cc qu'ils onL natu­
rellement tendance à faire, encouragés la plupart du temps par la forme 
même des situations proposées, L. principale dIfficulté didactique réside 
donc dans la recherche d'un compromis entre l'apprentissage, 1. malins. et le 
conltôle des tecbniques, 
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PROBLÉMATIQUE N° 6 

CHANGEMENTS DE REGISTRES ET DE CADRES 

La résolulion d'un problème nécessite fréquemment un -ou des - change­
ments de cadres. Par ce tenne nous entendons, non seulement un domaine 
des maLhématiques el les concepts qui lUI sont associés, mais égalemeDl le!!. 
relauons enrre ces objets, runsl que les fomtulauons correspondantes : voca­
bulaire et syntaxe spécifiques cc domaine . C'est ainsi , par .. emple, que la 
résolution d'un même exercice relatif nux nombres complexes pourra faire 
intervenir, scion la stratégie de résoluùon envisagée : 

- le cadre algébrique (en sc pinçant dans C ) 
- le cadre vectoriel (en se plaçant dans le plan vectoriel complexe) 
- le cadre de ln géométrie plane (en se pinçant dans le plan afrme com-

plexe). 

Les changements de cadres peuvent être : 

- objectifs: lorsqu'ils sont nteessaires, ou imposés par l'énoncé (par 
exemple, . i l'énoncé demande le lieu géométrique des points du plan com­
plexo dont l'am.e vénlie une relation donnée, on ,era nécessairement ame­
néà effectuer des changements de cadres entre l'algéhrique ct le géométrique) 

- subjectifs: le passage dans un autre c.1drc peut rendre - pour celui qu i 
herche - le problème plus aisé à résoudre, car il lui permet de se ramener il 

UI1 domaine dans leque l il se scnlÎro plus à l'aise, parce que ses connaissances 
y sont plus familières etlou piuS facilemenl exploitables (par ex.nlple, dans 
la résolution d'un problème de géomtttie dans l'espace, travai ller dans un 
plan particulier (section) pcmlet de. réinvestir les connaissances de géométnc 
plane). 

Cc second aspecl présente un avantage du point de ,ue didactique: les 
connaissances \'isées par l'enseignant (qui sc situent dans le cadre initÎal) 
vont pouvoir progresser CD s'appuyant sur les connaissances de J'élève dans 
un -ou des - cadres plus familiers, le(s) changement(s) de cadres éUlnl alors 
piloté(s) par le maître. 

Ceue démarche peut être schématisée par la ligu re suivante: 

APMEP . GlOuptl Probhjmal/qves 
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cadre initial énoncé résultat 

cadrees) auxiliaire(s) 

....... '\.. ../ ............. . 

repds~ntQ"on 

\ stratégie 
de résolution 

D'autre pan, à l' int~rieur d'un même cadre, les formulatIOns relèvent de 
plusieurs registres, ayant leurs propres règles de foncuonnemenl; on peUl 
idenûlier en parueulier, dans le dtscours mathématique: 

- le registre de la l<lJIgue /llUorelle 
- le registre de la laI/gue l1UJ/hima/iqu. 
- le registre du laI/gage symbolique 
- le registre graphiqu • .... 

ct leur adaptation nu milieu scolaire. 

Prenons l'exemple de la résolution d'un exerc.ce de probabililés: l'énoncé 
peUl consister en la descripuon d'une silUauon en langue naturelle (lancer de 
dés, tirage de canes dans un jeu ... ), la consigne être fonnulée dans la langue 
mathématique (quelle esl la probabilllé de tel événemem ?), el la résolution 
uti liser le regislre graphique (arore probabiliste, diagramme de Carroll .. . ) et 
le langage symbolique (formule de la probabili lé conditionnelle .. . ) 

On relTOuve souvent les mêmes reglStre~ dans les différents cadres, ce qui 
faÎl que regi!\tres et cadres appantis.senl comme plus ou moins transversaux. 
tes uns aux autres: il existe un registre symbolique en analyse comme en 
algèbre ou en probabilités, et celles-c., on 'COl de le vOIT. fonl usage des 
registres graphique. symbolique, etc. 

Grilce aux aile r-retour qu'.ls pennellen~ l' intérèl des changemenl> de 
registre est comparable à celu i des changements de cadre en ce qui concerne 
l'accès aux concepts mathém.atiques : C'CSI ainsi que le recours à une repré~ 
senlaUon graph.que peUl faciliter le passage à l'~criture symbolique de l'enca­
drement d'une int~grale par la méthode des rectangles ou des trapèus. et .u· 
delà 11 l' .dée de la convergenct ers Celte intégrale. 

L'jnlervenLÏon de plusieurs cadres et/ou registres dans ln résolulion d'un 
problème peut également permeltre un contrôle de 1. stratégie ut ilisée (par 

exemple, une vénfication numérique ou une représenralion graphique peu-
APMEP . Gf't)1..1p8 PtObI6metlquflS 
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vent contrôler la résolution d'un système d'équ.tions); elle peut aussi per­
mettre d'anticiper Ou de conjecturer (c'es t le cas des outils graphiques en 
particulier). 

Le passage d'un cadre (resp. registre) il un aUlre nécessite corrélativement 
une rdormulati<m de l'énoncé, étape essentielle mai, qui ne v. pas toujou.,; 
sans une disLOrsion plus ou moins importante: les concepts ne se correspon­
dent pas toujours de façon "naturelle", et il en est de même pour les langages 
associés (il n'y a pas "congruence" parfaite). C'est .insi que des outils gra­
phiques différents, bien qu'usuellement associés il un mSme concept mathé­
matique. ne seront pas nécessairement interchangeables. et n'auront pas l, 
même efficacité d.ns la résolu tion de te l ou tel type de problème (pour la 
probabi lité conditionneUe, par exemple: séquential ité de l'arborescence vs 
non séquentialité du diagramme de Carroll). Il importe donc que l'enseignant 
soit conscient de l'intérêt des changements de cadres et de registres et puisse 
les piloter à bon escient. mais aussi qu'i l en connaisse les ltmitations éven~ 
[uelles. Toulefois, si les changements de cadre e l de registre presenten t des 
difficultés qu' il faul bien Sûr prendre en compte dans l'enseignement, ils 
constituent par contre un moteur puissant de l'.pprenùssage qui ne saurait 
être négligé. 
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PROBLÉMATIQUE 7 

FORMATION AU RECUEIL, AU TRAITEMENT, 
A LA CONSULTATION 

ET A LA COMMUNICATION DE L'INFORMATION 

Une des finalités essentielles de l'enseignement secondalTe est de donner 
aux élève., une fonnation qui en même temps qu 'elle Jeur fournit les outi ls 
nécessaires à la préparation de la vie professionnelle Jeur pennetle de dcvenir 
des adu ltes cultivés et des citoyens responsables, c'est-II-dire d'êlTe des 
acteurs dans leur environnement. Cela nécessite non seulement qu 'ils se 
!l.oient familiansés avec cet environnement. mais aussi qu'i ls soien t capables 
d'un regard crilique et d'une auitude réalive, 

Le développemenl des moyens dc communicalion auquel on ass iSle 
depuis quelques décennies, et plus encore l'explOSIOn qu'on peUL prévoir dans 
un avenir très proche, rnellent à la disposition de chacun une quanti lé d'infor­
mations telle que la gcsllon el même la consultalion n~cessite à la fois un 
apprenl issage technique et concepluel ainsi que la capacilé de prendre du 
recu1 t de confronter. de choisir, .. 

Dan, cette perspective de fonn.tion, la démarche se,entifique en général 
et les mathématiques en particulIer ont un rôJe pnmordinl à jouer en donnant 
des outils et des méthodes d'une part, et d'Rulre part gric. au type de raison­
nemenl el de pensée qu'elles développent. 

Sur le plan de la réception, les élèves disposeronl d'infom,.uons de lypeS 
très divers qui pourronl êcre le fruit de la consoll. uon de documents écrits, 
textuels ou numériques. visuels, sonores. Îssus de bases de données infonn:l­
lisées, 

Sur le plan oc l'émission, les différents trai lemenls il faire exigeronl ou 
pennellronl de développer particulièrement la capacilé 11 définir des crilères 
Je façon précise, objective cL non quivoque. visan t un certain caractère 
d'universalité. 

Leur apprentissage leur donneru des outils el des méthodes pour : 
., identifier, Ncueillir el organâ.wr en donn~es xploilablcs des infor­

mutions brules. de nature el d'origine très diverse,. 
II< analyser. traiter e l interpréter ces données, 
• sélectionner, choisir un mode et un suppon de présenl311on, commu­

niquer el diffuser les résullalS obtenus. 
APMEP GlOU(JfI Pl'Obl4ma~ttS 
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Les données recueillies ou produites ~eron t présentées sous des fonnes 
très varIées : leXIes, lisles ou lableaux de nombres. arbres. courbe,. schémas, 
diagrammes . 

L'apprentissage de la lu·ture et de l'é('ritur~ acquiert ainsi une 
dimension plus large que le " déchiffrage intelligent" de mots ou d. 
phrases. 

Lire un graphique. un Illbleau de nombres . ... sonl des compélences indis­
pensables à chacun aujourd'hui , se déplacer el même inlervenir dans l'arbo­
rescence d'une banque de données infor:mullsée interactive sera sans doute 
toul aussi nécessaire demain. 

L'apprentissage des malhématiques conmbue à développer la capacllé à : 
'" construire UII réperloire personntl organisé dt cQnnaissances : des 

champs de savoirs el de savOIr-faire el des classes de problème. slruc­
turés en réseau ; 

* associer à chaclm de ces cm,slÎluants du mors· clis penneuant de 
rechercher cl obJeClIver )'inronnalion à l'intéricur ou à I"cxrérieur de 
ce répertoire; 

'" participer d la ccmslÎlUliolJ d'une mimoire collective . la mémoire· 
classe constituée 

- de documenlS écnts (les caluers el les devoirs des ~Ièves) 

- de l'utilisat ion qui esl faile de documenls produilS bars de la clas-
se (manuel scolaire el documents de Ioule nature) 

- le vécu commun à la classe. 

La mérnolfl:..classc Joue un rôle de référence et un rôle moteur à travers la 
confronWtion qui pennel à chacun d'enrichir son répertoire indiVIduel. 

Les acüvités associées sonl à développer dans divers domaines des 
mathématiques et dans de nombreuses siLuations pluri-disciplinaircs. 
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PROBLÉMATIQUE N°8 

TRAITEMENT ET REPRÉSENTATION DE DONNÉES 
STATISTIQUES 

La multiplicité des données nu mériques plurid i' plinaires rencontrées 
dans le cadre scolaire, mais également r abondancc des "informations" (our­
nies dans notre société par les médias, conduise". chacun d'enrre nous. et en 
particulier l 'él~ve, à la nécessilé d'effccluer des tris, de réduire et d'organjs.r 
des sIgnaux - informa tions bruIes, inenes, non signifiantes, également géné· 
ratrices de bruil!t- cn données siructurécs, puis celles-c i en infonnauons. Ces 
dernières ne prennenl véntablemenl ce slatut que lorsqu'" • été possible d'ef­
fccluer un cenain lnIitemen l des données qUI les génèrent, en vue de leur 
conférer un sens, lui-même attribué à la suite d'une Interprét.:'llion. Sans celle 
capacité de l'md'''ldu à effectuer une nnse 11 dislance personnelle, l'ahénauon 
au traitement externe de ces données risque d'être totale' J'école :rie dOl( de 
déli"r .. une culture suffisante ct quelques savoir-faire afin de préparer l'élè­
ve à échapper à celle: dépendance. à acquérir des moyens de traitement rnaJ!t 
aus~ i de jugement et d'esprit cnuque qui lui soient propres. 

L'enseignement au cours de l'élémentaire el du let cycle fourni t de primi · 
tifs et timides outils dans ceue direction, condujsant cependan t à une premiè­
re autonomie, ù des. représentations imagées et à la mise en correspondance 
entre les données numériques et des concepts mathématiques, comme la pro­
ponionnalité. Dans cennins CilS de relation fonclionneUc. ces concepts per­
meHeni d'organiser les données et de mener à des calculs. Mais, faute d'avoir 
rehé l'aléatoire et le numénque, d'avoir forgé des outi ls spécifi ques d·un lnIj­

terne nt des données el du hasard quj peut être lui-même 11 10 fOlS l'origine de 
ce traitement cL la source de ln pré\'ision. la maîtrise visée est loin d'être 
~aLi~frutc. De plus. 1a relation entre données numériques ct proponionnalité 
fail counr le risque de mettre en place chez l'élève un ob.lacle épIstémolo­
gique consistant à crQire, par exemple. que i un ~vénement est tlpp::lfU 3 fOIS 

en ID épreuve. , il devrail apparaître 30 fois en 100 épreuves, 300 fois en 
1000 épreuves, etc. 

La France demeure donc l'une des dernières n3tions " prendre conscience 
qu'elle a en charge une v~rit.ble fonnation à l'école en matière de statistique 
el de probabilité. Ln fonnmion de maîtres n C,I la première responsable. 

APMEP . GIOupo p,_,"fIHl' 
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Par suite. tOut en regrettant que le terrain n'ait pas été mieux préparé en 
amont, nOus devons, il travers les programmes de lycée pallier séneusement 
celle carence par des objettlts plus ambitieux touchant au civique. au cultu­
rel et au cogrutif : 

- pennetlre à l'élève de s'intégrer dans une .ociété où abondent les "ioConn.­
tions" et leurs lOterpréta1ions. puis d'y exercer une profession. société où la 
référence au. sondages taux jew< de hasard est omniprésente, quelque­
fois sous des formes pernicieuses, misant sur la rMulité des individus. 
prétendaot rationaliser la compos.nte irrationnelle de la psychologie 
humaine, 

- faire prendre conscience de la différence entre les modes de raisonnement 
détennini.te utilisés jusqu'alors dans la majorit6 des activités mathéma­
tiques et les modes non détenmnistes utilisés en statistique inféreo~elle où 
les décIsions s'assortissent de risques qu'il s'agira d'optimiser, 

- metlIe en place des siNations suffisamment varIées et pluridisciplinaires 
pour que des changements de cadres et de registres soient efficacement 
mobilisés, que les connaissances trop éclatées soient plus transverses, 
mieu. globalisées el qu'une démarche scientifique soit déployée, 

Pour ce faire, il esl nécessaire que des objectifs plus spécifiques soient 
atteints par l'élève: 
- explorer el structurer des données. puis comprendre les structures obtenues. 
- disposer d'éléments conceptuels de 1. statistique et des probabilItés, 
- sa"oir, dans des situations pluridisciplinaires pcu comple.es, mathém.tiser 

en un modèle Où intervienl le hasard sur des données empiriques, résoudre 
dans le modèle el revenir de fa.çon crluquc à la siluru..ion initiale. 

Les situations el les acù"ités associées seront donc largement ouvcrtes 
et variées : 
- recueillir. organiser. condenser. coder, représenter cn tableaux ou gra­

phiques des données numériques d'origine scolaire ou non, 
- anaiyser, interpréter, comparer et critiquer des représco18tlOnS, 
~ rendre peninents, opérationnd.s, anticipateurs donc efficaces. des conceplS 

de probabilité, il Iravers des SiIU.tiODS de défis et de paris, 
- émettre une h~pOLhèse dans une situatÎon aléatoire simple. et ~Ludier 

l'éventualité de :"ion rejet ou de son acceptation. 
Les démarches sollicitées nécessileront donc le déploiement de ce qui 

relève de la démarche scientifique : analyser, anJocturer , modéliser, 
résouûre, s~cifiert ::Inticiper el appliquer avec esprit criuque. 

Ccci nécessite que les conlenus des programme:s soient sensiblemenl 

élargis, tout en étant spécifiés aux différentes filières. n nous semble raison­
APMEP • Gmupe ProblématJques 
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oable, du poInt de vue didactique, d'aborder l'ensemble des nolions par celles 
qui relèvent de 1 •• tatistique descriptive, en partie enseignées 11 un niveau 
élémentaire au 1er cycle, en particulier la notion de Fréquence. Cest cell.-ci 
qui donnera, par la suite, un sens à la notion de probabilité, de même que les 
opérations intuitives pws elplicitées sur la fréquence donneront à l'axioma­
tique de Kolmogoroff toute sa signification. Quelques lois théoriques, dis­
crètes ou continues (bmomiale, Poisson, hypergéométrique, multinomiale, 
expooenuelle et normale) apparaîtront comme des outils permenant ensuite 
d'étudier l'ajustement d'une loi théorique à UDe distribution empirique et de 
juger sa pertinence. A cette occasion, sans développemenl théorique. le les t 
du X' permettra de répondre à l'bypothèse d'ajustement. L'étude de la dIStri ­
bution co'\iointe de 2 vari.bles conduira à une première étude de 1. régres­
sion linéaire el de ses applications à la prévision. Les notions de décision el 
de risque asSOCI~ pourront être abord"", Il traver.; des fonctions simples où la 
recherche de minima prendra un de ses sens. Une méthode de c1,,-, ification 
hiérarchique de données (par exemple, celle qui était uti lISée dans l'analyse 
du test d'entrée en seconde en 1993 et 1994) sera enseignée Sur la base 
d'exemples numériques et pourra conduire il la notion de typologie utile en 
sciences biologique!; et en sciences humaines_ Un changement de cadres 
comme stallsuque ...... géométrie associant moyenne el barycemre. écart-type 

et distance. covariance et produit scalaire. coefficlcnl de corrélation et cosi­
nus permettrait de munir l'élève de riches images intuilives. efficaces à la 
mémorisation et à l'lDterprétation de certnins phénomènes. 

En résumé, pour satisfaire cet te problématique, de grands effort.< ,aot Il 
faire sur plusieurs plans, si l'on souhaile mod. fi er sa représenlation au 
niveau de l'institution : 
- la fonnauon miuale et continue des enseignants, 
- la révision des programmes où cette problématique n'apparailrait plus 

omme le supernu dont on peut ampuler .sans dommage J'enseignement 
lorsque les programmes sont jugés chargés. 

- la total e intégration m5ulUtionnelie de l'évaillation des connaissances el des 
compétences des élèves en matière de statistique et de probabilité dans los 
différents eX3JJ1cns de l'enseignement .secondaire. 

Enfin, ne rennons pas ces pases sans réfiéchir sur la philosopnie à incidence 
SOCIale, pédagogique el culturelle : 

"QU 'est dt!\,tw,e la sagesse qut! noUJ avons ptrdtle dans la connaissallce? 
QU 'l'SI de,'enue la connaistanC"t" qUt IIOUS avons perdue dQIJ.~ l'information ? 
Qu'e,'i/ de\'tmlle "infomwrion que nouS' avons perdue dans les données ?" 

Mark ASPEN, Musée des EnfanlS du Capitole 11 Washington 
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PROBLÉMATIQUE W 9 

CHOIX OPPORTUN ET OPTIMAL DES OUTILS 
ET DES MÉTHODES 

DANS DES SITUATIONS SOUS CONTRAINTES 

Les quolificalifs "opportun" et "optimal" metten t en reller le caraclère 
relatif et local des choix que l'on est amen~ à faire dans des siluations Où les 
données, les paromèU'es, les procédures ulilisables, la nature des questions 
posées, les résultats attendus sont placés sous COntrainles. CeSl le cas, par 
e~emplc. oû les ~sultats d'un calcul doivent satisfaire llne condition d'appar· 
tenanee à un domaine particulier d'un ensemble de nombres (ensemble d'en­
tiers, ensemble majoré, minoré, ctc.). Cesl le cas aussÎ où une hypothèse suf· 
fisante d'un théoreme ne s'.ppliqunnl pa' dans les condit ion, d'un problème 
(d~rivabLJj té par exemple), il faul chercher l'extrémum d'une cenaine fonc ­
tion. Ce'l oncore le cas où 10 complexil~ d'un problème eSI lelle qu 'un chnn­
gemenl de adre approprié en pernlct la ré,oluLion. 

Le., objectifs did.etiques qui SOllt associés, plus particulièrement, à ceUe 
problémalique relèvent de nI veaux de compl.JUté laxonomique asSet élevés, 
mais doivent êlre progre:ssivcmcnl acuvés et sont suppos~s l'avoir été dès le 
1er cycle. Cilons les plus remarquables : 

2S 

+ faire dégager à l'occasion de ln résolution de ceruuns problèmes ce qui 
leur est spécifique et ce qui est réinvesüssablc (identification de cer­
laines mélhodes plus g~nér.les), 

:Ii< faire prendre conscience de "étendue des moyens non algorithmiques 
dont on peut dtsposer pour résoudre un problème, 

• faire e~plicitcr des critères peninenlS et/ou optimaux selon lesquels on 
peUl choiSit un oulil ou une méthode • 

• rendre claire la contingence de certalnes situations-problèmes. c'est-à­
dire : 

- d'une pan, la rclaùvilé OC la solution au milieu concepluel ou c ultu­
rel dans lequel Sc présenle 1. siluation (par exemple, preuve "maté­
rielle" de l'ex;". ce d'une certaine propriété, conSiSLanI à l'ex hiber à 
travers un .<omple), 

- d'autre part, l'aspect provisoire de la réponse eu égard aux argumenlS 
disponibles dans l'étal aCluel des connrussances (par exemple, pas 
de solution d'une équalion du 2- degré si â < 0), 
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à : 
Ainsi, les démarches attendues des élèves correspondent le plu, ,Ouvcnt 

• fonnaliser les contraintes . 
.. ~va1uer, ou tour au moins eslimer, Ie."i fonctions de coût (posi tif ou néga­

tif) des méthodes ou des outils envisageables : longueur, complexité, 
rigueur. élégance. caractère explicatif. etc" 

• indiquer les critères optimisant les coûts, les rendre objectifs. puis ... 
• comparer, évaluer el critiquer des solutions el des cadres résolvanlS. 

Il est bien évidenl que les activités qui pennettent de développer ces 
démarches nécessileront des débats ouvens oil la tolérance des points de vue 
différenlS sem payée sur le compte de la recherche obstinée mals circon5lan­
ciée de l'optimisation et de la n~cessité de con ensus, VOire d'obJecl1vil~ . 

Elles donneronL Un sens ou un nOuveau sens à des telles que les inéquations. 
les systèmes (d'équations, d'inéquations), les paramèlfes ("disculer selon 
leurs va.leurs"), la dérivaûon, les fonctio ns de plusieurs variables. la pro­
grammalion linéaire, les inf. ou les sup., etc. 

APMEP· {)lOjjptl Pl'ObHImarlQues 
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PROBLÉMATIQUE N° 10 

CONJECTURES ET PREUVES 

Que trouve-I-on comme définition de ces mOlS d3.ns le Dictionnaire des 
marMmmiquts de Bouvier-George -Le Lionnois (PUF)? 

"Conjecture: hypolhêse émise a priori sur l'exnctilude Dr4 nOIl d'rm 
é.nonc! dont on ignor~ la dlmonstration" 
"Pr~uv, ; synonyme de dlmonsrrorio,." 

La langue française et notre pratique nOUS fournissent un nombre impor­
tan! de mots se rnpportant aux activités mathématiques où la rationalité et 
son express.ion sont en jeu. Peut-êlre est-ce 1i ~ au rail que nous appanenons à 
la patrie de Descartes et que, en onséquence, notre hérltage génétique 
conduit nos prognunmes scolaires à ne jamais négliger de faire une grande 
place à la démonstration. e;ll;ce...r;;;s ive quelquefois. mais nécessaire à la satis .. 
faction d'objectifs généraux.. Pcu de pays, en revanche, lui accordent autant 
de place dans leurs cUlTicul •. Celle abondance de références dans les pro­
grammes français el leurS commentaires se tradui l ainsi. avec des nuances 
quelqu.rols subtiles, par des •• pressions varIées que 1'00 relrouve dans le, 
telltes qui les présentent et dans dtS consignes de problèmes : 
conjecturer, prouver, démontrer, montrer, expliquer, justifier, valider, 

argumenter, établir, .. 
Nous ne tenterons pas ici d'en rechercher Cl d'en donner une définition 

précise, tâche difficile, et peut-être impossible, dévolue au groupe "MOTS" 
(cr. "Mots flous" Bulletin n0384 de j uin-juillet 1992). Mais reconnaissons 
qu'ils sont employés très souvent avec des senS ambigus, à l'origine de cer ­
lrunes difficultés des élcves, ambiguftés entretenues el renforcées depuis le 
1" cycle, voire depuis le primaire. Disons cependant que, conu:aircment nu 
dict ionnaire Cité plus haut. nous distinguerons "preuve" et "démonstration" 
(cf. Thèse de N. B.I.chef). La "dbnollslralion matllimalique" est une 
prouve partieullhe, respedant d .. règles et une rhétorique codifiées et 
communément admis .. , alo .... qu'U existe diffirentes ronnes de preuves 
dont : 1. preuve "physique" ( par exemple, réalisation d'une maquette qui f.i t 
"preuve" ... ), le "monlrer" (l'osteosion) ail ,1 suffi! de meltre en év idence un 
fait ou un exemple. L'argumentation , de son dit6, JUXtapose des énoncés. 
éventuellement de façon redondante, san. explicitat ion des règles générales 
(axIOmes. définjtions, théorèmes) qui Justifient ces énoncés . Ceue forme de 
dISCOUrs cst ut. SOu ven! employée dans 1. vic courante, mais aussI par 1 •• 

élèves qu i o'onl pas compris la rh~lorique de la preuve mathémalique_ Enfin, 
APMEP· GI'Ol.Ipe pfDl'.IMmatiquit$ 

30 



nous n'omettrons pas la distinction dans I~s tâches entre "chercher f.a solu­
tion d'un problème, er donc résoudre", râche cl la faveur de laquelle appa­
raiss~nt déjà les raiso/ls malh/matiques qui la légitimeront et "dimonfrt r 
qr4t III ,5oJutÎon envisagée es' mathématiqttement correcte à ,.ravers une artl· 
cularion légitime des b"",cés ". 

Quels sont, il l'école, les objectifs et dooc les fODCtiOns premières de ces 
activités mathématiques? On en distingue généralemem de trois sortes (cf. 
travaux de G, Arsac et E. Barbin) : 
* sociales où il s'agit de convaincre er d'obtenir un consensus assez large 

pour que la preuve ne se rédUlse pas il une argumemation ad hoc chargée 
seuJcrncmt de réduire la méconnaissance ou le doute de l'interlocuteur ~ 

• prycho-cogmril'es oil il s'agit cette rois, par une explication, irréfu!JIble 
par soi-même , de réduire sa propre incertitude et d'obtenir un accord 
absolu avec sa rationalité; 

* épistémologiques où la preuve accroît la connaissance, élargit la théorie 
par de nouveaux énoncés ~tablis Sur des bases communément admu;es 
par les mathématiciens. 
Ce sont ces foncuons qui Vont donner du sens aux activités proposées 

(imposées?) aux élèves. Le maîlre est généralement le référent qui juger la 
validité du produit, qui éventuellement, le soumettra à la cnuque des nulres 
élèves, qu i mettra en évidence les acqUISitions cogni ti ves individuelles et 
collectives, l'extension de la mémoire de 1. classe, l'opéral.Jonalité des nou­
velles connaissances capitalistes, etc . Mais, il ne faut pas sc bercer de l'illu­
SIon didactique consistant il croire que la nécessité de passer de la conjecture 
ou de la seule consigne l'démonU'er" à Ilapport de preuve mathématique, ainsi 
que 1. rbé toroque de ce lle-ci, se rerOn t sa", heurts ni sans obstacles : 
"convaincre" s'obtient par d'autres voies détournées (par exemple, l'argument 
d'autorité), "se convaincre" peut se réduire à une confiance ou une approba­
tion moUes et fallacieuses et, de plus. peUl ne pas passer par une démarche 
canonique. Quant au progrès de la connaissance théorique. n'est-il pas vain 
pour c.nains élèves pUISqu'il serait prée<istant, déjà écri t dans l'histoire du 
savoir? C'est donc par une grande variété d'activités que nos objectirs didac­
liques seront aneÎn ts , par un long processus progressivement mis en place et 
nOD par une. in jonc l ion. La con je CI ure, dont la fonction eS l excita trjce ct 
entraine le désir de "savoir plus", pat conséquent dont une vertu principale 
réside dans l'enjeu de sa vérité, n'est d'ailleurs réellement formulable qu'au­
dessous d'un seUlI de certi tude : un excès d'évidence la scotomise. tuant le 
désir préc~dcnt. L'entrée dans le processll.s de preuve ne prend IUl aussI son 
sens que dans une cenai ne fourchette où l'incertitude n'est pas trop importan­
te, vu le coOt cognilif de son engagement. el où la certitude n'es t pas absolue 
APMéP • G"""", P_OmatiqUOS 
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car le gain serait dans ce cas dérisoire. 
On voit donc que les difficul tés didactiques ne sont pas minces et qu'cUes 

nécessitent des enjeux et donc des tâches bien adaptés il la fonction que l'on 
veut priviUglcr, Par xemple, le recours au "débat scientifique" (cL travaux 
<le M, Legrand) ou au connll socio-cogmûr en groupe. hien que très délicats 
il mener. présentent un réel intérêt dans un "avrul collectif où la situation 
présenlerail un caractère suffisamment ouvert. De même, une recherche. 
pour élèves isolés ou en binÔm~. sur micro-ordinateur. présente l'avantage de 
changer la nature des relations avec un nouveau rUércnt (u ne base de 
connillssances). d'auton""r un rytbme piuS personnel et de réduire l'effet des 
implicües et des tolérances auxquels le maît re se trOuve bien SOUVenl 
contraint. 

Généralement, en raison des programmes aCluels, les contenus priVilé­
giés sur lesquels porte une dém onstmlion sont de nature géométrIque (plane). 
Ce qui ne peut que compliquer la tâche didactique car. bIen souvent, les pro­
priétés à démontrer presenteDt un caractère d'évidence percep~vc , Trop peu 
de situations d'analyse nécessitent le passage par la conjecture. puis par s. 
preuve. sans doute parce que la majorité d'entre elles sont calculatoires ou 
descrlpûves (élude de foncuons. par exemple). Cependant. la recherche d 'une 
ntinorauon ou d'une majoration optimales n~cessitem des ju~ti fienlions appe­
lanl des théorèmes gênémux au mêcle Litre qu'une démonstration géomé­
trique, C'est aussi le C3.!i de problèmes d'nnthmétlque donl on peUl regretter 
la disparition des cursus scolaires. 

On pense 3ussi bjen souvent que la démonstraLion sc ramène exclusive­
ment à la déduction. rédUIte elle-même au modus ponens et au syllogISme. 
D'autres rormes de preuve intellectuelle SC rencontrenl en malhémauquc~ cl 
ne dOlvenl pas être néghg~es en faveur de!!. formes précédenles. particulière­
ment en second cycle . Il s·agit. par exemple. de la démonstration dlle par 
l'absurde, du "raisonnement par récurrence" , de la preuve par contre­
e:xemple, etc. El comme Ol situer le raisonnemen t Inductif qui trouve une 
place majeure da.ns les sciences "non dures"? La fonnauon mathématique ne 
peUl l'ignorer, ne scrail-ce que pour en mOntrer la "Iogique", les hmnes, les 
dangers mais aussi la puissance créalive. 

En résumé, disons que les \'trtus fonnatives au niveau socio-cogniuf de 
la preuve mathémat ique s'expriment en termes de consensuali té, d'universalI­
té. de généralité , de prédlctiblu'é, de rigocur .... Qu'en revanche, l'abu, consis­
tant à y limiter l'activité m:llh~matique conduit à nier ou, tOUI au moins, il 
scléroser les aspects positifs du recours à l'éVidence, au bon sens, à scléroser 
l'tntutllon, à systémathcr un comportement de doule . ... autant d'alliludes 
préjudiciables 11 une image vivante ct ou ven. de la pen ,éc mathématique. 
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