
Les Problèmes de l'A.P.M.E.P. 
Celte rubrique propou des problèmes choisis pour /'origillali~ 

lé de le ur c arac/~re : esthéliqu~ . subtil, ingénieux, voire 
récréalif.dont la riso/ution 'Jécessite initiath-es, démarelle iJ",elJti~ 
y t, r«herr:he, effort inlt/l,cru", 

Elfe accueille tous cellx qui ai..mtnt inventer, chercher de 
"beau.t problèmes" ... .si possible trouver du solutions. et [es invi­
te à donner libre cours IJ Jeur imagination créatrice. 

Priorité est naturellement réservée aur énoncés composés par 
des collèglles el au dia/oglu Quvert entre eux par le jeu des 
réponses el des solluions. Les ar4feurs sont priés de joindre les 
sotr4nons aux proposilicms d'énoncis. Enoncés, réponses et solr4-
tions SOIll à enl10yer à l'adresse sui .... ante (réponses à de.'" pro ­
blèmes dijJtunlS sur feuillt!s séparées 5, V,P. , salis oublier votre 
nom surchaquefeuilte) : 

François LO JACOMO 
21 rue Juliene Dodu, 

75010 PARIS, 

ÉNONCÉS 

ÉNONCÉ n° 249 (Gabriel FRAISSE, Il . Ferrals les CorbièreS) 

Quelle eSlla probabilité que, lors d'un tirage du 1010 national (combin",­
son aléatoire de 6 numéros parmi 49), il Y ail au moins deux numéros consé­
cums parmi tes 6 bons numéros ? 

ÉNONC~ n' 250 (d'après les Olympiades Internationales 1993,lslanbul). 

Montrer qu'il existe UDe JDfinilé non dénombrable de fonctions 1 de IN'" 
dans IN'" vérifi3J\llos trois conditions : 

f( 1) = 2 
f(j(n II = f(n) + n pour lout " E IN'" 

et fIn + J) > f(n) pour toul Il E IN'" 
mais que panci eUes, il exisle une paire et une ,eule (g , Il) telle que pour 
toute autre fonction / vérifiant ces trois mêmes relalions t 

"In E IN'" I(n)=g(n ) Ou f(n)=h(n) 

BulJelJnAPMEP' rf 40J • D6c8mbnt 1995 

945 

Bulletin de l'APMEP n°401 - Décembre 1995 



ÉNONCÉ N"251 (G, CAMGUILHEM, Aubervilliers) 

Soienl A', B' et C' les pieds des hauleurs d'un triangle ABC cl soiem B" 

et C" les points définis par A 'B" = kA 'C' et A 'C' = kA '8 ' (pour k réel 
quelconque). Les droi tes (88 ") el (CC" ) S< cOl/pelll e/l l 

Quel cSll'en:semble des points l lorsque k décrillR? 

SOLUTIONS DES ÉNONCÉS 

ÉNONCÉ W 231 (Marie-Laure CHAILLOUT, Sarcelles) 

" [ 1/3 
Pour quels entiers p l'équation d'inconnue Il : L k = pli admet-elle 

k= [ 

des solutions entières '? [X] désignant 1. partie entière de X. 

SOLUTIONS d'.près Marguerite PONCHAUX (Lille) 

L',dée origmale de Marguerite PONCHAUX consiste, plutôt que d'étu-

d,er direclement S ( II ) = i: [k 'j , à s'in téresse r d'a bord li. 
<= [ 

f{lI ) = [/l'1l1 " - S(II) , car celle fonction f est en escalier: constante sur toul 
,"lervalle [Ir', (h + 1)3[, elle ~'ro Ît de Ir' - 1 = "h - (/1 - I)(h - 1) - Il en 
Il = hl. 

Celle mélhode s'apparente ~ l'intégration par pan ies ou encore à ce qu'on 
appelle, en théorie des nombres, le lemme d'ABEL. 

Comme Il 2: il J 

Cl comme" < (h + Il' si ll 2:2, 

le cas Il = l, donc 1 $ " $ 7, fournissant 7 solutions triv iales de SC,,) = " 
(donc p " 1). 
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Si Il ;:: 2, ~ n < S (n) < 311 + 1 /1 de sone que p ne peul valoir 
4 4 

3h-2 3h-l Ou 3h . que: --, 
4 4 4 

1- Si p = 31u4, l'équation (1 ) se ramène à : /1 = 11(11 + 1)1-4. 
Pour tout p multiple de 3, l'équation acImel une et une seule solution: , 

/1 = (~p)(~ p + 1) - 4 

2 - Si P = (3h -1)/4, 

Or, Il étant premier avec h + l, Il ~ 1 n'est entier que si Il + 1 divise 4 ; 

compte lenu que p doil être enlier, la seule possibilité esl h = 3, p = 2, pour 
laquelle il exisle une solulion unique : " = 33. 

3 - Si p = (3h - 2)/4 

, 
3 h -411 

Il = h + ":- --:~ 
l, + 2 

qui n'est entier que si h + 2 divise 12 ; 
h = 10 convienl : p = 7 el/l = 1005, 
h ~ 2 ne convienl pas, car le Pl = 7 qui cn résulte n'est pas dans t'intervaHe 
[h' , (h + 1) ' [. 

Les autres Il donneraient à p une valeur non entière. si bien qu'cn définiti­
ve, l'éqUAtion admet: 
7 solutions entières pour p = 1 (n = 1 à 7), 
1 solution entière pour p = 2 (n = 33), 
1 solution entière pour p = 7 (/1 = 1 (05) 

2 

1 solution enlière pour chaque p multiple de 3 : " = (~p)(i p + 1) - 4. 

Autrts solutions .' 
Alain BESSON (74 - St Julien en Genevoi,), Oémld GOUBY (46 - Bagnac), 
René MANZONI (Le Havre) , Maurice PERROT (Paris ), Geneviève 
SAMBARD (St Quentin) .. . ct quatre solul;ons incomplètes ou fausses. 
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ÉNONCÉ N° 232 (Gérard LAVAU, Rouen). 

Donner un e.omple de fonction striclement croissanle dérivable donl ln 
dérivée s'annule en un nombre non dénombrable de points. 

SOLUTIONS 
Plusieurs solutions ressemblantes me Sont parvenues : de Stéphane 

LEGROS (Ro uen, aausmise par l'auteur), Jacques AMON (Limoges), 
Gérard GOUBY (46 - Bagnac), Bernard PETIT (Brest), Marguerlle PON­
CHAUX (LiUe) el deux solutions fausses, 

La question e.sentielle à se poser esl : en quels points s'annule la dérivée ? 
Il ne peUl pas s'agir de points isolés, car l'ensemble de ces pOints doit être 
non dénombrable. Mais cet ensemble doit aussi être d'intérieur vide, sans 
qUOl la fonction ne ~craJt pas strictement croissante. 

Le premier ensemble non dénombrable d'intérieur vide auquel on pense, 
c'est l'ensemble de Camor (utilisé par Sléphane Legros, Bernard Pet" CI 

Marguenle Ponchaux). Bernard PelÎl rappelle la construction que voici en 
posant : 

el 

S ([a. bJI=[a. 20; b]U[0\2b ,bl 

s (0 [ai , bill = OS([OJ ' b)]) 

(si les [a) , hi) sont deux à deux disjoints), puis ko = [0 , I J e l k. = 
+ ~ 

S (k" _ ,)+_ ('1 n;;" 1), l'ensemble de Cantor C = n k •. 

o 
C'est une intersection de rernl~s, donc un fermé. 

Comme, pour loul E, la mesure de S(EJ vaul les 213 de la mesure de E, la 
mesure de k" vaut (213)" , donc C eSI de mesure nulle donc d'intérieur vide. 

Par ai lieurs, C eSl non dénombrable : en effet, C eSI l'ensemble des 

L ~ avec 'ri i, a, E (0.2 ). il es t donc facile de consauire une swjec-

1 ~ 1 z 

.. -
tian de C ..... [0, 1 J qui à L ~ 

i_ll 
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Jacques Amon "LiUs. un aulre ensemble: celUI donl le complémenlaire 
<- . ... ~, 

U ·U]2k-1 1 2k-1 [ esl : -----r - ---g , --r ., la mesure de ce complémen-

S~lk- 1 2 2 2 

.aire I tant < 1/2, l'ensemble IUI-mSme. de mesure non nulle. SI non dénom-

brabl e. Mais il est d'jntérieur vide. car les 
2k - 1 
--5- sont denses dans 

2 
{O , 1]. 

Gérard Gouby nous lai",. le choix de l'ensemble. rappel am qu'il en .. iSle 
de mesure arbitrairement grande. Bernard Petit précise à cc sUJel que \lE > O. 
on peUl tropuver un ensemble non dénombrable c: [O. Il. d'inlérieur vide el 
de mesure> 1 - E. En revanche, on ne peuL pas trouver de foncLlon parrout 
dérivable str iclement croissante telle que l'(x l = 0 presque pa no'" (il 
cite : H EWITT E. and STRO"BERC K .. Real alld abrlracl Allalysis (Springer). 
p. 299. (Ex. 18.41d)1. 

Car, une fois l'ensemble chOIsi, la fonction esi faci le à construire ; il suffil 
de COn.!tlrUlre une foncrion conUnue nulle sur cel ensemble e[ strictemenl 
posiLive !oiur son complémenlairc) et de l'inlégrer. L'ensemble des zéros étant 
fermé. son complémentaire est ouvert. donc réUnion d'inter\'alle~ ouverts. el 
il sufnt de définir la fonClion sur chacu n de cc, intervalles ouvens , en 
\'e.llanl ~ cc qu'elle tende vers ,éro aux bornes dudit Quven 

Slépllanc Legm, uulise la dislance du poin' à l'ensemble de A~"'O" . 

C'est 1. môme fonction qu'utihse Bernard Peut et presque la même q u'ulilise 
Jacques Amon. mm!; Ci!n explicilnnt la conSl..ruction . G~ratd Gouby utilise une 
fonclion rolynoml.lc et Marguerite Ponchaux fait "ppel aux Slnu . 

On pouvait aussi ulilise r des exp (Ct=<l1 t -bl) perm.tUl.nt de construire 

Jes fonctions indéfin imen t déri vab les . Gérald Gouby e l Marg uerite 
Ponchaux t:on!oilruiscnl Ulfectement la fonction cherchée ct nan sa dérivée. 

Signalons également que l'énoncé ne précisait pas i lil fonction dCVSJl 

êlrc définie sur IR ou sur {O , 1 J, mOIS ccla ne change rien au problème : 
même un ensernhle de léros inclus dans [0 , 1] pennet de construire une 
foncuon soluuon définie sur IR. 

ÉNONCÉ N' 233 (Eugène EHRHART. Strasbourg) 

1) Le cercle inscrit au Iriangle A BC touche Ics CÔlés a, b, c en A', B', C'. 
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Soient (A 'A "), (B'B"), (CC" ) les hauteurs du triangle A 'B'C, Monlter que 
le trianglo A "B"C " est homothétique de ABC, 
2) Soient (AA 'J, (BB'), (CC) les hauteurs de ABC. Le cercle inscrit à A 'B 'C 
touche ses cÔtés nux points A "B "C', Montrer que le triangle A "IJ "C" est 
homothétique de ABC. 

SOLUTIONS 
Jean-Louis A YME (St [kais - Réuruon), René BE OIST (91 - Palaiseau), 
Jacques BOUTELOUP (Rouen) , Emmanuel BREULLLARD (él~ve de 
POllie rs , lauréat du Concours Général J 995), Marie-La ure CHAlLLOUT 
(95 - Sarcelles), Jacques DAUTREVAUX (06 - St André), Pierre DELHA Y 
(59 - Aubry du Hainaut), Edgard DEL PLANCHE 94 - Créte il ), Michel 
GARITTIS (59 - Houplines), Christian GAUTIER (Versa,lIes) , Gérald 
GOUBY (46 - Bagnac), Jean-Yves HELY (Rennes), l'IREM de Bordeaux, 
Mar ie-Chrls t, ne LOMBAR D (Toulon) , René MANZON I (Le Havre), 
A, MARCOURT (JO - Ste avone), Charles NOTARJ (31 - Montaul), Serge 
PAICIIARD (53 - Laval), Maurice PERROT (Paris), Marguerite PON­
CHAUX (Lille), R, RA YNAUD (Digne), Jean-Paul ROUX (42 - Unieux), 
G. SAMBARD (St Quen!in), R. STORCH (Mâcon) 
24 réponses me sont parvenues, dont je vais m'efforcer de présenter la syn­
thèse, 

La technique majori tairement uull5ée ConSISte Il prouver, par des ~gahtés 
d ' angles JOscn ts, que 
les côtés de A " B"C" 
sont parallèles à ceux 
de AB C, J'ar 
exemp)e, pour la pre­
mi èrt!: question, 
comme 8" el e" 
sont sur le cercle de 
diamètre (B'C' l, 
(B"C" CB') = 
(B "C, CB'), mai, 
dan!. le ce rcle i r­
co n.crit 11 A 'B 'C'et 

A 

figure j 

Insc r it d ans ABC, 8 A' C 
donc oangcnl à (A'C), (CB ', C'A ' ) = (A'B ' , A ' C) (figure 1) d ' où 
(A 'C)//(B" "J, 

Jean-LouIS A YME SIgna le que c 'est un cas particulter de la figure de 

REIM : si deux c cercles (C) ct (C') se coupent en M et N, une droilc pa"ant 

BuNDrmAPMEP rf'4QI - 0ecem0re '99S 

950 

Bulletin de l'APMEP n°401 - Décembre 1995 



par M recoupe (C) el (C') en Pel P' respecuvemem, une droile passanl par N 
les recoupe en Q el Q ' respcclivemenl, alors (PQ ) cSI parallèle il (P'Q') 
(démon'Ir.lion analogue). 

A. Marcourt fail nppcl à la nolion de paires de droites anuparal lèlcs. Les 
paires de droiecs (B'C,B"C") el (B'C" . CB") sonl anliparallèles. ce qui 
signifie que leurs bissectrices ont mêmes directions, et ce qui résulte du fait 
que B', C', B" ct C" sonl cocycliques. On peUL en dire aulant des paires (BC, 
B'C) el (A 'B', A 'C), d'où le parallélisme (B"C") Il (B'C'), car (B'C" , 
CR") = (A 'B ', A 'Cl . 

Pierre DELHAY, Edgar D,EL PLANCHE, Christian GAUTIER, Marie­
Christine LOMBARD el R. STORCH fonl Inlervenir le centre 0 du cercle 
inscnt dans ABC, donc circonsenl à A 'B'C' . Il e'l clair que [OA '1 esl ortho­
gona l à IBCl. mai> il eSI aussi orthogonal au ôlé IB"C"I du lriangle 
orlhlque de 'B'C. car B" et C" élant sur le cercle de diamètre (WC'), 

(B"C", R"B') = (C'C", C'B')=i--if 

A 

figu re 2 

8 A ' c 

ÜT, dans le Irlangle isocèle OA'C', (A '0, A 'B " ) vaut lui aussi i- -Er 
(A '8 ") élanl perpendiculaire à (B" B '), (A '0) est perpendiculaire à (B "C"). 

On peut aussi prouver , de ma nière analogue , que 

(8"0', B"A") = !E.-Er dont que (B'B'') hauleur du Inangle A 'B 'C' est 
2 

bisseclrice de son eriangle onhique A "8"(", c'est une propriété importante 
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du triangle Qrthique que lout le monde a utilisée, au moins pour la seconde 
question, Emmanue l BREUILLARD, Marie- La ure C HA IL LOUT, 
Geneviève SAMBARD sen servent dès la première question, prouvant que 
les triangles ABC et A "B "C" ont leurs bissectrices para ll~les , donc sont 

~ 

homothétiques, Il esl clair que (A 'A "J, bissectrice de B"A "C" , est par défi· -nition perpendiculai re à (B'C') et que la bissectrice de B'AC' est elle aussi 
perpendiculaire à (B 'C'), 1e triangle B 'AC ' étant isoc~l e, 

Mais le parn,lIélisme des côtés ou des bissect rices suffi t-il à prouver que 
les tnangles sont homothétiques? n impone, entre autres choses, de s'assurer 
que les triangles ne son t pas en Iranslation . Ceux qui y ont pensé /'on déduit, 
soil du frut que A", B" et C " ,ont strictement intérieurs au triangle ABC (le 
trianglc A 'B'C' est nécessairement ac utanglel , soit du calcul du rappon 
d'homothétie, qui est inférieur ou égal .1 1/4, En effel, si R est le rayon du 
cercle circonscri t Il ABC et r le rayon du cercle inscril dans ABC, donc c ir­
conscrit à A 'B'C', r S R/2, Or, le cercle circonscrit à A "B "C" n'esi autre que 
le cercle d 'Eu ler de A 'B'C', qUI passe également par les mI lieux des côtés de 

A 'B'C' l a donc pour rayon -2r 
S; R . Le rapport d'homothétie est donc 

" 
LS I-
2R 4 ' 

Certains ont signalé en outre que l' homothétie étail de rappon positif (B" 
et C " étant IOtérieurs au Irlangle ABC, A el A' sont de part et d' autre de 
(B"C " )//(BC) ; A ' el A " sont eux auss i de part et d'autre de (B"C")). oU 
qu'cl ic trunsformaiL Je centre 0 du cercle inscri t dans ABC (circonscrit à 
A 'B'C I

) en H. centre du cercle inscnt dans A "B"C", donc orlbOCenlIc de 
A 'D'C', Le centre d'homothé tie esl donc sur la droile d'Euler de A 'B'C' . 

En gu ise de transllion avec la secon de questi on, sig nalons la jolie 
démonslr.uon de Jacques DAUTREVAUX. MIchel GARJ111S et R. RA Y­
NAUD. Appelons l, 1", 1. el le les cenlres des cercles inscrit CL exinscnt au 

Lriangle ABC. Les bissectrices d' un angle étant perpendiculaires, (Al) est pcr­
p"ndlcul:ure à (/,1.), et ABC eSL le triangle orthiquc de l lil.lc, Mais (AI) est 

aw.>I perpendiculrure 11 (B'C'), car le triangle AB 'C' , dont (Al) est bi scctricc 
intérieure, CSllsocèlc, Donc IAIBlc et A 'B 'C' ont leurs côtés pamllèles et sont 

homothétiques : celle homothétie trans forme ABC, triangle onhique de 
1. I ,le, en A "B"C", tri.nsle orthique de A 'B 'C' , 

On vOIl apparailrC la parenté en tre les question s un et deux, l' JREM de 

Bordeaux a d'aJi leurs trai té la seconde a vant ln première , Seulement voilà, et 
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beaucoup de lecleurs l 'om remarqué, la seconde propriété n'es t pas vraie 
dans lOUS les cas . En efret. i, dans cette , econde question, l'on appelle 
~ ~ 

A' , B' et C' les ongles du triangle A 'S'C' , on en dédui l le, angles des lri -

angles isocèles A 'B"C", B'A " C" el C'A "B ", donc les angles du triangle 

" ----::- 1t - A' --: 'Ir - B' -:-- 1C - C A "B C"; A = ---, B' = ~ C = --- el ces angles sonl lous 
2 2 2 

trois aigus, alors que le triangle de départ ABC n'est pas obligatoirement .cu­
langle_ Comment peuven l- ils être semblnbJes? 

Plus précisement, pour lout uiangle acutangle ABC, les angles de SOn lfl -

angleorthlqueA'B'C'v.lenl: A':I<-2A , B' = 1<-28 el C- =I< - 2C; 

si on rapproche cela des relauons précédentes : Â" = 1< - A' • _ on com-
2 

prend 1. similitude des triangle ABC cl A "B "C" . Mws que sc passe-l-il si 

A> !!: ? En fait, si H esl l'orthocenrrc de ABC, les quatre triangles ABC, 
2 

ADH, AHC, HBC ont le même triangle or:thique A 'B'C', donc le môme tri­
angle A "B"C". lequel n'est bomothétique que d'u n seul de' <luatre, celui (il 
yen a un el un seul) qui est aculangle_(ügure 3) 

A 

Reprenons la démonstration la plus. fréquemment utilisée : (AA 'J, hauteur 

du trI.ngle ABC. est perpendiculaire à (BC)_ Mnis elle esl pc<p<ndlculaire il 

(S"C") il condition d'être 1. bissecuice i llférieur~ de IJ"A 'C' dans le lri-
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angle ISocèlt B"A 'C " : ce n' st pas le cas si ii >!!. ou ê >!!. . Dans ce, 
2 2 

deux cru; , (B "C " ) est non pas paral l ~ l c il (BCi mais perpendiculaire. 
Autre démonstraLion : les tangentes en A, B, C au cercle circonscrit au tri­

angle ABC se coupent selon un tnangle AoBoCo. Si le cercle irconscrit à 
ABC est inscrit dans AoBoCo, alors la première question pennet de résoudre 

la seconde. Mais ce n'est vrai que si ABC est acutangle, sinon son cercle cir­
conscrit est exinscrit au triangle AoBoCo. 

D' où l'idée exploitée notammenl par Jacques DAUTREVAUX, de 
reprendre la première quesüon en rernplaçanl cercle inscrit par cercle exins-

crit : on a encore homothétie, mais de rappon négatif _ ~ (qui, comme le 
2R 

fait remarquer Jacque, BOlJ11':LOUP, peul être égal à (- 1), Pour la <.<:onde 
question , le triangle ABC n' est pas homothétique au triangle joignan t les 

points de contact du cercle inscrit dans A 'B 'C' lorsque, par exemple, ê > !! 
2 

. Mais il est homothétique, de rappon négatif, au triangle joignant le' poinL< 

de con tact du cercle .xirlScrir à A 'B'C' dans l 'angle C' ,(figure 4) 

8 

A 

... ... .. .. . 
..•.. 

figure 4 

BulJetur APMEP - ri' 40' . Dkembre 1995 

954 

Bulletin de l'APMEP n°401 - Décembre 1995 


	Les problèmes de l'APMEP
	Enoncés
	Solutions des énoncés


