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1. Introduction 

Utiliser les systèmes de Calcul Formel exi.tanlS pour mener li bien de. 
calculs symboliques eS\ une activité de plus en plus répandue dans les labo­
ratoires de mathémaliques pures ou appliquées et dans de nombreuses autreS 
disciplines. C'est un sujet très intéressant car, grâce au calcul symbolique, 
loute la chaine du calcul scientifique peut ètre amenée à être modifiée. 

Mais ce n'est pas le sujet de mon intervention aujourd'hui. 
La recherche universitaire en Calcul Formel ne consiste pa.~ à faire des 

calcul. avec les systèmes déjà eustants. Elle onsi,te bie n plus en une 
recberche portanl sur les poin15 suivants : 
- torrnultilion précise de problèmu. Ce point esl essentie l car il arrive qu'une 

très petite modification de la formulation d'une question rende un problè­
me qui étail impoSSIble à traiter abordable, 

- efftetiviti. Y a-l-il une méthode effective pour résoudre le problème? 
- complexilt . Quelle est la complexilé des algonthmes résolvant ce 

problème? Y a-t-il des argumenlS permettanl de donner des bornes infé ­
rieures pour la complexité du problème? 

- efficacitl. PeUl on rl!soudn: le problème efficacement? Ce dernier point 
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nécessile souvent la mise en place d'outils logiciels ad hoc. 

Prenons quelques exemples de problèmes de recherche aCluels ; 

- la rhiorit dt Golois. On donne un polynôme à coefficients entiers et on 
veut connaître le groupe de permutation de ses racines. Un algorithme non 
efficace il ~t~ donné par E. Galois lui-méme. Des truvaux récenls d'A. 
Vall ,bouze el J.-M. Am.udiès donnenl des algorithmes prallques qUI per­
mellenl de ltruler le problème jusqu'au degré Il [Il 

- la dtmollstratioll al4romarique en géométrie. Ln formuluüon du problème 
est cs~entielle . S'il S'3git de trouver toules les conséquences vraies des 
axiomes, on ne va prus lrès loin. Si au contraire, ,1 s'agit de savoir si leHe 
conclusion est conséquence de telles hypothèses, des méthodes basées sur 
J'algèbre se révèlent êlres très efficaces (2J. 

- la résolutioll d~1 s)'slèm~s pol)'tWmiaux. Là enCOre il convient de préciser. 
Décider s , un système d ' équation s polynomiales a un nombre fini de 
racines est un premier problème qui se résoul plus facilement que le calcul 
explicite des racines. Calculer expUcilement les racines doil êlre préCIsé 
aussi . Il peut ,'agir d'un calcul symbolique, o~ l'on calcule à partir du sys­
tème de polynômes de dépan de nouvelles ~ua ti ons plus simples, où les 
~oJuuons seront données, par exemple. sous Conne de fonct ion polynomia­
le des solullons d ' un polynôme en une seule variable. 11 peUl aussi ,agir 
d 'un calcul numérique où l'on demande des garanties sur le;, approxima­
tions obtenues. 

Les dIfficultés pour résoudre les syslèmes polynomiaux sontlTés surpre­
nanles. A tilte d 'exemple le système "Cyclic 7" semble très Simple . Ses 
équations sont les sai vantes 

x,+ .. . + 7 = 0 
XJ%Z +x2.l")+··· +X7Xf = 0 

XI· X7= 1 

Mais les talculs pour le résoudre sonl giganlesque,. C'est seulement 
depuis quelque, années qu ' on a pu en dire quelque chose, et 00 commence à 
s' attaquer mailenant a Cyclic 8,9 10 ... Les syslèmes de calcu ls fonnel eXIS­
tanlS ne peuvent résoudre ces problèmes el des programmes sp.!clfiques dOi­
vent êlre développ.!s. 

- le cas deI. Elant donné un polynôme à coefficients en uers. on veul d~ l e r­

miner rapidement le nombre de ses racines rée lles. De même pour les sys ~ 

lèmes polynomiaux, quel eSl le nombre de mcines réelles? Qu'est cc qu'un 
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nombre réel et comment le représenter en machine? De nombreuses appli­
cations à la vision, à la robouque. à la démonstration aUlomatique concer­
nent le cas réel. 

2. Structures 

Depuis les années 1980 les rechercbes en calcul formel ont ~té encoura· 
gées par le CNRS au travers de diverses struc lures (GRECO de Calcul 
Formel. GOR Medieis. GOR MathématJque-/nformaùque) amSI que par 
l' INRIA. Des équipes se sont développées (Bordeaux, Grenoble, Limoges, 
Nice, Palaiseau (Ecole PolYlechnique), Paris, Rennes). 

L'enseignement du calcul formel s 'eSI aussi développé. A. Paugam à 
Rennes a fait un document donnant la li ste des enseignements existants. A 
Rennes par exemple depws 1985 , un enseignemenl de DEA, CODcemant 
environ 5 6ludianlS a élé mis en place, pu.is un module de mru"trise concer­
nant une Irentame d'éludiants pui~ récemment un module optionnel de licen· 
ce concernant plus de cenl étudiants. 

Enfin plus réceliunen~ le5 projets de recherchee européens ont permis de 
mettre en place des projets intégrés n Europe. Par exemple le projel euro­
péen d'ESPRIT POSSO (pour POlynomial System SOlvtng) regroupe sous 
1. direction de C. Tmverso de Pisa des équipes d ' Allem.gne, Angleterre, 
Autriche, Espagne, France (Limoges, Nice, Palaiseau, Paris , Rennes), Ital ie, 
Suède. 

3. Exemples tirés du ca réel 

Je développerai plus particulièrement quelques exemples concernant le 
cas réel puisque c'est celui dans lequel je travail le mOI-même. J 'espère vo"," 
convaincre ainsi uc la reçherche en calcul formel n'est pas une activité éso­
térique, el que de nouvelles solullons pour résoudre les probl~mes de hase 
sont encore: l'objet de recherches actives. 

Le comptage des racines réeUes est un problème ancien qui a été paruel­
lement résolu par R. Descartes. Ooscanes a énoncé la règle suivanle : le 
nombre de racine réelles positives d ' un polynôme (comptées avec multipli­
cilé) est inférieur ou égal au nombre de changements de signes dans la uile 
des coefficients non nuls du polynôme. En particulier, un polynôme avec peu 
de coefficients nOn nul a toujours très peu de racines réelles <el donc beau­
coup de racones complexes). 

Plus tard, vers 1835, C. Siurm a donné une méthode permeuant de com(>-
1er exaclement les racines réelles distinctes. Toutefois ceUe méthode, basée 
sur la division euclidienne (voir [3), donne naissance à des polynômes 
énormes et rend les calculs peu prnlicables. Une nouvelle métllode, nommée 
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"suite de Sturm-Habicht", et qui consiSle à relier les calcu ls de divisions 
euclidiennes à de. calculs de délerminants de matrice el de contrôler ainsi ln 
taille des cocffcienls produits a ttt mtroduile en 1988 par L. Gonzale7 Vega, 
H. Lom""rdi, T Roclo el mOi même el donne d'excellenls resullats pratiques 
[4). 

Les nombres rtels généraux ne peuvenl naturellement pas être codés 
exactement en machine, Mais qu'en est-i l des nombres algébriques réels , qui 
sont réels et racines d'un polynôme à coefficients ntiers? L'approche la 
plus nalurelle consiste 11 caractériser la racine par le polynôme qu'clic annule 
(puisque ses coefficients .onl entÎers , il peUl êtn: codé en machine) 1 un 
intervalle d'isolation 11 extrémités ralionnelles (là encore une infomlation 
finie). 

Utilisanl un résultat de R. Thom, datant de 1965, Michel Coste et moi 
avons proposé cn 1988 une nouvclle manière de coder un nombre réel algé­
brique en machine. Le lemme de Thom cons ISle il remarquer que deux 
racines réelles distinctes d'un polynôme P donnent des Signes différents 11 la 
suile des dérivées de P. La démonstration esl du niveau tenninnle et se b<lse 
sur une récurrence facile sur le degré du polynôme. On peUL ainsi caraclériser 
un nombre algébrique réel par une suite de signes. sans aucune infonnalion 
de nalure numérique . Il fOUI bien sa.. montrer ensui le que celle infonnntion 
sur les signes des dérivées aux différenles racines réelles peut s'ohten ir à 
partir de p, par un calcul purcmentalgébrique. CCCI se fail grâce 11 une exlen­
sion de la suile de Sturm Habichl 14]. Celte mémode a un IOtérêl pratique 
dans certatns cas mais son véritable inlérêt est théorique car cc résullat esl 
valable dans des situation non archimédienncs qui sont iOléressantes pour 
l'élude des défonnatÎons. 

Disons enfin quelques mots des applications du cas réel 11 1. ViSion. Si on 
pan d'objets délinis par un nombre fini d'équations el inéqualions polyno­
miales dans l'csace, les théorèmes généraux de la géométrie algébrique réelle 
15] pecmeltenl de voir 
- que le nombre d'aspects visuels de l'objet (disons : la lopologie de son 

contour apparent) est en nombre lini , 
- que les événements visuels possibles pour lesquels le contour apparenl 

change sont en nombre linis (il y a dlJt neuf événemenls possibles de ce 
type, comme par exemple l'émergence d'une partie achée), 

- qu'on peUl décrue explicilement grâce à de. calculs symboliques les diffé­
renlS cas possibles. 

Le développemenl de ce point de vue fait l'objel de la thèse de mon élU­

dianl T. van Ellefterre [6] . 
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Fondements de 
l'Evaluation 
Mathématique 

Brochure n° 96 

Ctl ouvrage riunit pour l'A. P. M.E.P. Irois noms qui lui sont chus. 
troi.r grands noms de l'enseignem~nt cOnltmporain d~s nrathél1JlJt;q,'~s: 

• d 'abord, bien sûr, Georges GLAESER, amtur d. cellt brochure, naguèr. 
Dirtcteur dt l'IREM de S',aJbourg, initiattur de tant de choses, nôtam­
men' pour in formalioll d~s maîtres e.t la didactique d/!:r ma,hémaliql~es, 
ch~villt Ot4Vrièrt!. tnlre autres. d'un inégalable (f,Livre des problèmes», .. . 

• AnlOint BODIN. maîlre d 'œuvre d'E. V.A. P.M. , .1 dev'nI~ au fil du ailS, 
un spécialisl~ interna/ional des problèmes d'évaluation" .. 

• Aibul BADRIKlAN, qui a r.lu . 1 annolt avec soin 1. manuscrit de 
Georges GU.ESER mais qui, malheureusement disporu le 3/ juillel /994 
à Chamonix, a /o.issi à Antoin. BODIN le soin dt prbentu seul cette bru· 
ch lire. 

Pu.i..su ceUe b~hl1ft vous aider à vérifier au mieux tant d'idées 
reçues, depuis des lustres, sur l'éVBIuallon ... 

Exlnlil de la préface d'Henri BAREIL 
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