Bulletin de 'TAPMEP n°401 - Décembre 1995

Seminaire 1994

Questions a Robert Amalberti:

DERIVE
et la programmation
fonctionnelle

Question : Le logiciel de calcul formel DERIVE, depuis sa version 2.0, ne
posséde-1-il pas des possibilités de programmation un peu réduites ?

Réponse :11 est vrai que ces procédures résident en Lout et pour tout dans
deux constructeurs, 'un itératil - ITERATE - et ]'autre récursif - IF -,

En fait, avec un peu de pratique, et pour peu que 'on veullle bien faire
abstraction de ses habitudes (éventuelles) de programmation procédurale, la
programmation fonctionnelle que permettent ces deux constructeurs seé réve-
le particulizrement riche, souvent & la fois concise et élégante, trés proche de
la pensée mathématique. Pour celui qui a connu les listings interminables de
Pascal, quel plaisir de programmer en une seule ligne le calcul de la repré-
sentation paramétrique de la développée d'une courbe plane ou la décompo-
sition LU d'une matrice !

De plus, on remetl ainsi nécessairement en valeur une grande absente de
la formation mathématique traditionnelle, & savoir la pensée récursive.
Pourgquoi, lorsque le langage s'y préte, calculer itérativement un objet mathé-
matique défini récursivement ? La FAST FOURIER TRANSFORM de
COOLEY et TUKEY a fait, depuis 1964, le tour du monde des laboratoires
d"électronique et de mathématiques appliquées 2 I'industrie ou 2 la

recherche, mais on conlinue dans I"enseignement & limiter la pensée récursi-
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ve & un peu (trés peu, dans le secondaire) de démonstration par
récurrence : un exemple significatif est celui de la notion de barycentre qui
est toujours définie itérativement alors que "on glisse rapidement sur sa pro-
priété dite d' «associativités, laquelle n'est autre que sa définition récursive,
et donc un mode de calcul particuli¢rement performant !

Un bon exercice consiste d'ailleurs & essayer de programmer récursive-
ment tout ce que I'on a programmé itérativement ou vice-versa, puis 4 com-
parer & la fois I"élégance des écritures et les temps de calcul. De ce cdié-la,
Derive réserve quelques surprises aux détracteurs de la récursivité.

Q » Peux-tu nous décrire, exemples & l'appui, les deux constructeurs de
DERIVE?

R : ITERATE

La syntaxe en est :

|ITERATE@

x q a 4 n)
¥ f r_f_l
expression : T nombre de
foemélle substitué initialisation boiicles

1l s’agit, non pas d'une simple affectation, mais d'une procédure combi-
née de substitution et affectation itérée n fois. Pour n positif, on peut décrire
cette procédure en langage algorithmique de type pseudo-Pascal, sous la
forme :

,t::r poll ob subst(u,x,y) représente le résultat de la
yivariable formelle substitution de la variable formelle y 2 la
k:réel variable formelle x dans 1'expression w.

adbnt: Q : Quelles applications peut-on en faire
yea
kel dans nos classes 7
tantque k € & ITERATE est une procédure particulie-

faire rement adaptée au calcul du n "™ terme
y ¢ subst (u4,%.¥) | d'yne suite définic par récurrence.
ke—k+1
fintantque ITERATE(2 x + 1, x, a, 1)
sortie ¥y a + 1
fin ITERATE(Z x + 1, %, a, 2)
4a + 3

Par exemple, ci-contre, la suite | ITERATE(2x + 1, %, a, 100)

Wy = 2:4,‘ +lLuy=a: 1267650600228229401496703205376 a

+1267650600228229401496703205375
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ITERATE est aussi pratique pour, tout simplement, substituer une indé-
terminée & une autre dans un calcul formel ; par exemple, la primitive ci-des-
sous permet d'écrire le développement limité en A de fixy + k) :

B: DEV_LIM(f,tB,n):=TAYLOR(ITERATE(f,t,tB
+h,1).h.8,n)

9; DEV_LII‘*@%EL. 1, 4|
t

4 3 2
10: _ 77h e 13h Sh + 5

12 3 P

Moins évident pour qui pense uniquement en termes d’affectation, [TE-
RATE accepte un paramétre n négatif et rend alors pour m = ~ 1, la valeur de
y qu'il faut substituer & x dans u pour obtenir a comme résultat (itération
mnverse) :
1Z2: ITERATE (2x+1,x,a,-1)
1

13: 2=
2

14: ITERATE(2x+1,x, ITERATE(2x+1,x,a,-1),1)

15: a

16: ITERATE(2x+1,x, ITERATE(2x+1l,x.a,l), -1)

17 =

ITERATE permet donc d'inverser, si cela est possible, une fonction réelle
d'une variable réelle :

18: "programmation du calcul de l’inverse de
la fonction définie par u”
27: INVERSE{u,x) := IETARTE(u,x.,x,-1}

[l+x
_—_'x
28: INVERSE |1 - %
29- x -1

x 4+ 1
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Le constructeur IF,
La syntaxe en est :

[F(clause-lest, instructionl, instruction?, instruction3)
(booléen) (alors) (sinon)  (non évaluation)

L'instruction 3 s'exécute en cas de non évaluation de la clause-test, péné-
rulement lorsgque DERIVE compare deux expressions formelles différentes
ou une expression formelle 4 un nombre (voir plus loin la programmation du
degré d'un palyndme). On peut I'omettre {(ainsi gue instruction2) si I’on est
siir du résultat de I'évaluation de clause-test.

L'exemple le plus banal d'utilisation est la programmation récursive “de
téte" dite encore “initiale” de la fonction factorielle :

3l: FACTORIENIE(n):= IF{n=0,1,n FACTORIELLE(n-1})

32: PACTCRIELLE(50)

33: 3041409320171337804361260B166064768844377641568960512000
nopogaoon

L'appel de 1a fonction factorielle ainsi programmeée géndre un processus
d'empilage (pile de récursivité) puis de dépilage que l'on peul représenter
schématiquement sous Ja forme suivante : (pour n = 3, par exemple)
Factorielle (3)
A Factorielle (2)
3 (2 Factorielle (1))
3 (2 (1 Factorielle (0))))
J(2(L1)
3(2.1)
3.2
6
Q : N'existe-1-il pas des procédés de programmation récursive plus efficaces
gue d'autres ?
R : Si, il existe par exemple la programmation récarsive dite "de queue”
(tail recursion), ou encore "terminale”, qui s'avére ues efficace.

Britvement, la programmation récursive terminale consiste & définir
récursivement un invariant de boucle dont les variables et les fonctions ne
sont pas typées est fabuleuse. I1 faut bien comprendre, ¢n effet, qu'une fonc-
tion récursive peut s'appeler elle-méme et fournir un résultat lié & son intali-
sation sans que la nature de l'objet qu'elle recouvre ait été parfaitement expli-
citée.

Dans l'exemple de la factorielle, définissons la fonction Fact_aux(n/)
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par Fact_aux(n,k) = Fact_aux(n-1,nk) pour exprimer que
kln(n-1).n=2) ... 1] =kn[(n=1).(n=2) ... 1]
ou encore que le résultat de la procédure que nous allons mettre en ceuvre est
le méme en » étapes & partr de & qu'en n — 1 étapes A partir de nk (pour cal-
culer 1.2...(n=1).n.k), il vient :
Pact_aux(n,k) = Fact_aux(n-1,nk) = . = Fact_aux(1.2.3.n.k)
1l suffira donc d'initialiser Pact (n,k) en posant ;
Sin = 1 alors Fact_nux(nk) = k
pour pouvoir écrire :
Factorielle(n) = Fact_aux(n,l1).
De cette fagon, 'appel de factoriclle (3) génére le processus schématisé
ci-dessous :
Factorielle (3)
Fact_aux(3,1)
Fact_aux(2,3)
Fact_aux{1,6)
6
Etil n'y a plus de dépilage!
Programmation sous DERIVE

35 : FPACT AUX(n, k) := IFln=1, k, FACT AlX(n-1, n k)

36 : FACTBIS(n) := FACT_AUX(N, 1)

37 : FACTBIS(50)

38 : 3041409320171337804351260816606476884437764156896051200
0000000000

L'avantage de ce prodeédé de programmation récursive n'est pas évident
sur cet exemple mais nous verrons par la suite qu'il peut en éwe différem-
ment sur des exemples plus compliqués.

Q @ Peux-tu nous en donner quelques-uns ?

R : Jen donnerai deux classiques, celui de la suite de Fibonacci et celui du
degré d'un polyndme, qui permeltront de comparer les avantages respectifs
d'une programmation itérative et d'une programmation récursive.

Suite de Fibonacci

La suite de Fibonacci, célébre par ses liens avec le hombre d'or ¢t ... les
petits lapins, est définie par :
=0, u, =1 et, pour n supéricur ou égal a 2, u, = u,_ 1+ u, .

Ecrivons une premiére programmation de type itérative utilisant la nota-
tion matricielle :
Bullatin APMEP 1 401 - Décembrre 1995
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s S |
1 o}; m, [1'0], n]
2: FIB1(200)

3: [453973694165307953197296965697410619233826,
280571172992510140037611932413]

1: FIBl(n) := ITERATE [m .

(nota: (n Ma_1) =(Ua-1 H.-?,]X( i {I) ])

Fib0 (n) fournit le couple (uag , kagq) €N 2,7 secondes sur un 386 SX 20).

La définition de la suite de Fibonacci étant éminemment récursive, il est
naturel de penser & une programmation de méme nature, et la premiére idée
qui vient en téte est d'écrire :

28: FIB1(N) := IF(n€l, n, FIBRl(n-1) + FIBl((n-2))
29: FIB1(1S)
30: sl0

Catastrophe ! Fibl est incapable de calculer uyy et met environ 16
secondes pour calculer u . Que s'est-il passé ? En fait, nous avons créé un
arbre binaire de récursion qui, & défaut de technique de mémorisation des
neeuds (I'option REMEMBER de MAPLE déja évoquée) a multiplié les cal-
culs redondants selon e schéma suivant (pour n =3) :

Fib1(2)

[Fib1(0)y ] [Fbi() | [EbI(1)]| [Fbl2

[FiblO) | [Fibli(1) |

La “vectorisation” de la récurrence permet alors de retrouver une pile de
récursivité (et non plus un arbre) sous la forme :
Bulletin APMEF rr 401 - Décombre 1995
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33: FIB2(n) := IF ﬂ’[mﬂ.[l, 0], me-u.[ i : ]]

34: FIB2(200)
35: [453573694165307953197296969697410615233826,
2B0571172992510140037611932413

Fib2(200) étant ici calculé en environ 4 secondes.

Essayons la récursion terminale. L'invariant de boucle peut s’ exprimer de
la fagon suivante : u, se calcule en n éapes & partir de & ou f ou en n-1
étapes & partir de o+f et o, Définissons Fib3_aux (n,o,f) par:

Fib3_aux(n,o,f)=Fib3_aux(n-1,x+fi, x)
8i n = 0 Fib3 _aux(n,u,pf) =

ona;
Fib3_aux(n,u;,ug) = wuee = Fib3_aux(0,u,.; . uy,)
d'odu, = Fib3_aux(n,1,0).

37: FIBI_AUX(n,a,p):= IF(n=0,B, FIB3_AUX (n-1,a+B,a))
38: FIB3(m) := FIBI_AUX(n,1,0)

39: FIB3{200)

40: 280571172992510140037611932413038677189525

Et bravo pour la «fail recwrsions puisque le calcul s'est effectué ici, malgré
I"appel de deux primitives de programmation extérieures au systéme en 2,6
secondes !

Degré d'un polyndme

Comment faire calculer & DERIVE le degré d"un polynfme a coefficients
formels (bien utile pour programmer ensuile la division euclidienne, pged,
ppem, ete.). Récursivement, on peut définir deg P par (P' désignant le poly-
néme dérivé)

Si P'=0 alors
si P=0 degP =~ infini sinon degP =0
finsi

sinon degP := degP™+1

finsi

Le probléeme élant gue DERIVE ne sait pas évaluer la clause-test a = 0
lorsque a est une variable formelle libre, ce qui va nécessiter une petite gym-
pastique de programmation utilisant |"instruction 3 du constructeur IF.

Une premiére programmation récursive (le mode itératif n'est vraiment
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pas de circonstance ici) de type initiale ou de téte donne: (remarquer la
double utilisation de !'instruction3 du constructeur IF destinée, & la fin du
second IF, & pouvoir conclure que le polyndme constant a est de degré 0 et, &
la fin du IF de début, & exécuter la récursion pour les polyndmes de degré
supérieur ou égal & 2 ou du tye ax + b, landis que le | donnant I'instruction
précédente traite le cas des polyndmes x+b)

d d
12: DESRE(p):= IFl—p=0, IF{p=0, -=,0,0),1,1+ =
P y{ p p= ma{ ]]

18; DBEGRE(ax® + bx + c)
19: 2

13: DEGRE (ax100)

14: 100

En 13: et 14:, la réponse est obtenue en 7,5 secondes (toujours sur le
méme 396 SX 20),

Une deuxiéme programmation de type récursion de queue peut s'envisa-
ger sous la forme suivante qui consiste 3 eréer un invariant de boucle signi-
fiant que la somme du degré de P et d"une variable n est constante si chaque
fois que I'on dérive P, on augmente la variable n de 1:

Merci de nouveau a la récursion terminale puisque DEGREBIS calcule le

32: DBIS_ AX(p, n) :=

n’{pﬂ]. n,DBIS a% e, n+1], DBIS_ND{% p.ntl]]

33: DEGREBIS(p) := DBIS-AUX(p, -1) + IFlp=0, —= ,0,0)
34: DEGREBIS (axi00)
35: 100

degré de ax'™ en 4,3 secondes !

Q : Ul existe, je suppose, des exemples moins courants, c'est-d-dire qu'on n'a
guére l'occasion de rencontrer dans l'enseignement secondaire, et qui per-
mettent de bien comparer ces deux méthodes de programmation.

R : Bien sir, et je ne résisterai pas au plaisir de vous en présenter quelgques-
uns.

Bulistin APMEP ™ 407 - Decembre 1935
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Polynomes de Bernoulli.
La suite (£,), des polyndmes de Bernoulli est définie par :
PyX)=1et pourn>1:

' 1
P’ (X) = nP,(X) avec P(X) =nP 4X) avec f Pt)d=0
ﬂ

L'exploitation des possibilités d'itération inverse du constructeur ITE-
RATE en donne une premidre programmation récursive initiale sous la
forme (noter la déclaration, obligatoire de P(n) comme fonction de n) :

T: Bln) :=
g9: Pin) := IF[naﬁ,l,fn p(n-l)dx]

i
t"} llnf'
+rm:rz[fuunrn1dx+a)dza 1]

10: VECTCR(P({k), k, 0, &)

2 L] 8 | 3
11 1 o Gl 1 %{2%x -3x+1) 30x -60x +30x —1
H Ly W =R —, *
6 2 30

Le vecteur des p(k) pour k inférieur ou égal A 4 est calculé en 4 secondes.
La programmation récursive terminale consiste & définir un invariant qui
exprime que le résultat de n étapes du processus A partir du polyndme p est le
méme qu'au boul de n— 1 €tapes A partir du polyndme

frax+ HERATE{;;,'U P+ a) dx.a..O.—l]

ce gui donne :

=R
BERAUX (n, p) :=IF (n=0,p,

BERAI.JX{N-I.I npdx#ITERATEU’G‘Inp dx+a dx,a,0,-1)))

BER (n) : sBERAUX (n, 1)
VECTOR(BER (k) , k,0,4)

2 4 | 2
u i A | 142: —3x+1' 30x ~60x +30x -1
1.1'—.2& -5+, "
2 6 2 30

Le vecteur des polynomes de Bernoulli, de degre inférieur ou égal 4 4 est
calculé ici en 2,3 secondes.
Bullstin APMEP i 401 - Décembre 1995
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Si P, désigne le polyndme de Bernoulli, de degré n, on définit le n-idme
nombre de Bernoulli B, par B, = P,(0).

L'utilisation de la formule d'Euler-Mac Laurin conduit alors & 1a pro-
grammation ci-dessous ol Z désigne la fonction zela de Riemann (les 16 pre-
miers nombres de Bernoulli sont obtenus en 0.4 seconde) ;

BERNOULLI(n) :=1F(n=0,1, IF (n=1,~-1/2,-nZ{1l-n)))
VECTOR (BETNOULLI (k) , k,0,15)

7

1:'5!}'!0!"1_r r'}—r v""l—au'a_s":oi"&:o;—'-o
2 6 30 42 30 1] 2730 6

Résolution d'un systéme d’équations non linéaires et intégration
Gaussienne
Programmation récursive de la résolution d'un systéme d'équations naon
linéaires ;
Considérons un systéme de n €guations non linéaires aux n inconnues o
ul(l‘ll. Ve g CI‘.,,] =0
[ u,{ﬂ,. Piew C(,,) =4
Dans cenains cas, la simple substitution itérée d’une inconnue exprimée
en fonction des autres dans la suite des équations permet d'aboutir  la réso-

lution du systéme. C'est ce que fait la pnmitive SOL (programmée récursi-
vement en récursion terminale) ci-dessous quand on 1'applique & la matrice

ulu; e u,.,
Olyly . Oy
DIM(u) : =DIMENSION(u)

EL{u, k,1):= ELEMENT (u,k,1)

SOLAUX (m, k) :=1IF (k=DIM{m' ), ITERATE (ELEMENT (m,2),
EL(m,2,DIM(m')), ITERATE(EL(m,1, DIM(m')},

EL(m, 2, DIM(m’)).0,-1,),1), SOLAUX(ITERATE(m,EL(m,2.k), ITE-
RATE (EL(m,1,k), EL(M,2,k}),0,1),1).k+l))

SOL {m) : =SOLAUX {(m, 1}

Application a la détermination de formules d'intégration Gaussienne
Considérons la formule d'intégration numérique :

[l}'Llf(t)d=af(a)+j3f(b}+ E(f) (aet b appartenant a IR)

Bullstin APMEP 1 401 < Décembra 1995
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Le probléme consiste & déterminer o, B, a et b de telle fagon que la for-
mule soit exacte (E(f) = 0} pour un polyndéme de degré aussi élevé que pos-
sible. Une premiére approche consiste A fixer les points a et & aux deux
extrémités de |'intervalle d'intégration ¢t done, & déterminer seulement o et
[ de fagon que (1) soit exacte pour les polyndmes de degré inférieur ou égal
al.

x—l =—1

1
AUX (u) &= f ude - ¢ lim (uw) - Blim (w
1]

1
VECTOR (AUX (%) , Kk, 0,1) {"“" B#de oP ]

w L - ﬁ « 1 - B I'
SOL( )
« B |

L Rl

B
|

Ceci donne la bien connue formule des traptzes (réécrite avec les coeffi-
cients trouvés sur un intervalle [x, v] quelcongue):

¥
f f()a= y: )+ foyn+EM

Une deuxiéme approche consiste & “libérer” le point b de fagon a le situer
au mieux pour aveir une formule (1) exacte pour les polyndmes de degré
inférieur ou égal & 2:

E e D

AU'XI'-JJ:=f udx - glim(u) - plim (u
[+]

1 1 ¢
—ﬂ.-ﬂ*’l; E-bfl. -_J—"hB ]

3
VECTCR{AUXIx ).k,0,2)

Lad ||._.

-—a-f+1 L-bg -b B
SOL( 2 )

o g b

]

h|w

w8
[ S

Butllatin APMER ' 401 - Décambra 1895

921



Bulletin de 'TAPMEP n°401 - Décembre 1995

On obtient alors les coefficients de la formule dite de Gauss-Radau ;

y §
fya=X=%

Enfin, on peut “libérer” les deux points a et b de la formule (1) :

f(x) + Sf(x +§{y 3 xJ)) + Ef)

x—a -l

i
qum:=f udx - glim(u) — Biim (u)
-]

1 ] - S T i 3= 4
VECTOR{AUX (x¥] .k, 0.3 [ -a-fiel, —m-ﬂ.’ﬂ-z—. -a a-L ﬁ*—;—. -a i=b ﬂ-;]
~a-fel --nmo% -a;a-ba&% -ulrz-hl[k—:-

y 13 &
son( @ i} a8 b ) i_‘E'

ce qui donne la bien connue formule de Gauss d'ordre 2
»
fd =Y=X|fxey  y=x) efx+y Y—x) £
w z“z el AR ERETE A
X

Mais rien n"empéche de concocter sa propre formule (peut-£ire moins
performante, ce qui justifierait des calcols trés intéressants de majoration de
la valeur absolue de E(f)). Par exemple :

i
i\mltul;-f udx = @ Lim = Biin -p lia
9 - b LN x =1
cn=B-ga B e 1w LR 1 m B OO 1
soLl Al 'hﬂ»‘z 1&“1513 lhlﬂﬁal.'
o« B - b
C E3
3 i Gl
gui correspond &

F
f()yd =u[2r‘1 + L")-(‘(ﬂ) 4 11{; + M)}+ E®
3 - 2 4
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Q : Nous ne doutons pas que la programmation récursive se monire perfor-
manie dans bien d'autres cas. Peux-tu, sans entrer dans tous les détails, nous
en donner un apergu ?
R :Evidemment, on peut utiliser avec efficacité ce procédé pour le calcul des
polynéme interpolateurs de Lagrange, dont voici un exemple de caleul :
L'exemple traité ci-dessous est celui de Ia fonction
|

e

sur 'intervalle [- 1, 1] divisé en 7, 8, 10 parties égales:

LAGRANGE|

1
e
o o
e —L

acauvcH —
(1.247) "

La représentation gra-
phique met en évidence la
mauvaise qualité de I'ap-
proximation de f ainsi
obtenue ¢t de spectacu-
laires effets de hord .
décrits par Méray et
Runge au début du siécle
(phénoméne de Runge).

Un autre exemple est pris en algébre linéaire, avec le procédé d'orthogo-
nahisaton de Gram-Schmidt, qui permet de construire 3 parur d'une suite de
vecteurs linéairement indépendants d'un espace vectoriel euclidien £ une
suite de vecteurs deux & deux orthogonaux, on méme une suite de vecteurs
orthonormée.

Programmation itérative

La donnée de r vecleurs se fait sous [a forme d'une matrice A de type
(r.n) dont les vecteurs-lignes sont les coordonnées dans une base orthonor-
mée de (1 ;... 4,),

En désignant par dB le nombre de lignes de la matrice B (DIMEN-
SION(B) dans Derive), B® la k*= ligne de B (ELEMENT(B k) dans Derive),
M la matrice courante,

La primitive d'orthogonalisation, donnant (i ; ... &), s'écrit alors:

Buflatin APMEP * 401 - Décemnbra 1995
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Gram-Schmidt1(A):=
Itkre(dA-1) fois
ajout & M du vecteur A L_Tica AIM+IMI/(MIMIHM!
@& partir de
M=[Al]
d'on

NORMALISATIONVECTEUR(w):= _{;w:

NORMALISATIONMATRICE(D)=VECTORNORMALISATIONVECTEUR

(ELEMENT(b, k Y), k . 1,DIMENSION(b))

AJOUTVECTEUR(aV):=VECTOR(IFUF(kSDIMENSION(a}ELEMENT a k).v),
k1, DIMENSION a)+1)

G5 (a)=ITERATE(AJOUTVECTEUR(m, ELEMENT a, DIMENSION(m)+1)-

Wi‘“’*"" ELEMENT . DIMENSION(}41). ELEMENTUR.) gy rtnTim
- (ELEMENT\m i) ELEMENT(m, 1)) '

m,|ELEMENT a,1))DIMENSION(a)-1)
GSy(a):=NORMALISATIONMATRICE(GS,(a))
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Exemples d'utilisation
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NOTE: La derniére ligne du fichier graphique ci-dessus est la vérification de
Bulletin APMEP v 401 - Décembre 1995
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l'orthogonalité de la matrice g_s_2(A).
Programmation récursive

GSRAUX(a,m ky=lF(k=0,m GSRAUX(a, AJOUTVECTEUR(m ELEMENT a,
DIMENSION(a, DIMENSION(a)-k+1)-

“""E“*"‘" ELEMENTa, DIMENSTON(m)+1 ). ELEMENTUm i)

it (ELEMENTUn i) ELEM ENT(m, 1))
ELEMENT m, i) -1))
(SR} =GIRAUXTS,T 1 , DIMENSIONa))
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