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Qu'est-ce que faire

des Mafhémaﬁgues ?

Les mathématiques
a l’école
Guy BROUSSEAU
IUFM d’Aqguitaine et LADIST, Bordeaux 1

« Qu'est-ce que “faire des mathématiques"” & Uécole primaire selon
vous 7 ». La question posée par 'APMEP m'a laissé réveur. Je me suis
senti le désir, et la crainte, de jouer les capitaine NEMO ;

« Voulez vous faire un voyage de vingt mille lieues sous les mathéma-
tigues 7 » Car les mathématigues du primaire sont powr moi comme
l'océan, Elles déterminent le niveau 0 mais elles somt profondes et
riches, c'est d'elles que surgissent les hardis conquérants des conti-
nents marhématiques mais elles recueillent aussi parfois leurs déchets.
Et hien soii, essayons toujours! Qu'esi-ce que “faire des mathéma-
tigues & ['école primaire 2" pour la plupart des enfants, pour lewrs
parents et pour leury maifres ?

Nous connaissons (ous 'école primaire de intérieur, Alors, lorsqu'on
parle des connuissances qu'on y enseigne, nous croyons tous parler de la
méme chose, & des différences personnelles, subjectives et folkloriques prés.
Ce n'est pas si siir, Pour bien comprendre la beauté et la difficulté de la tiche
des uns et des autres, je propose d'observer ce qui les assujettit fes uns aux
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autres: la transmission des connaissances.
Les mathématiques & 'écale, ¢'est d"abord apprendre & compter.

Apprendre a compter
Scéne familiale
Bébé compte
Maman : - Vous savez, grand pére, le petit sait compter!
Grand pére ! - Clest vrai 7 voyons ¢a mon mignon...
Maman ! - "Montre a grand pére que tu sais bien comptet”
L’enfant, guatre ans : - Un, deux, trois, quatre, cing, six, sept, huit, dix,
quinze, heu...
Grand pére, admiratif :- Aaah! trés bien! Il ne te resie plus qu’a conti-
nuer !

Mais “compter” ne complte pas

Mais la tante Mimi, qui est une institutrice a la retraite, intervient:

Tante Mimi : - Mais non, grand pere, pour savoir si cet ¢nfant sait comp-
ter il faut lui montrer des doigts et lui demander combien il y en a, et
puis lui demander & son tour de montrer tant de doigts | il ne suffit pas
de réciter la suite des nombres! Et §'il n'y parvient pas bien, il ne faut
pas que maman soit dégue. A quatre ans la plupart des enfants ne peu-
vent guére vraiment comprendre les nombres au deld de 5, les psycho-
logues vous le diront.

Maman : - Mais notre petite voisine Odile, qui a cing ans, compte
bien jusqu’a soixante et dix !

Tante Mimi : - Oui, elle peut aussi réciter « Le chat la belette et le petir
lapin » qui comporte bien plus de 70 mots, mais elle croit que les
pénates sont des espéces de pantoufles! Ce n'est pas bien grave, mais
une jeune collégue m'a raconté que les parents exercent actuellement
une forte pression pour “faire compter” précocement les enfants. Elle
constate que sous I'influence de ce matraquage, certains de ses éléves se
meltent & compter, dés lors qu'ils entendent le mot “nombre” sans
méme vouloir réfléchir & la question qu’on leur pose. Elle a dans sa
classe des éléves "pelits et moyens™ d'école maternelle, des enfants qui
complent mécaniquement jusqu’au deld de cinquante, et de ce fait, elle
ne peut plus, ni avec eux, ni avec ceux qui ne dépassent pas cing, orga-
niser en commun avcune activité mathématique de leur dge.

Projet scolaire
Dénombrer

Considérons la situation suivante qui peut étre traduite en instructions
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adaptées aux enfants de 526 ans :

“Nous avons des peintures dans ces petits pots. Tu dois aller chercher
la-bas les pinceaux et en mettre un seul dans chaque pol Tu dois porter
tous les pinceaux en un coup et il faut qu’il ne reste ni pinceau sans pot,
ni pol sans pinceau. Si tu te trompes, tu reprends tous les pinceaux, tu
les raménes la-bas et tu essaies & nouveau. Tu sawras compter guand ru
pourras faire ¢a, méme guand il y a beaucoup de pots'.

Plus précisément, |'enfant saura dénombrer lorsqu'il pourra jouer les
deux rdles: demander (émetteur) A quelgu’un (récepteur), oralement ou par
écrit, la quantité de pinceaux nécessaires en vérifiant I'opération, et inverse-
ment fournir 2 la demande la quantilé voulue.

Une telle situation présente un caractére fondamental parce que “toutes™
les situations de comptage peuvent étre décrites en faisant varier ses
variables cognitives et que toules les pratiques de comptage ¢t d'apprentissa-
ge du compiage peuvent ainsi étre classées et comparées du point de vue
didactique.

Les pratiques habituelles du comptage, celles que nous avons présentées
ci-dessus, s’obtennent & partir de [ situation fondamentale par suppression
ou par transfert & I'adulte de cenaines tiches. Dans la premiére, que nous
pourrions appeler par exemple “le comptage populaire”, |'enfant reproduit
une suile de mots sous le contrle de 1'adulte. La seconde, “le compiage sco-
laire classique”, est plus évoluée, il reste & 'enfant i faire correspondre un
nombre & un ensemble de pots (travail d'émetteur), ou a constituer un
ensemble d*un nombre donné de pinceaux.

Apprendre é compter

Apprendre séparément ces pratiques partielles implique que I'adulte les
enseigne, les exige, les corrige, les fasse imiter et répéter. A aucun moment,
"enfant n’est en mesure d'établir lui-méme la finalité de 1" action et de corri-
ger ses erreurs. Cependant, parents et enseignants utilisent avec un certains
succeés toutes ces formes dégénérées de la situation fondamentale, méme le
cas extréme de "apprentissage formel de la suite des nombres. Aussi s"agit-il
moins de rejeter certaines d'entre ¢lles que de les utiliser au micux suivant
leurs caractéristiques particulidres. Les désavantages principaux des appren-
issages partels sont les suivants :

- ils ne permettent pas de déférer & I'enfant la responsabilité du jugement sur
la valeur de ses réponses, ni de lui décrire a I'avance un projet d’apprentis-
sage dont il peut évaluer les progres

- il faut qu'il ait déja appns la réponse d'une maniére ou d’une autre pour
comprendre ce qu'on [ui demande de faire.
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La “définition™ didacugue est différente ; elle replace les techniques dans
une aclion globale intelligible. Elle n'exige pas que 1'enfant sache déja
compter pour la comprendre. [] est seulement nécessaire qu'il puisse réussir
le jeu avec deux ou trois pots. [l faut aussi gu'il sache vérifier la correspon-
dance un @ un. L apprentissage alors peut commencer, non pas par 'imita-
tion ou la reproduction mais par I'invention de solutions stables quel qu'en
soit le moyen.

Apprendre les nombres

Finalement, il faudra hien, pour cela, qu'il énumeére  les collections (qu'il
appelle 'un aprs 1'autre, tous les objets sans appeler deux fois le méme), en
méme temps qu'il les dénombre (qu'il évalue leur cardinal par comrespon-
dance avec une autre collection), en particulier quand il les compte (qu’il met
¢n correspondance leurs éléments avec les mots) puis, si le comptage a éé
décomposé, en “nombrant” (en exprimant oralement le nombre & 'ude d'un
systeme de numération) le résultat de son complage, el ensuite en écrivant ce
rambre. 1| faudra aussi qu'il "approprie les usages ordinawx de la suite des
nombres etc.

Mais ces apprentissages pourront se produire par une conjonction de
méthodes:

«par exemple dans un processus constructiviste, en complétant les réponses
spontanées, ou provoguées avee les institulionnahisations indispensables,

sou dans des enseignements plus classiques, maieutique ou méme axioma-
tique, avec des legons suivies d'exercices, en réponse au probléme désormais
hien identifié par I'éléve,

De méme la situation fondamentale ne discrédite aucune des formes
d*apprentissages. Elle les permet toutes et permet de les conjuguer : clle
compléte les apprentissages partiels qui restent utiles et sans doute néces-
saires, et surtout elle leur donne leur sens.

L'usage purement neméral des nombres (pour seulement wdentifier ou
désigner un objet: numéro de chaine TV, de éléphone, ou d'automobile) ne
semble présenter, Jui, aucun probleme. Sans doute parce que la difficalié
principale réside moins dans |'apprentissage des awtomatismes que dans la
connaissance des propriétés des collections, des nombres et de leurs opéra-

1. Pour plus d'informations, les curicux courageux peuven! consultgr (entre autres);
sur 'énumération, la thdse de I, BRiann "L'énumération dans le mesurage des collec-
fions” (1993) (LADIST, Université Bordeaux 1, 40 rue Lamartine, 33400 Talence),
sur la numération, celle de M. Bahga “Probleme de didactigue de la numération,
échecs el sucees de la remathémaisaion” (1995) (méme adresse), sur les dénombre-
ments, celle de B. VILLEGAS (1986) (idem). sur le nombrement. celle de A, Caury
(FE méme adresse)
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tions, Celles-ci doivent dire obligatoirement “connues” de I'éléve pour qu'il
puisse contrdler leurs usages complexes,

11 faudra de plus, 16t ou tard, pe pas se contenter de leur usage, mais aussi
dlucrider, formuler, discuter les propriéiés el les structures numériques. Ces
€lucidations sont nécessaires A 'apprentissage lui-méme el doivent P'accom-
pagner. Comment et quand ?

Comprendre le dénombrement
Une expérience

Ce sens, dans les cas classiques, ne vient qu'aprés. Pour s'en convaincre,
il faut interroger des enfants en cours d'apprentissage (classique), qui
“savent” déjh compter en ce sens qu'ils savent tésoudre le probléme de
I"émetteur et celui du récepteur (disons jusqu'a trente), mais qui n'ont pas
encore la maitrise du dénembrement. B. VILLEGAS a pu observer le compor-
tement suivant:

L’¢leve va chercher une poignée de pinceaux et les distribue dans les
pots.

- “Ah, il en reste trois!"

- Tu as réussi ?

- Non parce qu'il m’en reste trois !

- Bon, reprends-les tous et essaie une autre fois.
Les autres éleéves de la classe lui suggdrent :

“compte |, compte I
L'éleve comple les paots, repart, saisit une poignée de pinceaux et
revient, Le fait de compter ne lul a servi & rien. Les autres éléves conti-
nuent & 1"ader:

- Non ! non ! tu dois compler les pinceaux.
L enfant parl. comple tous les pinceaux el revient...

Cel exemple met en évidence une différence entre le complage comme
savorr culturel habituel et ke comptage comme connaissance d'un moyen de
résoudre la situation fondamentale.

Une condition supplémentaire : la confiance en ses méthodes :

Pouvons-nous affirmer que 1'éléve sait compter lorsqu'il est capable de
constituer des collections adéquates de quelque importance dans les condi-
tions ¢i-dessus ?

Pas tout & fait: [l dow auss: étre capable d'étre suffisamment sir de son
comptage pour identifier les sources d'erreurs et au besoin les discuter.

Par exemple, s1 ay moment ot 1] va chercher les pinceaux, quelqu’un lui
dérobe un pot, il doit ére capable de dire :

Bullatin APMEFP m* 400 Septemtve 18995

835



Bulletin de I'APMEP n°400 - Septembre 1995

- “tu m"as fait une farce!”.

Cette confiance dans ses méthodes exige A son lour une position réflexive
par rapport & elles, une “métaconnaissance”, des mots pour exprimer les
connaissances acquises, un métalangage, et finalement tout ce qui constitue
la conversion en savoirs de certaines des connaissances,

Ainsi notre situation de dénombrement n'était pas tout & fail fondamenta-
le. L est-clle maintenant ?

Par rapport aux méthades classiques, elle peut se révéler utile, A divers
moments de I'apprentissage et surtout pour indiquer aux professeurs ce que
veut dire “compter” en termes “concrets”. Ceci ne veul pas dire que
I'apprentissage par 'usage exclusif de la situation fondamentale serait plus
rapide ou plus efficace, elle peut se révéler inutilement lourde quand 1I'éléve
a compris le but de |'apprentissage.

Premieres réflexions
Sur la rransposition

Notre premier exemple montre bien que toul le monde n’a pas le méme
rapport aux meémes notions mathématiques et ne leur donne pas le méme
sens, Chague mstitution tend & développer sa propre culture; le¢s parents, les
éleves, les professeurs, les mathématiciens, les ingénicurs parlent avec les
mémes mots de connaissances différentes, transposées. On peul méme ajou-
ter gue chacun de nous intégre plusicurs rapports différents aux mémes
objets mathématiques: A titre personnel, en tant que professeur, en tant
qu'apprenants, nous utilisons des concepts, des technigues, des termes, diffé-
rents et nous les ressentons différemment. Des cloisons dtanches s'élévent
entre nos différents rapports et nous rendent incapables d'wiiliser ce que nous
savons dans certains cas. Nous pouvons méme, & force de “concessions” aux
possibilités de la situation, perdre complétement notre vigilance mathéma-
uque.

L’enseignement se faufile difficilement dans ce labyrinthe. D'autant plus
que la plupart des partenaires croient quil existe “naturellement” une culture
commune ¢t des moyens “naturels” de transmission, au moins pour les
connaissances “simples” de I'école primaire et qu'ils refusent de renoncer 4
cette illusion.

Sur les situations

Chercher les conditions d'existence d'un savoir est pourtant un moyen
général de recherche en didactique. La descripuion sysiématique des situa-
tions d'enseignement peut modeliser les différents rapports aux mathéma-
tiques créant - et créés par - la transposition. C'est un moyen direct pour
discuter avec les enseignants ce qu'ils font ou ce qu'ils pourraient faire. Elle
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permet aussi de considérer comment ils pourraient pratiquement prendre en
compte les résultats des recherches (en didactique et dans d’autres
domaines), L.'étude (et la théorie) des situations et de leurs vanables didac-
liques apparait donc comme un moyen privilégié de communication entre
les chercheurs et les enseignants, surtout comme un outil pour I'ingéniene
didactique et done comme un moyen de ¢réer une indispensable culture
didactique commune,

Des situations aux legons et aux processus

Nos premiers exemples laissent dans I'ombre la diversité des situations
nécessaires A 'ensemble du processus, la complexité des rapports au savoir,
et un grand nombre d'autres phénomenes tels que ceux que nous allons évo-
quer.

Il y a loin des situations “fondamentales” ci-dessus aux legons guoti-
diennes dans la classe et les professeurs d'écoles doivent ordinairement gérer
de nombreux paramdtres. Parmi les plus importants, les rapports avec le
milien maténiel, I'apprentissage du traitement social de la vérité, 1'équilibre
entre différents statuts des connaissances en classe, et particulierement
I"équilibre entre les connaissances et les savoirs. Nous ne parlerons pas ici du
rile essentiel de la mémoire du professeur, auxiliaire indispensable de la
maitrise du temps didactique et des apprentissages,

Le milieu, la vérité, les connaissances et les savoirs

Les rapports avec le milien matériel
Un double assujettissement

Un enfant qui dessine une maison, représente-t-il une maison précise ou
accomplit-il une activité rituelle dont les éléments symboligues lui sont four-
nis par son milieu culturel ?

Dans le premier cas, il prend effectivement en charge certaines relations
entre son modéle et le dessin: par exemple il fait deux portes parce que sa
maison a effectivement deux portes. Dans le second, il ne travaille qu’au
niveau symbolique : une maison-icéne ou métaphore a toujours une seule
porte, deux fenétres placées symétriquement el une cheminée... quatre
fenétres un créneau et un drapeau et voild un chiteau. L'assujettissement de
I*éléve tamdt & un milieu matériel, pris effectivement en compte, 1antdt & un
milieu culturel en rapport plus symbolique avec sa réalité actuelle, et surtout
le passage pertinent de 1'un A ["autre est unc des difficultés majeures de
I"enseignement primaire. Cette difficulté a été wrés bien mise en évidence
propos de la géométrie par D. FREGONA™.(vair note page suivente)

Est-il possible, et souhaitable de personnaliser le rapport de ['éléve au
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milicw, aux signes et aux symboles mathématiques ?
Les objets, leurs représentations et leurs propriétés

Reprenons nntre étude de |'enseignement du nombre ;

Les notions de correspondance, de caractére commun et de représentation
d"un objet ou d'un concept par un dessin forment les connaissances d'entrée
de la situation fondamentale du nombre. Leur apprentissage peut commencer
A I"école maternelle dans des situations d'action, de formulation et de débats
qui ont pour objet de les metire en position d'actants, d'interlocuteurs et de
juges,

Pour cela, nous avons proposé sux enfants de 5 ans "activité des “tré-
sors’™: une situation ol ils devaient se souvenir, ’aprés-midi, des ohjets pla-
cés dans une boite, le matin méme, devant eux. Ces petits objets étaient choi-
sis parmi un ensemble assez importany et éaient eux-mémes assez nombreux
pour gue les éléves doivent en faire 1a liste. Et comme ils ne savaient pas
gcnire, ils devaient les représenter par des dessins, dans un premier temps
pour les reconnaitre et bientdt pour faire savoir a un camarade ce que la boite
contient. Le camarade “lisail” les signes du premier et un compére donnait la
vénfication immédiate: |'objet était 1 ou n'y éait pas. La situation évoluait
lentement jusqu'a la création effective des divers codes ', par les éléves,

Les objets élment choisis de maniére appropriée pour nécessiter ou favo-
riser toutes sortes de modes d'identification et de représentatons el nous
avons pu cn observer la mise en ceuvre: En particulier il y avait des petits
sacs de 2, 3, ou 4 billes identiques qui ne se distinguaient que par le nombre.

Le premier procédé qui apparait est la trace: les enfants décalquent le
contour de 1'objet & représenter, Par 1a suite, ils enrichissent ce dessin de
caractéres oppositifs ou de détails distinctifs, et utilisent des propriéiéds.
Certaines, comme fa matiére (lerre ou verre pour une bille), n'ont rien de
figuratif.

La grenouille, beaucoup plus grande que fa feuille de dessin leur pose un
réel probleme. L'idée d'inventer un dessin petit qui ressemble (gui présente
quelques traits) @ son grand modéle ne vient pas immédiatement. Mais lors-
qu'un enfant résout ce probléme, la plupart des autres I'imitent et 1ous envy-
sagent cette “découverte” comme ung conquéte précieuse, A cing ans les
guatre boules sont aisément distinguées de trois, et méme de cing, avec ou

2. D, FreGoNa “Les figures planes comme smilieus dans Uenseignement de la géo-
métrie interactions, coniraty et transpositions didactgues ', 1995, (These, LADIST)
A, avec JLM. Digneau en 1980 "Création d'un code 4 l'école marernelle™ DEA U,
Bordeaux |, puis plus précisément avec I PERES *Constriction ef whilisation d'un
code de désignarion d'objers a l'école marerelle . 1984, (Thése U. Bordeaux 2),
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sans complage.

Ces situations dans leurs phases de débats metlent en évidence le plaisic
et la capacité qu'ont les enfams de cing ans, de choisir, de formuler et de
défendre leur point de vue (sur |e choix d*un signe par exemple).

Pendant toule la scolarité, 'usage effectil des nombres naturels va poser
des problémes dans les rapports avec le milieu, Par exemple, lorsqu'il s'agira
d'apprendre & mesurer, il faudra 1gnorer les erreurs, “négliger’” les approxi-
mations, pratiquer implicitement puis explicitement les encadrements, et
maftriser sans le dire la structure de 1'espace mesurable ulilisé- (ici
I'ensemble des parties d'un ensemble fini). Souvent les naturels ne sont utili-
sables gu’au mépns (justifié) du milieu.

La causalité

Pourquoi est-il intéressant et parfois vital d'anticiper sur ¢e qui va
arriver 7 Relier un fait & un autre est une capacité naturelle développée spon-
tanément trés Ot par tout humain. Mais concevoir cette relation non pas
comme un effet de la contingence mais comme une conséquence nécessaire
de conditions reproductibles est une conquéte culturelle. Ce n'est pas sl
simple d'envisager gu'une chose qui, visiblement est vraie (éblie comme
une évidence dans une relation avec un milieuw matériel par exemple), pour-
rait ne pas I'étre, pour ensuite s'attacher & montrer qu'elle 'est nécessaire-
ment, comme conséquence logique d'autres faits établis, Cela commencs &
s'apprendre et & s'enseigner, au moins sous une forme appropriée, dés
I'école primaire.

Le traitement personnel et social de la vérité.

L'école primaire doit permetire le développement de la personnalité
rationnelle de 1"éléve et lui enseigner les compaortements sociaux relatifs a la
prise de décision et 4 I'élablissernent de la vérité et & 1" utilisation des savoirs
La vérité

L'apprentissage le plus fondamental que les enfants puissent trouver dans
les mathématiques 4 1'école primaire me semble &re celui de la gestion per-
sonnelle et sociale de la vérité. Les mathématiques n'ont pas le monopole de
la recherche de la vérilé mais elles sont le domaine oii on la rencontre le plus
précocement el ol on peut apprendre & la tratter avec le moins de savoirs
préalables,

Quand une déclaration mathématique est-elle “vraie"? Dans ce que
I"éleve accepte ou apprend; quelle est la part de ce qu'il peut constater par lui
méme, de ce qu’il voit avec “évidence”, de ce qu'il comprend dans ses rap-

4. Voir par exemple N, e1 G. Brousseau: “Le poids d'un verre d'eau” grand N,
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ports avec un milieu “objectif” ?

Comment apprend-il qu’il doit parfois changer d'avis ?

Quelle est la part de ce qu'il doit accepter ou refuser de 1'opinion des
autres et par quels moyens ? Comment peut il les convaincre 7 Dans quelles
conditions doit-il se rendre 4 |"opinion des autres ?

Que lui apporte la culture et |"autorité du maitre? Comment une vérité
s'établit-elle dans la société, comment se contrile-t-elle, et quels avantages y
a-t-il & le faire 7 Quelle est la responsabilité de chacun dans ce rapport a la
vérité ?

Ces questions semblemt bien éloignées des ambitions de 1'enseignement
primaire des mathématiques, pourtant elles 'y présentent immanquablement
trés tof et 1a fagon de les traiter est d'une grande importance pour les enfants
et pour Ja société.

La pratigue du débat et la rhétorique naturelle des enfants

11 est souvenl nécessaire de prévoir avec assurance, de savoir sans avoir a
chercher, de comprendre pour économiser de la mémoire, de démontrer pour
comprendre, de discuter pour aimer le faire, de s’étonner pour le plaisic
d'interroger ses compagnons, ete.

L'éveil de l'enfant & ces pratiques, aux plaisirs et aux déboires qu'il y
trouve, est pour le professeur des écoles qui y est attentif une source perma-
nente d'émerveillement. Je crois que la plupart des enfants sont capables de
raisonner el d'apprendre & raisonner trés jeunes A condition de leur en donner
l'occasion, & bon escient. lls doivent pouvoir utiliser leurs forces avec une
bonne efficacité, autant pour établir et comprendre la vérité que pour
apprendre des savoirs nouveaux. Pour qu'ils aiment le débat et la discussion.,
il faut aussi leur en faire respecler les régles et les leur enseigner:.

Le wravail de I'enseignant va consister 4 ménager ces occasions. Ce n'est
pas [acile car, en tant que moyen d'action, la compréhension est toujours
- localement - plus chére que I'application d’un algorithme. Pour acquérir
une connaissance il parait toujours meilleur marché de 1'acheter que de la
refaire soi-méme: a réflexion, le débat, e raisonnement et la démonstration,
ou le recours i 'expérience, paraissent toujours extrémement plus cofiteux
que 1'emprunt des conclusions, |"application, 1'éude ou 1"apprentissage for-
mel. Et ¢'est souvent vrai! De plus, méme bien préparés et bien menés, les
débats entre éléves peuvent souvent s'enliser dans du verbiage sans objet,
des “conflits” sans issue el des considérations sans intérét, entreprises dange-
reuses en ce qu'elles habituent certains éléves & fuir les “vrais” débats de
savoir pour de fumeux artifices.

Mais la sommie de comportements économiques localement optimaux ne
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produil pas un processus - globalement - pptimal. L"art didactique consiste a
maintenir un équilibre entre des conditions opposées qui tendent & faire
échouer le projet,

Les soixante lignes ci-dessus constituent un bel exemple de préchi précha
du genre de celui dont on nous nowrssait en formation pédagogique (5" ai eu
la chance d'en avorr une 2 I'école normale d'Agen dans des tlemps désormais
bien reculés) : sympathique mais totalement incantaloire.

Car, pour que cet art puisse s exercer, il faul une bien meilleure connais-
sance des phénoménes qui agilent et régissent la transmission des connais-
sances, le plus souvent & 1'insu de ses protagonistes, et des indices qui per-
mettent de les déceler. Il faut des moyens “techniques” ¢'est & dire des
situations effectives, spécifiques de chaque savoir, capables de déterminer
les relations effectives que les éléves doivent éablir et que le professeur doit
ménager et gérer. Il [aut & la fois une bonne connaissance - réalisie - et une
représentation OPTIMISTE de ce que PEUVENT faire les enfants, de ce qu'on
peut attendre d'eux.

La premitre expérience qui me persuada de la possibilité d’organiser des
situations de débats entre les éleéves de 1'école primaire, & propos d'énoncés
de mathématiques, portait sur la découverte de la division & propos de la
“course & vingt". [l y en a eu beaucoup d'autres depuis.

La démonstration et la preuve,

En 1ant que pratique sociale, la preuve est le moyen légitime de
convainere un interlocuteur: un tel moyen doit respecter 1'interlocuteur en
utilisant seulement son répertoire et les informations dont il dispose, lui,
actuellement (répertoire logique, mathématique, scientifique...), et il doit
exclure tous les autres moyens de pression, rhétoriques (habileté formelle),
psychologigues (tels que la séduction, I'autorité, 1'apitoiement) ou contrainte
maltérielle (menace, violence, ete.),

La pratique de la preuve se construit contre toute une série de barriéres
psychologiques, culturelles ou sociales telles que I'amour propre, ['instinct
grégaire ou la fidélité... L instrument de cetle initiation est |’ apprentissage de
la démonstration, non pas (seulement) comme savoir officiel mais comme
moyen courant de pratiquer la preuve (et de la limiter 3 son domaine de per-
tinence).

Elle est fondatrice de |'individu, et particulidrement de I'individu ration-
nel, out autant que des rapports sociaux les plus essentiels. 1 ne peut pas y

5. Voir P. Orus-BAGUENA, “Le ratsonnement des déves dans la relation didactigue,
effess d'une initiation 4 'analyse classificaroire dans la scolariré obligataire ", Thitse

1992 (LADIST).
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avoir de démocratie sans une organisalion sociale qui intégre le rile de la
connaissance dans la décision ¢l sans une gestion commune et correcte du
savoir, de ln vérité et de la preuve.

A I'école primaire, cette formation civique fondamentale ne se formule
pas, mais elle se fait aussi et peut étre d’abord en mathématiques.

Les connaissances et les savoirs

Quelle est la place de ce que 'éleve comprend, de ce qu'il apprend lui
méme, de ce qu'on lui suggere ou gqu'on lui enseigne et de ce qu'il éndie
dans ce qu'il sail?

Résoudre un probléme ou connaitre une théorie mathématique mobilise
un amalgame complexe de connaissances ¢l de savoirs, Distinguons-en deux,
pour simplifier, et appelons “connaissances” les ressources et les moyens,
souven! implicites el complexes, développés plus ou moins spontanément,
pour répondre aux exigences du milieu (par exemple on connait son quartier,
on reconnail ses voisins sans pouvoir dire exactement comment). Ces
connaissances sonl mises en ceuvre par un €éléve dans la résolution des pro-
blémes pour solliciter et organiser les formes explicites et institutionnelle-
ment acceptables qui constituent 1a solution. Appelons “savoirs” ces formes,
techniques et concepts (par exemple, savoir que les diagonales d'un rec-
tangle sont égales). lls sont produits par les institutions, et destinés a per-
mettre le repérage, ia reproduction, Ie contrble, la justification et Ia diffusion
des connaissances. Les connaissances ne sont pas la conversion, loin s'en
faut. des savorrs utilisés officiellement pour la correction du probiéme, elles
ne peuvent donc pas non plus se convertir directement en savoirs,

L'usage et 1'apprentissage des savoirs exige toujours la présence de
contnalssances relatives A la notlon enseignée (mais aussi a d'autres). Le pro-
fesseur s'atiend a ce que |'éléve convertisse les savoirs qu'il lui enseigne en
moyens de résolution des problémes qu'il lui pose, et inversement i ce qu'il
convertisse en savoirs, des connaissances qu'il considére comme cachées
mais accessibles dans ses exercices.

Au cours de 'enseignement, les notions glissent d'un statut & un autre,
mais 4 chaque instant le professeur ne peut en isoler une et la traiter avec un
statut unique. Il gére ainsi un ensemble de notions dont quelques unes seule-
ment peuvent étre explicitement traitées.

A I'école primaire, la part des connaissances indicibles mais nécessaires
est particuliérement importante et délicate et 1a gestion de leurs rappons avec
les savoeirs enseignds ne 'est pas moins,

L'enseignement de la géométrie dans la scolarité obligatoire offre des
exemples tvpiques des difficultés & développer de fagon harmonieuse la
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connaissance de |'espace et les savoirs de géométrie, ainsi que F'ont montré
R. BERTHELOT et M. H. SaLin-.

Dans les passages d'un miveau scolaire 3 un autre, il est souvent 1mpos-
sible pour 1'enseignant du niveau supérieur d’utiliser les connaissances,
pourtant acquises par ses éléves au niveau précédent, mais non converties en
savoirs évaluables (impossibilité due au fait, enlre autres, que I’enseignant
ignore ou est sens¢ 1gnorer les situdtions, les exercices el les méthodes utili-
sées par son prédécesseur, due A "absence de culture commune, ou & un godt
prononcé pour les “'questions vierges™ ou supposées telles). En conséquence,
les connaissances mal gérées perturbent les apprentissages ultérieurs, de
nombreux savoirs “fonctionnent” mal. et la progression est ralentie .

Du c6té des enseignants:
Mais les enseignants ne peuvent jls pas directement coordonner leur

action 7 Les experts el les responsables ne peuvent-ils pas déterminer ce qui
doit se faire ?

Un accident de transposition

Pour illustrer ce qu'est U'enseignement des mathématiques A 1'école pri-
maire du B¢ des professeurs je vous propose d'examiner un problme de
transposition.

Un document “épouvantable”

Une collégue nous a récemment apporté un journal professionnel d’ensei-
gnants gui présentait un decument éronnant. L'auteur y vantait ]'usage d'une
calculatrice pour enseigner et “comprendre un concept délicat & acquérir: la
proportionnalité”. Il présentait d'abord un tableay de nombres naturels &
compléter en effectuant des opérations (multiplications et divisions par 2 et
3) communes A tous les nombres d'une m8me ligne (Exercice classique, 4
gauche sur la figure). 11 invitait ensuite les éléves 3 uatiliser la touche “divi-
ston cuclidienne™ par trois, pour retrouver les nombres de la ligne supéricure
qu'ils venaient de multiplier par trois (tableau de gauche). Grice i cette
touche, cette calculette spéciale affiche, non pas 1'approximation décimale
du quotient rationnel (comme ordinairement avec la touche “division”’), mais
le quotient naturel et le reste de la division (aménagement didactique qui
évite 1Mintrusion des décimaux avant terme et dont il faut remercier le

6. R. BERTHELOT et M H. SaL, L'enseignement de l'espace el de la géomeétrie dans
le scolarité pbligatoire, Thise 1992 (LADIST).
1. ), Centeno et G. Brousseav, Communication 3 ICME, et CENTENO, "La mémoire

de l'enseignant”, Thise pasthume (LADIST),
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constructeur), Evidemment tous les restes sont nuls.

Tu tapes Tu vois
% 3¢ 8 |12 Y 308..
24 48 - i il
]quol'wm reste

L'auteur, qui avait étiqueté cetle opération !
“pour vénfier la proportionnalité des nombres entre les lignes 3 et 2,
utilise la touche division euclidienne...” ,
conclut ainst :
“guand le reste est égal 4 1), les deux nombres sont proportionnels (!
¢'est moi qui souligne), Le coefficient de proportionnalité est indi-
qué par le quotient !”
L'exercice confinue par un nouvead tableau od les nombres de la colonne
de gauche doivent étre divisés (avec la machine) par les nombres de la
deuxidme colonne, tous différents. Les restes et les quotients doivent glre
simplement transcrits dans les colonnes trois et qualtre.
“Colorie les coefficients de proportionnalités quand les nombres sont
proportionnels”

continue 1'auteur qui enfonce le clou avec la “legon” suivante:
“Pour (vérifier si des nombres sont proportionnels) 1l suffit de les
entrer sous la forme de fractions. §i In fraction est entigrement simpli-
fiable, les deux nombres sont proportionnels, I¢ plus grand sera le
numérateur. Plusieurs appuis successifs sur la touche “simp” montrent
lorsque 1'on obuent un nombre entier:
a) que les nombres sont proportionnels
b) le coefficient de proportionnalité *

Son corrigé (partiel)

Les termes “proportionnel”, “proportionnalité” et “coeflicient de propor-
tionnalité" ne sont pas employés ici conformément aux usages mathéma-
tigues.

L'auteur utilise “proportionnel” comme adjectif s’appliquant i dewx
nombres (or “proportionnel”™ veur dire “relatif & une proportion” ou qui est
“dérerminé par une proportion”, et pour définir une proportion il faut quatre
nombres a: b; ¢; d; els que afh = c/d). Et il 'utilise pour indiquer que I'un
des deux nombres, (peu importe lequel) est multiple de I'autre (qui en est un
sous multiple). De plus la suite montre gu'il utlise le terme “coefficient de
proportionnalité” pour désigner alors le rupport de deux nombres lorsqu’il
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est entier naturel, - il devient alors simplement synonyme de quotient
(entier)-, En fait le coefficient de proportionnalité entre les colonnes un et
deux n'est pas le quotient - différent sur chaque ligne - ni méme le nombre 3,
par lequel on divise toujours (c'était coefficient pour la troisieme ligne en
fonction de la deuxiéme), c"est 1/3 ou 0,333,..

Sans changer les exercices il aurait pu dire:

“Pour vérifier la proportionnalité des deux suites de nombres des
lignes 3 et 2, utilise la touche division euclidienne. En divisant tous
les nombres de la troisitme ligne par 3, tous les quotients sont le
nombre correspondant de la deuxiéme et tous les restes sont égaux
0.

L'évocation de la proportionnalité n'a pas grand intérét:

Les deux lignes sont proportionnelles. et dans ce cas “3" est le coeffi-
cient de proportionnalité de la troisitme ligne en fonction de (ou par
rapport &) la deuxigme..."

puis plus loin:
“colorie les quotients quand le premier nombre est un multiple (ou
multiple exact) du second, Si tous les quotients sont égaux et si tous
les restes sont nuls alors la suite des premiers nombres est proportion-
nelle & la suite des seconds et le quotient commun est le coefficient de
proportionnalité.”

Critigue

Ce que les éléves ont & faire est raisonnuble, et on peut soupgonner ce
que le professeur a pu vouloir enseigner: pour vérifier que deux suites de
nombres (naturels) sont proportivnnelles (un des coelficients de proportion-
nalité étant naturel), il faut que la division des plus grands par ce coefficient
donne des restes nuls.

Ne s'agit-il donc que d'une erreur de vocabulaire, une formulation
contraire aux usages mais qu'il suffira de rectifier 7 Ne pouvons nous laisser
a plus tard |'apprentissage de la précision verbale et des savoirs “formels”™
pour ne s'attacher qu'aux connaissances ? La réponse est NON. D'abord
cette formulation est incohérente car les enfants pourront appeler “tableau de
nombres proportionaels” un tableau mettant en correspondance les nombres
d’une premigre colonne avec, dans une deuxig¢me colonne, des multiples
quelconques mais surtout variés, des premiers. Chaque hgone déterminera un
(soi disant) “coefficient de proportionnalité” différent et le tableau de
nombres soi-disant proportionnels ne sera pas un tableau de proportionnali-
é!

De plus cette confusion conduit a confondre aussi et & échanger les rdles
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des termes d'un produit. Si @ X b = ¢, alors a et b sont tous les deux des
“coefficients de proportionnalité” ! Et I'auteur n'évite pas I'erreur; ce sont
les valews de la deuxieéme ligne ( ou de la 3 colonne) qui deviennent des
coefficients de proportionnalité !

L'erreur se révélera catastrophique dés |'apparition des nombres ration-
nels et des nombres décimaux car alors tous les nombres seront “proportion-
nels"... Il y a bien d'autres inconvénients, la cause est entendue: la précision
et 1'exactitude formelle ne sont pas un luxe imposé arbitrairement par des
puristes doctrinaires. Il faut des mots pour penser et dire les choses, et leur
choix quand il résulte d'une culture ancienne et concertée n'est ni innocent
ni facile & remetire cn cause,

Une explication

Essayons de comprendre d'abord 1'origine du pataquis.

11 est clair que les formulations “correctes” sont un peu plus délicates et
les phrases plus longues, Le mot “suite” est difficile & éviter et “tous",
impossible. On peut comprendre qu'un enseignant se laisse aller, pour coller
au répertoire de ses éléves a quelques abus, mais je sais aussi qu'il est pos-
sible de présenter ces tiches aux éléves, sans abus de langage, ¢t sans que le
vocabulaire nécessaire présente pour eux de grandes difficultés. Personne
n'est obligé d’émetire de grandes phrases en forme de théorémes comme
tente de le faire notre auteur mais les caractéristiques d'un tableau de propor-
tionnalité par rapport & un tableau quelconque peuvent étre parfaitement
connues des éleves, Alors que se passe-1-il? Avons-nous affaire simplement
A un cuistre qui commet une bétise isolée ?

Un rapide raisonnement de didactique fait pressentir que non. Cetle
erreur est du type de celles que peuvent commettre en situation de nombreux
enseignants, méme 5'ils sont eux méme bien informés des mots et de leur
sens. Une enquéte impromptue a confirmé ce raisonnement. Et pour finir,
plus de 90% des candidats au concours externe de recrutement des profes-
seurs des écoles, a la critique desquels la feuille a é1é proposée, ne lui ont
rien trouvé A redire !

Faut-il 5'écrier encore “Ah que le niveau baisse mon cher ! et penser que
lorsque 200000 instututeurs font la méme faute, c’est évidermment parce qu’il
y a la 200000 sots ?

Sans examiner en détail les mécanismes didactiques qui rendent pro-
hables de telles aberrations, il faut remarquer le plus important: certains
usages de la langue frangaise ne coincident pas avec les usages mathéma-
tiques (par exemple le mot “proportion™ y est souvent synonyme de “rap-
port™: les proportions d’un modele). A I'école primaire de tels conflits sont
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trés difficiles & arbitrer. Les enseignants ne peuvent le faire qu'avec "aide de
conventions précises et la complicité de toute la société.

Les effets des réformes

Mais il me semble que cet exemple montre aussi les conséquences d'un
important phénomeéne de transposition didactique. Dans les années 70, un
souci Jégitime d'unification du langage mathématique et d’amélioration du
niveau des éléves, a conduit & éliminer des programmes du secondaire la
théorie des praportions et plus généralement & abandonner une partic de sa
fonction, qui consistait & donner une place épistémologique et des instru-
ments d'analyse pour les connaissances du primaire.

Dans le primaire, les problémes de proportionnalité ont dil éire “recon-
ditionnés™ et la notion d'application linéaire est venue remplacer la régle de
trois (présentation sous forme de tableaux par ex.). Les termes “rapport” et
“multiple” ont perdu leur usage et leur sens précis, & la fois pour les profes-
seurs d'écoles qui ne disposaient que des mathématiques du premier cycle, et
pour les éléves du primaire.

Mais avant qu'une “culture professionnelle™ nouvelle ait pu s'établir, une
nouvelle réforme a supprimé des programmes les concepts et le vocabulaire
(des cnsembles et des relations par ex. mais aussi les termes de rapports, de
multiple etc.) qui devaient permetire aux professeurs de maitriser progressi-
vement ces difficultés et de créer les instruments et les exercices nécessaires.
Les exercices et les tableaux sont restés mais pas les termes pour les traiter.

Aujourd’hui, les d-coups imposés i I'enseignement par des décisions
empiriques et doctrinaires ont mis & mal méme la communication des
concepts les plus simples.

Les chercheurs en didactique mettent en évidence ces phénomines et
leurs causes. Les formateurs de professeurs tentent d'utiliser ces connais-
sances pour corriger les aspects les conséquences les plus négatives de ces
improvisations. La décision de supprimer tout “ce qui passe mal" associée &
la volonté opiniiitre de conserver une gestion empirique et administrative des
savoirs finira par ne plus rien laisser passer. 1l faut préserver les concepts
fondamentaux, les mots nécessaires pour les utiliser, les exercices pour les
apprendre, les situations qui leur donnent du sens,

Du coté de la société
La noosphére

Ce ne sonl pas seulement les réformes ou le manque de réformes qui sont
en cause, m les grands coups de volants idéologiques dans tous les sens que

nous nous sommes permis dans une période faste pour notre culture ¢t pour
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notre économie. C'est la conception méme des moyens de gestion de I'ensei-
gnement primaire qui est en cause. Comme pour |'économie au XVIII®
si¢cle, nous commengons 2 peine & soupgonner les lois profondes de Ta diffu-
sion des savoirs, et comme au XIX" siécle, nous croyons qu'il suffit de dire &
chacun ce qui le menace ou qui I'opprime pour qu'il s'organise pour y résis-
ter.

Méme les meilleures intentions peuvent paver l'enfer de I'enseignement.
L'intérét des mathématiciens, et surtout des plus grands, pour I'enseignement
¢lémentaire, est indispensable. Il a 1€ constant en France au moins depuis la
fin du XVIII* sidcle. Mais il entraine bien vire une forte probabilité de voir
apparaitre des critiques directes, péremptoires et inadapiées, i toul moment,
a propos de tout sujet d'enseignement et de tout niveau scolaire, venant de
personnes ou d’institutions diverses, i I"abni de toute rétroaction. Rien de tel
pour désarmer le sentiment de compétence des enseignants dans le domaine
mathématique, pour la faire rechercher ailleurs, pour infantiliser les rapports
avec |'administration, avec ces institutions, avec les parents et finalement
avec les €léves, Loin de moi 1'idée de reconsttuer la citadelle de I'enseigne-
ment primaire et les cloisonnements que nous avons connus au début du
sigcle, mais la culture commune ¢a ne se décréle pas: ga s¢ construit, ga
s'étudie, ¢a se débat, ¢a se proldge, ¢a se maintient & |'écan des errances
idéologiques trop désordonnées. Or |'enseignement constitue encore un
domaine ol chacun pense &ure suffisamment connaisseur pour pouvoir tout
juger (c'est légitime) mais sans rien savoir de plus. Cela ouvre des perspec-
tives & I'empirisme et au volontarisme (pour les politiciens, pour les mathé-
maticiens, pour les parents ¢t certainement pour les professeurs d'abord)
pour agiter tous les fantasmes et propaser impunément toutes les réformes.

Les rapports au savoir, et surtout les rapports au savoir mathématique de
la population ne sonl pas encore actuellement gérés par des institutions adé-
quates. L'enseignement obligatoire va souffrir longtemps encore de celte
absence.

Quand les nombres se démasquent

Les connaissances mathématiques de 1'école primaire apparaissent sou-
vent comme une hase nécessaire, un peu sommaire mais, solide, universelle,
et en un certain sens “vraies",

T"ai manqué de temps pour donner & mon texie une forme plus agréable
el surtoul & mes propos, tous les arguments ef les exemples concrets qui
seraienl nécessaires. I'aurais voulu montrer aussi 1a nécessité et la possibilité
de maintenit un enseignement des structures, d'un vocabulaire adéquat, et
d'un minimum de métaconcepts et de métalangage.
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Tl aurat éi¢ surtout utile de montrer que I'enseignement obligatoire ne
peut pas obéir  Ja vision naive que s'en fait aujourd’hui 1'opinion publique,
Les savoirs de la scolarité primaire (et a fortion obligatoire) ne peuvent pas
éure enseignés comme des savorrs définitifs, ou seulement & compléter et
peut-étre un peu i reprendre, mais plus tard.

L'existence des obstacles épisiémologiques le prouve. La connaissance
des naturels s'énge en obstacle & I'apprentissage des rationnels mais surtout
des décimaux. Le fait est maintenunt bien connu et la liste des erreurs qui Tui
sonl imputables est bien établie (dissociaton 03X 03 =090u48x48=
16,64, “multiplier doit agrandir alors on ne comprend pas x 0,8"; etc.}.

C'est un cas particulier des obstacles dus au plongement d'une structure
dans une autre, Voici qu'une extension {ou une adjonction, une symétrisa-
tion, une complétion ou toute autre sorte de complexification) met & votre
disposition des outils nouveaux pour résoudre plus aisément des problémes
Jusque 13 difficilement accessibles et heureusement vos anciens outils sont
toujours I, encore disponibles et inclus dans la nouvelle structure, mais sous
le masgue familier un étranger se profile et I'éléve non averti refuse |'exten-
sion ou renonce & comprendre.

Voici le bon nombre “4" que 'enfant “connait” bien par ses propriétés
particuli¢res (j"allais dire “personnelles™) et son écriture. Il n’a déja pas trop
pu se faire a 'idée que 3 + | est aussi 4, pour lui ¢'est différent mais “'ga fail
4" griice 4 une opération bien connue. Si quatre a un rapport avec quelque
avtre nombre, cest bien avee ses voisins: son prédécesseur, 3 el son succes-
seur 5.

Or, voici que quatre peut changer de visage: 4,00 ou méme 4,000000... Si
je divise 12 par 3 et que je pousse indéfiniment. Il n'a plus ni prédécesseur ni
successeur...On peut méme ne plus le reconnaitre du tout *3,99999..." si on
prend 4 qu'on le divise par 3 puis qu'on le multiplie & nouveau par 3, on a
perdu un petit bout ou non?

L'enseignement primaire fuit de plus en plus ces dilemmes et renonce a
avouer aux éleves qu'il faut apprendre des savours provisoires, puis les révi-
ser et les maodifier. Il renonce surtout 4 dire & la société qu'elle doit bien
enseigner des savoirs provisoires, justes dans leur environnement mais cer-
tainement faux ailleurs et que les fautes qui en découlent sont légitimes, ou
en tout cas acceptables dans la mesure ou elles seront révisées et enseignées
comme révisables, Le seul moyen dapprendre un savoir non révisable serait
d'apprendre par coeur “le” texte de ce savoir (et si possible de ne pas s'en
servir) Existe-t-il un tel savoir?

Pourquoi cacher les difficuliés aux enfants? Et ne pas montrer I'intérét
des connaissances, des techniques et des savoirs'!
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La culture mathématique du public

[l y a cinquante ans, 1'école "primaire”, avec ses prolongements post et
périscolaires, ses cours complémentaires et ses préparations diverses, assu-
rait, outre la formation générale de I"ensemble de la population, une grande
partie, dite “théorique”, de la formation professionnelle de nombreux
métiers. Cette activité protéiforme présentait bien des inconvénients qui ont
conduit 3 sa réduction progressive. Mais elle donnait & son enseignement des
mathématiques un vaste cadre d'applications de toutes sortes el a ses conle-
nus une légitimité indiscutable. Je me souviens avec émotion du jour oil mes
parents m'ont acheté le petit mémento Larousse, et de 1'enchantement qui
m’a sasi Jorsque j'al vu que je comprenais tout ce qui y était écrit el que je
savais faire tous les problémes. Mon pére m'appril & exiraire les racines car-
rées qui n'étaient pas dans le livre. I'avais dix ans et je pensais que je n'avais
plus rien a apprendre. I'entrepris alors avec confiance de me mesurer & un
ouvrage que je découvris chez une tante: 4 837 problémes classés pour pré-
parer le CEP! Quelle ivresse de découvrir la quantité de questions utiles aux-
quelles je savais répondre. Je ne tardais pas a en chercher moi méme de nou-
velles, C'est aussi cela les mathématiques de la scolarité obligatoire, un
certain champ & cultiver avee quelques outils et des marges & découvrir. Je
me souviens aussi de la joie que jal éprouvé un peu plus tard & reprendre ce
champ & I"aide de 1"algébre.

Il ne semble pas qu'aujourd'hui 1'enseignement primaire détermine et
reconnaisse un tel champ d'application. Cela ne facilite pas 1'identification
d'une culture, aussi bien pour les éléves que le public. Ne serait-il pas pos-
sible, sans reproduire les erreurs de ségrégation de la mriple culture (primaire.
secondaire, supéricure), de ponctuer plus explicitement les progres des
connaissances et de leurs champs d'application ? Mais cela aussi supposerait
une modification de la culture mathématique du public...

Connaitre et gérer |'enseignement obligatoire est la responsabilité de la
sociélé tout entigre et non celle d'une minorité de “préures™. Mais pour gérer
les exigences et les indulgences de la culture il faut des instruments culturels
el sociaux .

&

Les voyages n'ont pas de conclusion, ils n'ont qu'une fin. Voici la fin de
celui-ci. Nous n'avons rencontré que quelgues uns des problémes passion-
nants gue pose la connaissance de ['uctivité mathématique au nivean élé-
mentaire,

#
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