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Qu'est-ce que faire
des mathématiques ?

Les mathématiques,

une invention!

Richard PALLASCIO
CIRADE, UQAM, Montréal

Introduction

L'idée d'un numéro spéeial sur la thématique Qu'est-ce que faire des
mathématiques? est intéressante, car elle oblige lant le scripteur gue le lec-
Leur & s"interroger sur sa conception des mathématiques, sur sa propre épisté-
mologie des mathématiques, de méme que sur son activité mathématique,
seul ou avec d'autres, des él¢ves ou des €tudiants-maitres par exemple.

Je suls un formateur de maitres en marthématiques, tant au primaire gu'au
secondaire, & I'Université du Québec a8 Montréal (UQAM), el je suis égale-
ment un chercheur en didactique des mathématques au Centre interdiscipli-
naire de Recherche sur I'Apprentissage et le Développement en Education
(CIRADE).

C'est done dans un contexie d'apprentissage que je suis amené A “fare
des mathématiques”. Enfin, certaines de mes recherches actuelles portent sur
I"implantation d'une pédagogie du projet incluant les mathématiques, au 17
¢ycle du secondaire (12 a 14 ans), et sur la philosophie des mathématiques
appliguée aupres d'éleves de 10 a 14 ans,

Je vais donc dans un premier temps présenter ma conception des matheé-
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matigues et de ce que peut vouloir dire “faire des mathématiques”, aprés
quoi je donnersi deux exemples lirés de protocoles de recherche réalisés
aupres d'éléves du 2 cycle du primaire (10 a 12 ans).

Une conception instrumentale des mathématiques

Nous avons tous une conception personnelle des mathématiques
(PaLLASCID, 1992). Bernard CHARLOT (1976) les résume i trois conceptions
epistémologiques différentes: les wmathématigues du ciel» (selon 1'expres-
sion du philosophe des sciences Jean T. DESANTI), ¢'esl-a-dire pergues
comme étant des structures existantes en soi, les emathématiques de la
terrer pergues comme étant la structure du monde naturel ou social, et les
mathématiques percues comme étant des instruments, Comme une création.

Le pédagogue qui est investi de la premiére conception, la plus répandue,
cherche & présenter le «monde des mathématiques » comme existant indé-
pendamment de notre esprit, lequel doit étre formé (i.e. «prendre la forme
dew) @ celles-ct. Selon la deuxidme conception, les mathématiques sont
incorporées dans les choses elles-mémes. En les manipulant concrétement,
on finira bien par s*approprier les éléments mathématiques qu'elles contien-
nent. Il suffit d'y mettre le temps. Selon 1a derniére conception, les mathéma-
tiqgues n'ont pas €1é découvertes, elles onl éé créées, inventées. Elles sont
une métaphore du monde réel, parmi d'autres, de nature artistique par
exemple !

Or la connaissance, tout én élant éminemment ulilitaire, car elle doit ser-
vir & la réalisation d'un projet personnel, d’une « projection » volontaire dans
le temps, s'établil toul de méme par la construction de représentations de la
réalité, Ma conception des mathématiques ¢st celle qui correspond le plus, 2
maon avis, 4 1a fagon dont les mathématiques se sont faites, et non pas i celles
qui sont majorilaitement transposées dans les écoles. Les personnes gui
investissent celte conception, et qui agissenl en conséguence, Sont souvent
celles qui réussissent A [aire aimer les mathématiques i leurs éléves. 11 est
malheureux de 'avouer, mais les idées majoritaires qu'ont les enseignantes
et les enseignants sur les mathématiques, ne leur viennent pas des mathéma-
tiques elles-mémes, mais de 'enseignement qu'ils en ont regu, réalisé, sauf
dans de rares exceptions, dans le contexte «de mathématiques toutes failes,
et non de mathématiques A faire», pour reprendre |'expression de Maurice
GLAYMANN, dans une conférence au congrés de |'Association Mathémauque
du Québec, 2 Hull, en 1979.

Dans le cadre d'une conception utilitaire des mathématiques, et des
sciences d'ailleurs, 1'idée de modéle est centrale. Le mathématicien, la
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mathématicienne, selon celte conceplion, sonl de véritables constructeurs de
modéles, dans le but de mieux appréhender la réalité, autrement dit pour
résoudre des problémes que cette réalité nous pose. Une mathématigue qui
ne serait qu'un jeu de I"esprit sans connotations ulilitaires, ne survivrait pas
longtemps. Cette idée de modele, de métaphore de la réalité, de construction
de représentations de cette réalité, sera au centre des exemples qui suivent.

1" exemple : un cube parfait existe-t-il 7

Dans le contexte d'un programme de “philosophie pour enfants”
(LiPMAN, SHARP, OscANYAN, 1980), nous avons expérimenté un roman philo-
sophico mathématique intitulé Les aventures mathématiques de Matilde et
David (DANIEL, LAFORTUNE, PALLASCIO €t SYKES, a paraitre). Le programme
Philosophie pour enfants vise lu compréhension et 1a réflexion sur des
concepts universels. Ce programme est chapeauté par une épistémologie de
I'apprentissage et par une philosophie de I'éducation pragmatiques, centrées
sur le développement global des jeunes et qui mettent 1"accent sur les besoins
et les intéréts des jeunes ainsi que sur leurs expériences quotidiennes, Ce
programme place 1'emphase sur la “construction du sens™, Au heu de cher-
cher Jes bonnes réponses, les jeunes apprennent notamment, 4 'mde d'un
matériel adéquat, & poser des guestions pertinenles et 4 y répondre par cux-
mémes, au moyen du dialogue philosopluque entre pairs, ce que LIPMAN et
SHarp appellent [a “communauté de recherche™ (LAFORTUNE, DANIEL,
PALLASCIO, SYKES, 2 parailre). Les ¢léves lisent & voix haute, a wur de role
un paragraphe d'un chapitre du roman, aprés quoi ils expriment les questions
gue la lecture du roman a fait surgir dans leur espnt. Quelques questions sont
choisies par le groupe pour fins de discussion. Un passage du roman situe
Matilde dans sa chambre:

- Tiens, on dirait presqu'un cube ! Isabelle nous a parlé du cube ce
matin, dans le cours de géométrie. Ou’est-ce qu'elle disait au juste ?
Matilde fronce les sourcils. Attendons que je réfléchisse, un peu.
[..] Elle se demande ;

- Est-ce qu'une chambre peut vraiment étre un cube ou est-ce qu'elle
a seulement 1'air d'un cube ? Isabelle nous a dit, je m’en souviens
maintenant, qu’il o'était pas possible d'avoir un cube absolument
parfait sur la terre, Cela m'élonne !

Ce monologue a suscité la question chez les éléves du groupe expéri-
mental “Existe-t-il ou peut-on construire un cube parfait 7" Voici des extraits
de leur discussion (A pour adulte intervenant, E pour éléve ou enfant):

A: ... parler d’'un cube parfait.
E: On I'a découvert. On pensait qu'un cube était parfat, qu'il avait outes les
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honnes arétes, les bons sommets, toutes les bonnes affaires.

E: I1 v a du monde qui ont réfléchi, qui ont bien observé et ils ont découvert
que ¢a n'existail pas.

A: Est-ce que ¢a teé satisfait, Jérdme 7

E: Oui. Il y a peut-étre la moitié d'un millimétre qui n'est pas parfait; donc
¢a répond & la question.

E: Je ne sais pas. 81 on essaie de faire un cube parfait et si par chance toutes
les arBles sont pareilles... Est-ce que ¢a se pourrait ?

E: Moi, je dis que ga se pourrail peut-étre avoir un cube parfait, parce que si
on prend. mettons, 4 carrés (sic) el si on les regarde, puis avec une lame,
on en Gte un petit peu... Tu essaies toujours d'enlever des petites graines
jusqu'ad ce qu'ils soient égaux...

: A la fin, il va falloir que tu aies des instruments trop pelits pour faire
quelque chose.

s Alors le cube parfait...?

* ... & $¢ pourtail, mais ce n"est pas évident !

: Faudrait avoir de la chance.

: Alors, ce serait seulement une question de chance ?

: Oui. De bons caleuls, de bonnes observations..,

: Non. Je ne pense pas que si tu mesures les centimetres... Aprés, il faut que
w tombes dans les millimétres, aprés tu tombes dans les centiémes de mil-
limétres, aprés les millitmes de millimétres, tu continues toujours comme
¢i. Tu ne pourras jamais faire un cube parfait si Wi mesures.

(]

E: On peut prendre des blocs de géométrie.

E: Oui, mus les blocs de géométrie ne sont pas tous égaux. Eux autres, ils
ont fait ¢a le plus égal possible, le plus parfail possible, mais ga ne veut
pas dire qu'ils sont parfaits, parfaits, parfaits. Ca peut nous sembler par-
fail, mais...

A Jusqu'a maintenant, sauf quelques exceptions, vous dites qu'un cube par-
fait. ¢a n'existe pas, mais il y a certaines personnes qui disent: “peur-étre
qu’on peut mesurer, peut-éftre qu'on peut construire avec de bons instru-
ments...” Mais il ¥ en a plus gui semblent avoir dit, que ¢a n’existe pas,
que ga serait trop difficile a construire de fagon parfaite, compte tenu
qu'il faut trancher les millimétres... Alors est-ce qu'on peut parler de
cube, & ce moment la ?

E: Non, parce que si ce n'est pas un cube parfait, ce n’est pas un cube.

A: Alors, comment pourrait-on 'appeler ?

E: Le carré en trois dimensions !

E: Bien non.

m

mmemima
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E: Je ne sais pas pourquoi on parle du cube, parce que si on est capable
d*avoir un carré parfait, on peut avoir un cube parfait.

E: On pourrait I'appeler le cube imparfail.

E: Je pense qu'il reste un cube quand méme. C'est comme si ¢'est dans notre
imagination, comme on le pense.

E: On 'appelle cube parce que... ga ressemble & un cube,

E: Un cube parfait dans notre imagination va &tre un cube parfait dans la réa-
lité, pour nous.

A: Qu'est-ce que ga veur dire "dans la réalité"? [ ...}

Ce dialogue, que nous appelons une communauté de recherche et qui
s'est poursuivi pendant une bonne heure, améne les éléves, & partir de leurs
propres questionnements et de leurs propres réflexions, a distinguer la pensée
de I'action, 1"essentiel de 'accidentel, la figure géométrique de sa représen-
tauon, le signifié du signifiant... Cette activité réflexive permet aux éléves de
concevoir les mathématiques comme une construction de 1'esprit humain,
comme un monde métaphorique correspondant au monde des quantités et
des formes.

“Selon les perspectives pragmatique et socioconstructiviste, |I'éducation
est un processus par lequel I'individu apprend, a I'aide des pairs, & construire
sa propre compréhension des problémes et & formuler ses propres hypothéses
de solution. Dans le prolongement de cette perspective, |'objectif de 1'éduca-
tion mathématique ne consiste pas a faice apprendre ou a faire croire, mais a
donner du sens et, ce faisant, a faire entrer les jeunes dans un processus de
recherche et de réflexion.” (LAFORTUNE, DANIEL, PALLASCIO, SYKES, &
paraitre),

2= exemple : une ligne du temps multiplicative

Les éleves d'un groupe multi-programmes (10 & 12 uns) travaillant dans
le contexte d'une pédagogie du projet, avaient comme champ d'étude, “le
passé”.

Des les premiers jours de I'année, chague éleve devait apporter & I"école
un objet antique. Les objets recueillis étaient trds vaniés: montre de poche
d’un arri¢re-grand-pére, vicilles photographies d'automobiles, vieux objets
ménagers, par exemple, des fers a repasser sans fil... Le premier travail des
éleves consistait & identifier I'année ou la période d'origine ou de fabrication
de chaque objet et & les situer sur une ligne du temps: une premigre explora-
tion dans un passé relatif, les objets datant de moins de 100 ans, dans la plu-
part des cas.

La ligne du temps ne posait pas de difficultés... jusqu'au moment oi une
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éleéve s’amena avec des fossiles, soit une ammonite, datant de la période du
crétacé (100 millions d'années) et un trilobite de la période du dévonien (350
millions d'années) ! Une premigre activité mathématique a permis de consta-
ter qu'il n'y avail vraiment pas moyen d’étendre la ligne du lemps jusqu'a
cette période. En effet, si les 100 dernigres années sont représentées minima-
lement sur un carton d’un metre (une année correspondant & un centméltre),
alors 350 millions d'années vont nécessiter une bande de 350 mullions de
centim@tres,soit 3,5 millions de métres ou 3 500 km, soit encore la distance
approximative séparant Montréal de Miami !

Le fait de changer d'échelle ne réglait pas le probl2me, car tous les objets
ayant pour origine le dernier siécle se ramenaient alors indistinctement sur
un méme point! De méme I'imbrication de sous-&helles dans une échelle
principale apparaissait plus valable pour créer des “zoom™ sur une période
donnée, que pour régler le télescopage qui nous occupait. Les éléves avaient
alors convenu avec |'enseignante d'utiliser des points de suspension... pour
situer les fossiles sur la ligne du temps, Mais méme & cela, la distance entre
les deux fossiles s'avérait encore plus longue qu’entre notre époque et le plus
“jeune” des deux fossiles ! De plus 1'éléve qui avait apporté les fossiles,
n'appréciait pas du tout de se retrouver dans les poinullés! Que faire ! Nous
avons alors proposé aux éléves de ce groupe d'utiliser une échelle, non pas
“additive”, mais bien “multiplicative”, en multipliant par 10 a chaque inter-
section de I"échelle, plutdt que d'additionner 10 ans & chague intersection !

D g Aujourdhai 0 = L derier
10 | Mo aissance 10 = Manalssance
0 10 = Premiéres auromob) les
Exposition de Moniréal Amivée de Jaccpues Cartier
o F =
o e Emngine Rirasen
40§ Maissance de mes parents oo -
50 I 2e guerre mondiale [ETELCV
LU FODODN I premiers Hommes
LN B Nalssance de mes 10000000 I~ Fin des ajumw.r:&
- . Ammonites
L] Arands parents 1) £ 000 Triahiss
- —  Appanition de In vic s 1a Terre
W ¥ A0 O K | s i i Thgave:
100 1= Premigres sutomobiles 10 000 GO KK -
Big Bang!
g = 1040 (00 000 D00 ™

Echelle anthmétique vs échelle géométrique

(figure tirée de Palascio, 1993)
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Cet incident non prévu a permis aux €léves d’examiner sOus un autre
angle Ia différence entre 'addition et la multiplication, de constater que si
I'élément neutre de |'addition est 0. celui de la multiplication est i, car une
échelle géométrique ne peut pas démarrer 3 partir de ), qu'avec 100 divi-
sions de 10 années d'une échelle linéaire, nous ne pouvons représenter qu’un
millénaire, alors qu'avec 100 divisions sur une échelle géométrigue. nous
pouvons représenter un “gogol” d'années (1 suivi de 100 zéros), et que tout
au plus nous n'avons besoin que d'une dizaine d'intervalles multiplicatifs
pour remonter jusqu’au Big Bang [ Quelle économie !

Les hons coups, comme parfois les mauvais coups, nous tombent dessus
parfois sans crier gare. Cetie occasion fortuite a amené un groupe de “petits
matheux™ & construire un nouveau type de ligne du temps, plus pratigue dans
certains cas, Mais il y a plus & (rer de cette construction. D'une pan, les
multiplications proposées aux éleves ont souvent des résultats proches des
additions utilisant les mémes quantités. Par exemple, en pratiquant sur des
exercices comme 2 + 3=5et 2% 3 =6, les éléves en viennent & se dire qu'il
n'y a pas une grande différence entre 'addition et la multiplication. Le tra-
vail décrit ci-dessus infirme rapidement cette impression auprés des éleéves.
L.a motivation subséquente pour maitriser cette opération, par exemple pour
apprendre les tables de la multiplication, vient plus msément. Le fait d’éta-
blir, au moins de temps en temps, certains liens entre les mathématiques et la
realité, facilite les pratigues algonthmiques moins drdles, mais guand méme
nécessaires,

Deuxitmement, au niveau du concept du temps, la perception que nous
en avons rétroactivement, s'avére & nos yeux davantage logarithmique que
linéaire. En effet, 'importance de la dernigre annde passée, & cause de la
proximité des événements el de la multiplicité des points de repere frais a
notre mémoire, est équivalente & plusicurs années qui ["ont précéddée, alors
qu'historiquement, le dernier siecle, parce qu'il nous semble plus détermi-
nant que les précédents dans les conjectures économiques, sociales et poli-
tiques actuelles, nous apparail comme aussi important que le dernier millé-
naire.

D'aucuns affirment méme que le temps s'accéltre, faisant référence aux
changements sociaux, technologiques... qui se succédent d un rvthme de plus
en plus rapproché. Cette perception, bien que le temps soit incompressible
dans la réalité qui nous occupe, correspond bien A la perception que nous en
avons. Et une ligne du temps cst bel et bien un modéle et non la réalité
(Pallascio, 1991), permettant aux individus, et particulitrement aux jeunes
éleves, de se représenter un concept long A comprendre et A " approprier.

Buligtin APMEP " 400 Septembra 1895

815



Bulletin de I'APMEP n°400 - Septembre 1995

Conclusion

Cette derniére construction montre que les mathématiques sont bien des
outils & notre disposition, des instruments susceptibles de nous permettre
dans certaines circonstances de résoudre des problemes qui s offrent & nous
(Pallascio, 1992). Les enseignanies et les enseignants, de méme que les
éldves eux-mémes, ne devralent pas hésiter 4 s'inventer de nouveaux outils
mathématiques, car c’est de cette manidre que les mathématigues se dévelop-
pent: & mon avis, les mathématiques sont une invention, et non une décou-
verte réalisée par d'autres et que nous devons maintenant apprendre par
coeur, souvent sans rien y comprendre. Bien slir, nous ne partons pas b zéro!
1l faut bien dire & un enfant que la communauté internationale s’est entendue
pour définir la mesure d'un angle droit comme éant égale & 90°. 11 s’agit
d’une convention. Mais lorsqu'il quittera 'école, I'individu devrail étre
convaincu que les mathématiques sont des oufils 2 sa disposition, aussi
souples el aussi adaptables que les régles de la grammaire franguise. Aussi
hien nous pouvans wtiliser la syntaxe, |'alphaber, la grammaire... pour écrire
(ou inventer?) un texte comme celui-ci, aussi bien pous pouvons utiliser le
symbolisme mathématique, les systémes de numération, les résultats établis
{ou théorémes), les régles d'inférence (ex: deux choses égales & une méme
troisieme, sont égales entre elles)... pour décrire, illustrer ou expliciter une
réalité, comme celle du temps & I'aide d'une échelle non linéaire,

L'individu a besoin, avant tout, de mieux se comprendre : «une connais-
sance compréhensible, c'est essentiellement une connaissance utilisables
(Aubé, 1974). En ce sens il apparait imporiant que les jeunes soient invités &
réfléchir sur leurs processus mentaux, C'est ainsi que les mathématiques
peuvent se présenter comme étant un outil de travail qui permet d'élaborer
des modéles rationnels métaphorisant divers éléments de connaissance et
d'explorer la réalité a 1'aide de raisonnements analogiques.

De cette fagon, nous devrions pouvoir assurer une plus grande durabilité

aux différents modeles explicatufs du monde environnant que nous tentons
d'enseigner aux jeunes.
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