
Qu'est-ce que faire 
des mathématiques? 

Saisir l'Irrationnel: 
Dire, Montrer, 

Faire toucher, Tenir 

Evelyne BARBIN 
IREM Paris VII 

IUFM de Créteil 

"Pour un mathématicien, calculer r 'e.st TG/sonner, c 'est analy­
ser plus profondlmem {es fails 8éomitriques sous-jacems ; 
pour un j eulle é/è\ll!, calculer c: 'eSl laisser aux symboles Il' suin 
de raisOtlIIel' à.fa place. c 'est oublier lorlf fail géométrique 
pour nt plus voir que des symboles" 

Henri LEB ESOUE, La meSu" des graf/deurs, p.83 . 

Dans une suile d'articles parus de 1931 à 1935, Henri LEBESGUE propose 
une réflexion sur ('enseignement de la mesure des grandeurs. qui se fonde 
sur une "étude comparative critique des divers modes d'e~posllio n " . Il se 
donne ainsi la possibililé de dénoncer les babiludes pédagogiques, el sa prin ­
cipale critique pone "sur ce qu'on dit , ou plutÔl sur ce que J'on nc dil pas, au 

sujel des nombres irrationnels". En effet, Lebesgue reproche à l'enseigne­
ment secondaire de ne parler des nombres irrationnels que par préléri tion -
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"on le renCOnUe panout ; panour on éVH d'en parler neltemenl", et de SC 
livrer ainsi à un vrui tOur de passe-passe à l'occasion des valeurs approchées 
des irrationnels puisque, ceux-ci n'existant pas. "on va parler de valeurs 
approcMes qui Ile seronl approchées de rien". n fustige alors un enseigne­
ment hypocrite et fourbe: 

"II y a là une véritable hypocrisie, fréquenté dan, l'en,eignement de, 
mathématiques: le professeur prend des précautions verbales, efficaces 
quand elles ont le ,ens qu' il leur donne, mais que les élèves ne comprendront 
cerlflillemenl pas de la même manière. Les examens et les concours incÎtent 
malheureusement à commettre souvent cene petite fourberie; les professeurs 
doivent dresser leurs élèves à de petites questions fragmenlaires. ils leurs 
donnent des modèles de réponses, qui sonl souvent de véritables petIts chefs­
d'œuvre et qUI ne donnent prise à aucune critique, Pour y parvenir, les pro­
fesseurs isolent la question de J'ensemble des mathématiques, ils créent pour 
ce qui la concerne, un langage parfajt sans s'occuper du raccord avec les 
autres questions, Les mathématiques cessent d'être un monument t elles ne 
sOnt plus qu'un tas. J'insiste ~ur ce point bien qu' lI ne s'agisse que d'un fait 
connu de tous le professeu.rs. quj disent volonlieTS avec ironie: « La mode 
veut qu'à tel endroll du cours on soit précis. qu'à lei nutre ont aillOutcs les 
]j benés~, et dont les bons tlèves se sont aperçus assez I?"ur être sceptiques, 
eux aussi, au lieu d'euc enthousiastes"' . 

Je cite longuement LEBESGUE parce que ses propos me semblent toujours 
d 'actualité. Rien n'a changé : les élèves du secondaire calculent toujours avec 
des irrationnels qui ne sont "rien" , qw ne sont pas saisis , ct les professeurs 
doivent toujours les "dresser" ces calculs. A l'époque de LIiBESGUE, les étu­
diants construisaient les rée ls avec les coupures de DEDEKIND, mais 
aujourd'hui les jeunes professeurs Ont des difficultés à se souvenu le, avoir 

us const ruire à l'aide de suites de CAUCH Y. ct il s sont rort surpris. 
d'apprendre que dire "ruc,"e de deux" ne revient qu 'à prononcer une péri · 
phrase qui ne dit rien sur e qu'cst cc nombre, et en paniculier, sur ce qui le 
re lie aux "vmÎs" nombres . Les propos de Lebesgue peuve nt paraftrc 
aujourd'hw brutau x dans les pages d'une revue destinée il des en elgnants de 
mnlhémaliques. pourt3Ill ils sont paros dans la revue L'enseignement mathé­
matique. 

Panant des mêmes constats que LEBESGUE sur l'enseignement des irra­
tionnels, je proposerai ici une réflexion historique et épistémologIque sur les 
irrationnels qui nous conduira d'EUCLIDE 11 LEBESGUE. Celle rénexion a 

1. LEBESGUE., l.iJ mtsure d"s grandeurs. p. 20 
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comme horizon toujours présent la question : "qu'cst-ce que frure des mathé­
matiques ?" Mais SI nous avançon.s cl 'abord que fai re des mathématiques 
c'cst en fabriquer, alors il faul bien dire ce que l'no fabrique, ct nous .vons 
donc choisi les nombres irrationnels, et ce avec quoi l'on fabrique, el nous 
dirons des mots, des figures , et des symboles. Faire des m.lhématlques c'est 
aussi agir pour résoudre des problèmes . dire avec des mots, montrer avec de-s 
figures, faire toucher avec des symboles, bâ,ir avec les mots, les fig ures et 
les symboles. 

Le dire et le montrer 
Dans le dialogue du Mbum de PLATO~, SOCRATE veul montrer qu'il n'y a 

pas d'enseigncmenl mais seulement un ressouvenir2. 11 demande à MÉNON de 
faire venir un esclave. qu' il Jon se borner à questionner, sans lui donner 
aucun enseignement. SOCRATE demande à l'esclave d'examiner un carré dont 
la longueur du côté est de deux pieds, il lu, fait mesurer J'espace de ce carré, 
puis il lui demande s' il esl possible <.J'avoir un carré qui SOil double. L'escla­
ve admet sans difficulté qu' il peUl e.is ler un carré de huil pieds, el SOCRATE 

lui pose alors la question suivante: "Essaie de me dire quelle sera la grandeur 
de chacune des lignes de ce nouvel espace". 

La silUalion géométrique proposée par SOCRATE est à la fois géométrique, 
il faut doubler un carré, et numérique, puisque le carré donné mesure qualre 
pieds. Il s' agit de dire 1. longueur du côlé du carré double, cl donc d'user de 
mots désignanl des nombres. L'esclave répond en disant quaue, e t SOCRATE 

lui fait conSlater que l'espace oblenu, seize, est trop grand. La réponse étanl 
entre deux et quarre, l'esclave dr t ensuite trois. et SOCRATE lui fait de nou­
veau cOnstaler que l'espace obtenu , neuf, est encore trop grand. Arrivé à e 
point de la leclure du dialogue, nous pouvons nous demander ce que l'oscla­
ve peut bien dire d'autre, puisqu'aucun disable, aucun nombre grec - c'est-à­
dire aucun nombre entier, ne: peUl satisfaire à la. quesLÎon. 

Mais Socrate va alors modifier sa quc:'iLion en demandant : "Essaie de: 
nous répondre a ec exactitude, El SI tu ne VOUA pa."i dire le nombre. fais nous 
voir cependant il parur de laquelle" . Il ne s'agit plus maintenant de dire, mais 
de faire ~'oir. de montrer . de construire la figllre géométrique e;t3cte qu i 
mesure huit pieds. SOCRATE donne. une à une, les étapes de la construction 
géométrique. Pour ch.cune, il demande à l'esclave s'il eSl possible de procé­
der ainsi, et j'esclave répond toujours "ou i" (fig. 1) . La dernière étape consis­
te à construire les quatre diagonales, et l'escl.ve admet que le carré compris 
entre les quatre diagonales a pour mesure la moitié de celle du grand carré 

2. Pla,on, CEuv", compU,,,, ,orne 1. pp. 530-535 
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puisque chaque diagonale coupe un carré cn deux "espaces" égaux . 

EB 
fig. 1 

Cet échange peut SusciSlcr beaucoup de commentaires , mais nou en 
reücndrons deux pour noire propos. Le premier concerne le choix de la ::;itua­
tian. La première question porte su r des mres numérisées, mais SOCRATE ne 
demande pas d 'emblée de dire la longueur du côté d'un carré de mesure huit 
pieds. TI fru t le choix de présenter un problème géométrique de duplication. 
Ce choi, prépare bIen sûr la con.lruclion finale, mais pourquo i alors passer 
par du numérique? SOCRATF. ex plique à MÉNON que la première question a 
pour but d'embarrasser l'escl.ve afin de lut donner l 'envie de chercher à 
découvrir. En effet. l' esclave éprouve Uil "malaise" en constatant que le 
numérique est insuffisant pour dire e.-racUment la solution, et il va donc 
apprécier la çon lrUction géométrique qui montre exacUmelll la solution. Le 
choix géom~ triq ue est celui de l'exactitude, à condit ion de préciser encore ce 
qu 'on appelle une conSlTuc tion géométrique exacte. et nous savons que la 
géométrie grec que demande rusage exclusif de ln règle et du compas . 
Chercher à découvrir, c 'est avoir "envie de savoi, ' par 1. géométrie . Le pro­
blème dcvienl alors strictement géométrique puisque la solulion est générale, 
que le côté du carré initial soit nunlérisé ou non. 

Le seeond concerne la portée du queslJonnemem socralJque. En effet, 
lorsque SOCRATE affirme à MÉNON que l'esclave n'a ",primé que "des pen ­
sées venues de lu i", nous sommes (entés d'imniser. Examinons cependant de 
plu., près cc que Socrate demande à l'esclnve d 'acquiescer. L' e,cI.ve doit 
admettre de lui-même que ln mesure du grand carré, obtenu par accolement 
de quatre autres, est la sorome de leurs mesures, ct que les deux triangles for­
man t un carré on t même mesure -c ' es l ~à- dir e que par un mouvement its 
conservent leu('s mesures en coïncidant l 'un sur l' autre. Or. ces deux asser· 
tians sont nécessaires pour comparer des nires polygonales par découpages. à 
la manière des li vres [et VI des Eléments d'Euclide, 
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Le lecteur contemporain pourra êLCe éventue1lemen t surpris par la facilité 
avec laquelle il peut J'épondre il ln première ques tion de Socrate, en disant 
"raci ne de hUll" . Dans le !Contexte de la ~c i ence grecque. celle réponse ne 
veut rien dJre. alors que la construction géométrique constitue un discours 
raisonné, une réponse exacte qui a une significauon précise . En grec ancien. 
l' urationnel désigne ce qui n'a pas de "logos", et le "logos" SIgnifie il la fois 
la parole et la raison, 

L'irrationnel, l'indicible 

Dans le dialogue du Théétb. de PLATON, SOCRATE demande à Théétètc 
de déflnir ce qu'eslla connaissance, et remarque que l' énoncé de cas panicu­
Hers de con naissances ne peul pas constitUe r une défi nÎlÏ on générale. 
Théétète relate alors un entreuen avec le géomètre Théodore : "Théodore 
nous avait e,;,pliqué, avec les fi gures. quelque c ho~e de ce qui concerne les 
puisSiances. nous faisant voir. à propos de celles de trois pieds et de cinq 
pieds, que, en longueur. elles ne sont point commensurab les avec celles de 
un pied, les prenant ainsi une il UDe jusqu' à celle de dix-sept pieds, Mais, je 
ne sais pas comment cela se fit, il s' arrêta à cene dernière. Là..oessus, il nous 
",int, comme cela, une idée ; pu isque les pu issances SOnl éVidemment en 
nombre infini , l'idée de les rassembl.er en un genre unique, par le: nom 
duquel nous désignerons les pltiss,,"e","' . II s ' agissai t donc de rassembler, 
sous un terme unique. une infinité de cas particuliers de longueurs incom· 
mensurablcs (c'cst-à·dlre qu i n' on t pali de mesure commune) avec une lon­
gueur d' un pied , de dire l 'indicible. 

La solution de Théodore est approuvée par SOCRATE: "Le nombre, dans 
sa totalité, a été par nous panagé en deux classes : celui qui peut être le pro· 
duit de fac teurs égaux , et comme nous cn représentions la. figure par le cm. 
nous l' avons inti lulé nombre ',arré ' [ .. . ]. Quanl au nombre. maintenant. qu, 
est mitoyen de celu i là, ains i tTOis, cinq, et de même tout nombre incapable 
d'être le produit de facteurs égaux, ( ... 1 comme nous le figurions , cette fo is 
par un rectangle, nous l'.vons nommé nombre 'rect.ngle ' . [ ... ) Toutes les 
lignes qu i, ponées au arré, donnent 1. nombre équilatéral et plan, nous les 
avons définies : ' longueur"i ; er ·pulssances· . d'autre pan, toutes celles qui 
donnenl le nombre oblong [rectangulaire]. atte ndu que, si en longueur ces 
1ignes ne sont pas commensurables avec les premières, elles le sont par les 
surfaces dont elles sont puissa n ce~ . EL le CAS de sol,ides est un autre. cas ana­
logue' .... Le côté d'un carré de trois pieds ser41 dit "puissanceu

, parce que la 

3. PLATON, Œuvrescomp/èltS, [orne Il, p, 91 
4, Idcm 
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:surface de ce carré est commensurable avec la surface du carré d'un pied. 
Cependant, celle ronnul.tion ne se rtsume pas à la périphrase : "c'cst en 
puissance un carré de surf.ce de rrois pieds". En effet, THtODo RE a fait voir 
les côté, des c'fTés de surfaces trois, cinq pieds , etc ., c 'est-II-di re qu'il. 
construit géométriquement ces côtés. Plus precisérnent, il a montré comment 
rendre équivalents géométriquement un rectangle de côtés numérisés et un 
carré de surface numérisée : le tenne "puissanco" recouvre un discours rai· 
sonné, une opération de quadrature. 

Comment THroOORE a-t-il mmltré. ce qui maintenant peUL êlre dir ? Les 
côtés des carrés de surfaces deux (Théétèlc ne mentionne pas ce cas), trOtS, 
cinq pieds, CIe., se constrUlsenl à la règle el au compas en application du 
théorème de Pyth.gore (fig.2). Ce théorème constilue 1. proposition XL VU 
du livre 1 des El!nrent. d'Euclide, il est la conséquence ultime de loutes les 
proposlltons d'équlvalence, d '.ires démontrées dans ce livre par découpages 
(cas d'égalité des triangles, qui sont Dussi des cas d 'égali lé d'aires, égali té 
des aires de deux triangles de même base el de hauleurs égales el de celles de 
deu~ parallélogrammes de memc base compris entre de u ~ memes parallèles). 

1 

fig .2 

Le problème général de la qua­
dralUre d ' un rectangle se ramène à 
la construction à 1. règle el au com­
pas de 1. moyenne proportione lle 
BD de deux segments AB e l BC 
(fig.3). eue construction esl don­

née par Euclide dans la proposition 
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A XIII du Livre VI. en conséquence du "tbée>­
rème de Thalès" énoncé dans la proposition 
n do livre VI. Or. la démonslration de ce 
tMorème nécessile d'avoir élabli l'égalilé 
du rappon des aires de deux triangles ABC 
el ACD de même hauleur avec le rappoM L 
de leurs bases BC el CD (fig.4r. Ce dernier B 
résultaI constitue la première proposi tion 

c fi g. 4 D 

du même livret el il nécessite lui-même la "théorie cudox.ienne des gran­
deurs" présentée au livre V. Ceue lhéorie des grandeurs esl essentielle. puis. 
qu' elle pennel de comparer el d'égaliser des rapporu de segment.. .. ou d·aires. 
que ces rappons soit rationnels ou nOn. Elle pennet de rmvailler géométri· 
quement avec l'irrationnel. sans aucune notion numérique. elle montr~ gécr 
mélriquement l' ltrationnd par conslfUclion géométrique. 

Le livre des grandeurs 

La théofle des grandeurS exposée au livre V est attribuée au géomètre 
Eudoxe. Ce livre commence par une série de vingl définitions, dont les plus 
fondamentales sont les défin itions 4 et 5. La définition 4 énonce que "des 
grandeurs sont dites avoir un rappon l'une relativemenl à l'autre quand elles 
sont capables, étanl multipliées. de se dépasser l'une l'autre· ... En notations 
modernes, nous dirons que A et B ont un rappon entre elles s'il exisle m el n 
tels que mA > B et nB > A. Cette définition pennel à Euclide de démontrer, 
dans la proposition 1 du Livre X, que deux grandeurs inégales étant données, 
en retranchant de la plus grande une partie plus grande que s. m o iti~, ct cn 
recommençant autant de fois qU'I I le raut. on aboutira à une grandeur plus 
petite que la plus petite des deux grandeurs données. li s'agit de la propriété 
archimMienne des grandeurs, l 'adjectif étant justifié par l'usage intensif 
qu'Archimède fail de cette proposi~on dans ses quadratures . La définition 6 
énonce que "Des grandeurs sont dites dans le même rapport. unc première 
relaLivemenl à une deuxième ct une troisième relalivment à une quatrième 
quand des équimultiples de la prentière el de la trois ième ou slmultanémént 
dépassent, ou sont simulumémént égaux ou simultanément inférieurs, 11 des 
équimultiples de la deuxième eet de la quatrième. chacun à chacun, let) pris 
de manière correspondante" ' . En nolalions modernes, nous pcJuvons écrire 

5. voir BARllIN . La pensée mathématique dans l11islQire et dans la classe. in BuJl~lÎn 
APMEP n'388, mil·mm 1993, pp. 136· 156 
6. EUOJDE, Le. ilimenlS, vol 2, p. 38, 
7. idem 

&nerin APMEP rf" 400 Seprwnbrc 1995 

781 

Bulletin de l'APMEP n°400 - Septembre 1995



que le rapport de A à B esl 6gal au rappon de C à D, si pour lou t nI et n, on 
a: 

nA > mBetnC>mD 
ou nA = mB ct nC = rnD 
ou nA<mBetnC<mD. 

Ces notalions ri squenl de donner une inltrpr~ tation num~rique de !!eue 
définllion, alors que l'équimultiple d'un segment de grandeur A est un seg­
ment obtenu par jwc.Laposition de ce segment. Amsi. pour ètrc confonne à 
l'espm grec, il vaut mieux nwlllrer la définition 5 en observant que l'égalité 
du rappon de deux grandeurs A cl B ,vec le rappod. de deux gntndeurs C et 
D se voit dans 1. répanition de leurs équimultiples (fig.6, nous avons choisi 
le cas où Il y a égali lé d'équimultiples, c'est-à-dire le cas d ' un rapport ration­
nel) . 

A A A A A 

il B B B B 

C C C C C 

D D D D 
1 

D 

B A 28 2A=38 48 l A 58 
1 1 1 1 1 1 1 

[l C ID 2C=3D 4[l3C 50 
1 1 1 1 1 1 1 

fig. 6 
Cette défin ition a pour conséquence le "lhéorème de TIullès", qui donne 

une signification géométrique à J'égalité de deux rappo<1.S de segments, Ce 
théorème est essentiel daDs l'élude des figun:s semblables faite au Livre VI. 
EUCLIDE Y résoud com pl ètemen~ dans la proposi tion XXV, le problème des 
aires qui consiste à construire à la règle ct au compas une figure recti li gne 
semblable à une figure donnée et égale (en grandeur) à une autre figure recu­
ligne donnée. La teneur de cet énoncé indique bien que, dans la géométrie 
grecque , une figure est à la fo is une forme et une grandeur. Le "théorème de 
Thalès" offre également la possibilité de relier fondamentalement le numé­
rique au géoméuique. Euclide ne la saisi t pas, mais nous verrons plus loin 
comment Descartes la saisi t. Pounant, la proposition V du Livre X énonce 
que des grandeurs commensurables on t entre eUes 1. raison d ' un nombre à 
un autre. Mais le ilvre X, consacré spécifiquement aux grandeurs commensu­

rablcs ct incommensurables, reslc géométrique. 
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l,.e., bvres qUI concernent les grandeurs géométriques son! dissociés des 
livres proprement anLhrnétiques. qUl traitent des nombres (conçus comme 
assemblages d 'unnés). Euclide n'associe pas un nombre à une longueur ou à 
une aire, il compare des grandeurs de segments ou d'aires : il les égalise dans 
le Livre l, el il considère leurs rappons dans le Livre VI. Une aire ne peut 
pas être dite; ainsi, il ne peUL pas être dit que l'lUte d'un reclangle eSl le pro­
duit des longueurs des côtés, mais on mOlli" que le rapport des aires de deux 
reclangles, ayant deux cotés respectivement égaux, est égal au rappon des 
deux autres clltés. D'ailleurs, on ne parle pas du produil de deux longueurs, 
mais on montre le rectangle de deux segments en le construisant. Ainsi, dans 
le Livre n, Euclide énonce que si "une cenaine droile AB eSl coupée en deux 
parties égales au point C, et qu 'une certaine droit.e BD. lui soit ajoutée en ali ~ 

gnemenl, alors le reclangle conlenu par AD, BD [égal à DM), pris .vec le 
carré sur ca. eSI égal au carré sur CD'" (fig.7). Ce résultat lui p<:rmel de 
résoudre un problème de construction: celle du poinl H d'un segment AB lei 
que le carré constru.1l sur AH soil égal au rectangle construit sur HB e l sur 
BD égal à AB (fig.8). 

A c B D F G 

B 

K L N M A H 

E G F K D 

fig.7 fig.8 

Nous pouvons traduire la proposition par une formule algébrique et le 
probl~me par une équation algébrique. MalS cela ne doit pas nous faire 
oublier le contexte des propositions d'EUCLIDE: s'il y a b1en une:: inconnue 
dans le problème, cclle inconnue est géométrique, le problème est géomé­
trique (c'eSl une procédure de construction qui est cherchée) etl. démonstra­
tion qui justifie lu conslJUclion est bien sûr géométrique. Nous allons voir 
commenl le conleXle change dans l' algèbre des mathémaùciens arabes, et 
pourquoi nombre e l géométrie vont se trouver mêlés, de sorte à donner un 

8. EUCLIDe, Us tU_nlS, vol. p. 335 
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statut COmmun au nombre et à l'irrationnel : celui d'être l ' inconnue d'une 
équation. 

L'irrationnel comme inconnue algébrique 

L'algèbre a pour signification originelle d'Stre la science de l' inconnue, 
de regrouper sous un même corpus IOUles SOrles de problèmes où l'on 
cherche une inconnue. Dans son Ki/ab a/'8abr wa ·/·mllqabalah du IX' 
siècle, AI-KKWARtZ.MI écril : "Quand je considéOlis ce donlles gens onl nOr­
malement besoin dnns le domaine du calcul,je trouvai que C·ét.a.illoujours un 
nombre .. •. Cetté inconnue va donc être désignte par un mo~ eUe sera dite 
"racine", el comme les probl~mes l'englobent, l'inconnue multipliée par elle­
même sera désignée par le lerme de "trésor", Il n'y a pas de symbolisme 
dans l'algèbre arabe, mais 1. terminologie permet d'indiquer la généralité des 
problèmes u-ait6s. Ainsi , "Racine, et trésors égalent nombres" désigne IouleS 
les équarions que nous notons .x 2 +:lX = b. 

Le traitement de ce type d'équalion est présenté sur un cas numérique 
parueuber, mais il y a bien conSCtenee de la généralité de la résolution. 
Ainsi, A I ~K h waril.IDl prend COmme cas paniculier : "un trésor el di~ racines 
du mêm. égalent trenle-neuf dirhems", Le lraileme nt commence par la don­
née de l'algorithme de résolution: diviser d i~ par deu~ : cinq ~ multiplier le 
résultat par lUI -même vingt-cinq ; ajoute r à ccei lrcnte-neu f dirhems : 
s Olxanle ~ quatre; en prendre la rneine : huit; lui retrancher cinq : trois e.slla 
solution. PutS vient la d~monstmti o n géométrique qu. va "expliquer" l'algo-
rithme : "La figure pour expliquer cecI 5 A 
est un carré, dont les côtés sont Inconnus. 
Il représente le tKsor, lequel, et la racine 
duquel , lu demandes à conn3Hre"'o. Le 
carré AB figure le lrésor, son c6té figure 
ln racine, les rectangles G cl D de CÔlés 
cinq et la racine figurent les di x racjncs 

G 

B 

0 ajoutées nu lr~sor . La surface totale de 1. 5 
figure oblenue Csl lrente-neuf el la surf. ­
ce du carré qU'II fau i lui ajouter pour 
obtenir un carré est vingt-cinq (fig ,9). 

fig.9 
9. AL-KHWARtZMt , Kllab ai-8Gbr .·a'/-mll'labaiah, dté par HOYRIJP, "Algèbrt: d'al ­
Gabr" et "'Algèbn: d'arpentage" au neuvi~me siècle islamique et la question de l'in­
Ouence babylonienne. in Filosoft og vldt'nskabs ueri Pa R oskttd ~ U'u"V~rsil~lSCt!mu , 

n'2. 1990, pp. 8-9. 
10. idem, p, 4 

784 

Bulletin de l'APMEP n°400 - Septembre 1995



Par conséquent le grand carré. pour surfacc sOJxante-quatre et pour côté 
huit. Ainsi. la justification de l' algorithme est mOlllr é~ par la figure . 
L'algèbre d ' AI-Khwarizmi englobe à 1. rois du numérique, pu;sque l'incon­
nue es t un nombre, et du géométrique, pUISque 1. démonstration e.t géomé­
trIque, Le segment qui l'igure l'inconnue représente un nombre, et le cant 
qui l'igure le trésor représente un nombre multiplié par lui -même, 

Dans son Magala al-gabr wa'l-muqabalaiJ, OMAR KHAYYAM s'intéresse 
à des problèmes géométriques légués par les Grecs, comme celui de la sphè­
rc d'Archimède (couper une sphère dans un rappon donné), qw correspon­
dent à des équations du lIoisième degré, L'algèbre es t celle fois conçue 
comme une science où l'on cherche une inconnue, numérique ou géomé­
trique: "Une des nouons mathématiques don t on a besoin dans la panie du 
savo;r connue sous le nom de mathémaoques est ran de l'algèbre et de l'al­
muqabala, desoné à déterminer les inconnues numériques t géo rnétri­
ques"II, Nombre el grandeur mesurable acquièrent un stalut commun car 
"L'an de l'algèbre et de l'aJ-muqab.la est un an sCientifique dont l'objet est 
le nombre entier et 1es grandeurs mesurables. en Larn qU" lnconnus matS rnp­
ponés à une chose Connue par laquelle on peut les détermlOcr: et celle chose 
est soi t une quantité, soit un rapport de manière que nen d'autre qu'elle ne 
leur soit commensurable. ainsi que te l'indique leur examen ancmif'. OMAR­
K!iAVVAM classe les équations de degré lIais et les résout géométriquemenr 
par Intersection de oniques. 

Dans les deux traités 6voqués, il s' agit de résoudre des problèmes algé­
briques (c'cst-à-dire conçus comme recherches d'une jnconnuc), l'Inconnue 
est numérique ou géométrique, c t la démonstration est géométrique, Les 
algébristc.s de la Renaissance continuent sur la voie lr3cée par les mUlhém3t i-· 
ciens arabes. La chose (l ' inconnue) intervient d3n.!l. des rrohlèrncs numé­
riques ou géométrIques, elle garde une figuration géométrIque, puisque les 
justifications des algorithmes restent géométriques, maIS la ,' r<!ation du 'yrn , 
bolisme va permettre de la représenter de raçon symbo~que, C'est ainSI que 
les irrationnels vont devenir les choses de l'algèbre symbolique, 

L'irrationnel comme symbole: le prononcer elle loucher 

Dans L 'AIgtbr< du XVI' siècle de Jacques PELETIER DU MAN', les Irra­
tionnels prennent une place prépondérante. En ef(et, J'algèbre y est définI. 
comme "un art de parfaitcmenl et précisément nombrer. et de résoudre toutes 
questions arithmétiques et géométriques de possible solution, par nombres 

Il . AL~KHAYYAM. MagaJa ai.gabr "·Q".muqabai(J/J, in R3Shcd et DJebbar. L ' ("u~ ' rl! 

algibr;qU<' d'AI,Ka)'yam, pli . 
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rationnaux et irrationnaux. La grande singularité d'elle consiste en J'inven­
lion de IOUles sortes de lignes el superficies, o~ l' a,de des nombres ralion­
naux nous [r.il ) dUauI"". La géométne grecque était le lieu des grandeurs 
incommensurables, l'algèbre de l'ELETIER esl celui des nombres irrntionnaux , 
conçus comme des cas spéciaux de "nombres de l'algèbre". La terminologie 
elle symbolisme de Peletier vonl nous pennellre de comprendre pourquoi: 

- les "nombres rndiesu." sonl les puissances de la racine (de l'inconnue) 'l(. 
ils sonl désignés par les lennes de cen,. (carré), cube, censicense, etc. el 

représentés par des symboles ç, C; çç, etc; 

les premiers nombres de l'algèbre soot les "nombres cossiques" : les 
nombres absolus auxquels som "poslposés" les nombres radicaux. comme 
6 ç "qui se prononce six censes" ; 

- les seconds nombres de l'algèbre sont les "nombre "rationnaux" : ceux 

auxquels esl "préposé" le signe cossique, comme ~ çç 20 "qui se pronon­

ce racine cen~ i cc: n sique de 20" ; 
- les troisièmes nombres d. l'algèbre sont Ccux qui onl un signe préposé c t 

l'autre poslposé. 

En notalions modernes, 6 ç s' écrit 6 x 2 et y çç20 s'écrit 20 . 

Ai nsi, par leur lerminologi e CI leur symbolisme, les irralionnels se 
confondent et se mêlent aux puissances de l'mconnue. Nous serions tentés de 
dire que le signe v représente une autre inconnue. Le grammairien PELETIER 
explique commenl "discourir" avec les "nombres de l'algèbre", c'csl-à-dire 

omment calcu ler avec eux : addit ionner. re trancher. lnuillplier. divi ser. 
extraire. Il n'aborde quO nsuite les équallons proprement dites et la résolu ­
tion de problèmes numériques ou géomélrique<. Puis, dans le li vre il du tnti ­
l ~. consacré aux "nombrts Îrraûonnaux" (définis comme les "racines sourdes 
des rationnaux"). j) pose une question essenllelle sur la nature des nombres 
irrationnels. à savoir "s' Ils sont vrais nombres ou feints". Etant données la 
concepl ion puremenl ,ymbolique qui a élé donnée Jusqu'ici de l'irrationnel 
el l'Jn!tistancc sur les aspects prononCHluf et gnlmmaticaJ. il est intéressan t 
de lire sa réponse. PELETlER écril: 

"Non sans propos sc fait un doute sur les nombres irralionnaux. S'Ils sont 
nombre ou non. Car d'une part il esl certain, qu 'ils sont quelque chose : vu 
que par leur atde on parvienl, non seulement il la preuve, mais aussi à la pré­
cision de plusieurs théorèmes, donl les nombres rationnaux ne fonl qu ' appro­
cher. Comme sonl les démonstralions de lanl de sortes de figures géomé­
triques: qui nous sont faites certaines el déterminées. par le moyen des 

12 PELETtER. L 'algi!br<. p, 1. 
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nombres irralionnaux~ en quoi les rationnau.x nous défaillent Davantage ils 
ont leur algorithme, leur ordre ct règles infaillibles, tOul ainsi que les rauon­
nau.x. comme nous avons à ... oir. En somme, nous connilissons ci-après. que 
les I!T8tionnaux nous apponent beaucoup de on naissances: lesquelles, sans 
eux, nous seraient impossibles. De l'autre part, nous ne pouvons bonnement 
approuver leur certaineté; car s'ils en avllÎent aucune, elle sc verrait. MalS 
quelque règlement que nous leur puissions donner, si ne pouvons nous ni en 
eux. ni par eux affleurer aucune proportion, sinon cachée comme en pcrpé· 
tuelle tén~bre. [ ... ] Et pouvons dire, le nombre irrationnel n'est nombre, non 
plus que le nombre infini. Car il o'y • non plus de proportionnel du rationnel 
à l'irrationnel : qu ' il n ' y a du fi ni il l ' infini" "-

Les deux arguments en faveur des irrationnels sont la nécessilé de faire 
appel il eux et l'existence d 'algorithmes précis pour effectuer les ca!culs. Ce 
dernier argument n'a pu être avancé que grâce la possibilité offerte par le 
symbolisme de manipukr aisément les irrationnels. Les symboles pennetlent 
de lOucher les irrationnels. de diJcourir jltr eux, mais PELETIER n' oublie pas 
qu'ils ne se prononcenl que "par clrconloculion" et qu' ils sonl nomn1és 
racines sourdes "parce qu 'en les prononçant on n'entend poillt ce qu'ils 
sont", 

L. liberté de manipuler les irrationnels par leurs symboles leur fait perdre 
tout caractère paniculier. En 1585, dans son T,aité des incommensurables 
grandeurs, Stevin va plus lOin que Peletier en se demandant pourquoi les 
grandeurs incommensurables sont tenues en uspicion par les mathémati­
ciens: ~' Cel1.es je ne vois autre raison, sinon qu ' ils ne les tenaient pas pour 
des nombres. ainsi pour quantités Irrationnelles. irrégulières, inexplicables, 
sourdes et absurdes, el pas dignes d'être citées en propositions mathéma­
tiques: mais parce que nous avons réfuté en son lieu celte irralionncll~, irré­
gulière, incxphcable, sourde et absurde opinion. et que nous espérons en 
temps opportun d'affirmer f ... J que ces nombres sont en perfet::uon et excel­
lence, un des grands Mystères de la Nature à la perfection duquel elle n' a 
voulu fai re capable tout entendement" 1" . Pour lui, "les nombres arithmé­
tiques sont si peu différents d'iceux rad i cau~". que )'011 peU{ mêler lc:s uns et 
les autres dans la me me perfection . Dans le problème 1 de son Livre Il. il 
mêle entier, irrauonnel et segment, et il utili se librement la proposition XIlI 
du Livre VI d'Euo..lDE (fig.3), pour trouver: un segment BD qui ait avec un 

segment donné AB la même raison que Vs avec 3. 

13. idem, p. 124 
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Peletier menlionne égalemenl l'infini Il propos de la Dalllre des irration­
nels. Nous devons rapprocher ceci de l'exislence d'autres algorithmes, 
eOonu. depuis l'Antiquitt , pour approcher les Irrationnels par des ralion­
nels". Au XVI' sj~cle . ln mention de l' infini ne plaide pas en faveur d'un sta­
{ut numérique de l'irrationnel, car il faudrait s ' enfoncer dans des "perpé­
tuelles t6nèbres" pour ".ffleurer" t'irrationnel. Il en sera autrement au siècle 
SUivant. lorsque les mathématiciens oserOnt affronter J'infini et travailler 
avec lui. Au xvn' siècle, la numérisation el l'algébriSlltion de la géométrie 
vont également renforcer le statut de t'irrationnel, qUI va devenir un obj .. 
usuel de l'analy.e du xvm' siècle. 

La numérisation et l'algébrisation de la géométrie 

Dans La glomitri. de 1636, Descanes exploque d'abord que "Ie calcul 
d'arilhmétique se rapporte aux opérations de la géométrie" .. : il suffit 
d'introduire un segment nommé unité "pour la rapporter d'autant mieux au 
nombre", Ainsi, la multiplication de deux segments BD et BC devient un 
autre segment BE, en introduisant le segment unité AB et en appliquant le 
"tMorème de Thalès" (fig. 10). De même. la racine carrée de GH eSt le seg­
ment GI, en introdu.lSant le segmenl unilé FG et en appliquant la proposition 
Xill du LIvre VI d'Euclide (fig. ll). Ce. conceptions sont en rupture complè­
te avec la tradition grecque, puisque selon celle-ci le prodwt de deux seg­
menlS el le carré d'un segment sont des rures, et qu 'iCI ce sont de simples 
segments. 

o 
F G H 

D A 8 

fig. 10 fig. 1 1 

L · hom08~nt i sation dImensionnelle de DESCARTES lUI pem,et d'expliquer 
"comment on peut user de chiffres cn géométroe". anéamissant runsi radicale· 
me nt la d istinction grnndeur géométrique c l nombre dans la pratique du géo~ 

1 S. Il est Impossible de dresser ici un historique de ces algonlhl11es. ct nou~ ren­
voyons à CHABERT & a1i, Histoires d'algorithmes, çhapitre 7. 
16. DESCAR1U. La gtomiEr;e. p, J. 
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mètre. Ceci d'aUlnnt plus que les segments du géomètfC seront manIpulés à 
l'aide de symboles litlérnUA : DESCAR.TES donne toucher ce qui esl montré. 
Les construcllons géomélIiqucs deviennent des expressIOns liuérales u!llisant 
des lellrC.!t et des signe" aTllhméLiques, y compris les signes racines carr~e et 
cubIque (l'extraction des racines élant aux yeux de DESCARTES "une sorte de 
dIvision"). Toutes ces expressions doivent être conçues comme de s imples 
segment<, en vertu de l'homogénéisation dimensionnelle. Descartes explique 
à son lecteur, qui risque sinon d'en etre fon hoqué, qu'une expressIOn 
comme 

,.fC.al _ b ' + nbb 

qui n' avait aucun sens géomélriqueJusqu'ulors (commcnt considérer le côté 
d'un cube qui soit un carré ct lui ajouter un solide). devient licite une fois 
l ' unité déterminée, puisque l'on peuL à loisir mullipiler ou diviser les 
diverses expressions par tette unité pour rétablir une expresslOn homogène. 

Ces concepuons sont nécessaire< pour appliquer ln méthode cart6.ienne 
de résoluuon des problèmes géomélIiques. n s'agi. d ' une méthode qui procè­
de par l'analyse -c'esl-à-dire qUI va de l'inconnu au connu: supposer le pro­
blème résolu, donner des noms aux segmonts connus (a, b, etc.) et au' seg­
ments inconnus (x, y, e.c.), tradUIre le problème de sorte à obtenir des 
équations. résoudre le< équations pour obtcnlr les Inconnus . DESCARTES 
étend la pensée algébrique (qui eSl aussi une pensée analytique) à la géomé­
trie, mais ce faisant il renverse lu dialecuque trndtUonnclle entre @éométrie et 
algèbre. En efTet, selon la tradition arabe. la géométrie permet de démontrer 
les algonthmes de l'algèbre, alors que dans la méthode cartésienne l'algèbre 
permet de démontrer des problèmes géomélIiques. Ces problèmes concer­
nent également 1 .. courbes, que DESCARTES assimIle à dèS équations, ouvrant 
ainsi la voie à l 'analyse. 

Dans la "période héroïque qui suit les travaux de DESCAR1C.'i, la "nature" 
des irrationnels semble peu tounnenter les mathématiciens. Lors de leurs 
recherches algébriques et analytiques, Ils apprennent à manipuler sous 
formes symbolique des êtres, dont certains peuvent paraître encore plus mys­
t6rieux que les irrationnels: imaginaires ou infinitésimaux. La théorie des 
grandeurs du Livre V constitue un fondement solide pour la géométne, mais 
elle est lourde ct compliquée, aussi \'a-t-elle être mise de cô.é par les auteurs. 
Cependant, nous avons vu que la définition 5 du livre V, si complexe SOlt­
elle, sert à démontrer que les aires de deux tr!3ngle, de même hauteur sont 
comme leurs bases, ce qui permet d'établir le "théorème de Thalè ". Ce 
théorème est inévitable, nlors comment les auteurs s'y prennent-ils pour le 
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démonlrer en l'absence d' une théorie des grandeurs? Nous allons examiner 
brièvemen l cette question en consultant quelques ouvrages des XVU', xvm' 
et XIX' siècles I l , el aborder ainsi les relations entre irrationel et infini. 

Du côté de Thalès: ir rationnel et infmi 

Dans ses NOUVMu.< IltmèntS de géométrie de 1657, ARNAULD inaugure 
une nouvelle f..,on de démontrer le Ihéorème de Thalès sans s' encombrer 
d'une théone de. ifllltionnels, Il donne "une preuve tre. naturelle, dont je ne 
crois pas que jamais personne se soit avisé". Le théorème découle du résultat 
suivant : "lorsque deux li gnes sont également inclinées en deux différents 
espaces parallèles, elles sont entre elles comme les perpendiculaires de ces 
espaces"t!. Etant données, dans deux "espaces parallèles" A et E, deux per­
pendIculaires pel P, el deux obliques c et C "également inclinées" (lig.12l, il 
f.ut prouver que la mison de p à P esl égale à ce lle de cà C, ou, avec le sym­
bolisme de l'époque, que p : P : : c : C 

A E P c 

fig.12 

ARNAULD suppose que p "st divisée en 10, 20, 500, 10000, etc. parties 
égales x. Les parallèles, menées par les points de division de p, couperont c 
en autant de parties égales entre elles. Puis x eSI pris comme mesure pour P. 
et ici se pose le problème de l' incommensurabil ité. Arnauld écrit : "elle s'y 
trouve'" précisément tant de fois, ou tant de fois plus quelque re<te, c'esl-à­
dire plus une portion moindre qu'x" . Les paraJlèles, menées des points de 
division de P, couperont C en parties égales entre elles el égales aux parties 
obtenues d.ns c, puisque c et C sont "également inclinées". Le r • . isonnement 
qui conclu! la preuve n' est pas clair, mais Arnauld semble admeure que la 
petitesse du reste donne bien l'égalité des raisons. En t us les cas, c'est bien 
la possibilté de diviser en autant de parties que t'on veut p qui a.')surera un 
reste: aussi peUl que l'on veut. 

Clairaut, dans SeS Eliments de géombrie de 1758 est plus explicite, lors­
qu ' il veut établir que deux triangles semblableS ABC et abc ont leurs côtés 

17. pour un tustorique du 1héo~me de 11llt1~s. voir BKOUCHE. AUlor4r du thiorbne dt! 
Thalès, IREM de Lrlle, J 994, 
18. ARNAULD, NOU1'fOUX élénrenls cl. gioml1rie, pp. 190-192. 
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proportionnels. Le résultat eS! d'abord d~monLré dans lc cas où les côtés 
sont commensurables. Pour le prouver dans le ca.~ Où ils sont Incommtnsu· 
rables, Clairaut suppose que ab est divIsé en 100 parties et que AB conlient 
enlre 141 et 142 de cc, parties, alors, si on néglIge le re'lI:, AC conuendra 
encore 14 1 panies de ac. Puis il recommence le même raisonnemenl cn sup­
posant ab divlst en 1000 panies, aJo", le reste négligé sera encore plus pelit. 

11 conclut: "Ce restes omme nous v~nons de l'observer. serOnl de pari et 
d'autre d'autant plus peUlS, que le nombre de parlies de ab sera plus grand. 
J)Qnc Il sera perntis do les négliger, sIon imagine 1. ruvision de ab poussée 
jusqu'à l' In fini; DOnc on pourra dire 010'" que le nombre de parties de nc que 
contiendra AC éga lera le nombre de parties de ab que contiendra AB, el 
qu'ainsi AC sera il ne, comme AB à ab" " . La fin de la citation montre com­
ment le Inathémalkien sc: heune à "infim lorsqu' il doit traiter l' incoounen­
surabil ité. Nous sommes au xvru' siècle, ct un habitué des indivisibles, 
comme CLAIRAUT. ne sourci lle pas. Les géomhres grecs avaienl eu. bien 
d'autres scrupules. éVÎtanll'infini sous toule~!teS [onnes3l

. 

Au début du XIX' si/:cle, dans leurs EUments dt géométrie, LACKOIX " et 
LEGENORE l'l évitent l'i nfini. en pfocédant par l'ab:,urdc. Examinons. par 
exemple. le raisonnement de LEGENDRE pour d~montrer que deux rectangles 
de même hauteur ASCO el AEFD sont entre eux comme leur, bases, résultat 
duquel est déduit le "théorème de Thalès". LEGENDRE résou t d'abord le cas 
où AB et AE sont commensurables (fig. 13). Puis il considère le cas incom­
mensurable, ct il ,uppose que ABCD : AEFD : : AB: AO, avec AO plus 
grand que AE. Alors il clU5te un poin t 1 te l que AB et Al sont commensu 
rab les et te l que El <oi t plus pel it que D F K C 

EO. Puisque le c"" commensurable a été 1 Il 1 
résolu , nous .von' ABCD : AIKD : : 
AB: Al , d'où AJKD : AEFD : : AI : AO. 
Or ceci est absurde car, AO élant plus 
grand que Al, il en résulteratt que AEFD 
sentit plus grand que AlKD. Le cas ou A E 10 B 
AO est plus pelit que AE conduit égale-
ment à une absurdi té, le résultat cberché Iïg.13 
est donc démontré. 

UCROlX. qui procède de mam/:re identique, accompagne 1. démonstrn­
Ijon "'unc nOie' ·'on c!prouvera peUI-êue quelque difficuhé à transporter aux 

19. ARNAlrw, EJtm~ . III$d~ giomitn~, p. 101. 
20. voir CommlSsion Intcr-IREM Epj~lémologie . HLStOlr~ d'infmis. IREM de Brest. 
21 LACROIX, E/imen/sde géomilrit, pp. 33-35. 
22. LEGENDRE, EUm,nu d. slamime. pp. 63-77 . 
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parties de l'étendue la notion de rapport, telle qu 'on la conçoit à l'égard des 
nombres, surtout lorsqu' il sagira de lignes incommensurables entre elles . 
Mais l'obscuri té disparaÎLra, si l'on [ai t attention qu 'on ne peut comparer 
deux lignes qu 'en les supposant rapportées à une commune mesure, et 

qu'alors leur rapport est vraiment un nombre ou une fracLion [ ... ]_ Quoique 
celle fraction esse d'être ngoureusement assignable dans le cas où le rap­
port est incommensurable. elle n'en existe pas moins, pu isqu\')n peUL en 
approcher d 'aussi près qu 'on voudra ; et deux rapports incommensurables 
devront etre regardés comme égaux, dès qu'on prouvera que, quelque Iain 
que soit poussée l'npprmdma1Îon pour J'un et pour l'autre , leur différence 
demeurera lOUjOurs nulle"!'. LacroiX se livre Ici à des considérations sur les 
irralionnels qui indiquent que T'approximatÎon par les r3ûonnels reste, trOis 

siècles après PaETIER, t~n~breuse , et qu'elle ne suffi t pas il atlribuer à l'irra­
tionnel le statut de "vrai" nombre. Pour que cet altribut soit possiblcl il fau ­
drait pouvoir relier et urLiculer "Irratlonnel aux "vrais" nombres. Celle exi­
gence va être remplie avec les construct ions des nombres réels: re tier 
l' " rationnel au rationnel, c 'est peut-être enfin le tenir. 

Tenir l'irrationnel 

CASSIRER écrit. en 19 10 dans Subsrol/u PI fOl/c riOl/ , que deux pis tes 
" Ofrrenl pour déduire le nombre lITnlIonnel: "Nous pouvons panlr, sail des 
rappons qu'enuctiennent des segments géomé[rique.~ données, soi i de ccr­
tuines équation. algébnques qu'il deVient urgent de résoudre"". La première 
piste est celle de la géométrie grecque, où l'on mOlllre l' irrationnel. la secon­
de est celle de l'algèbre, où l'on lOuche l'irrationnel par un symbole. La 
seconde est insuffisante, car écrire le symbole qui est la solution de l'équa­
tion xl _ 2 = O. ne dit rien sur cc qu ' il recouv('C . La premi~re devient insulJs­
fajsante nux yeux de certains mathématiciens du XJXf siècle. En effet. depuis 
le début de cc siècle, des ana lystes comme BOLZANO, CAUCHY ou 
W EIERSTRASS tenten t de débarrasser l'analyse de toute référence géomé­
trique , de sorte à lui donner un fondement purement . rithmélique. Ceue 
volonté mOlive la conslrUcûon des irrationnels donnée de DEDEKIND. 

DEDEKIND explique, au début de son ouvrage de 1872, C01rrinuité er 
lIombrer irrationnels, que. professeur à l'Ecole Polytechruque de Zurich en 
1858, il avail eu à enseigner les élémenls du calcul différentiel et qu' Il avait 
été alors gêné d'avoir eu à recourir aux évidences géométriques. Il écrit : "Ce 
sentimen l d'insatisfaction était pour mOI· mêmc tellement accablant que je 

23. LACROIX, op. cit. p. 35. 
24. CASSIRER. Subs(anc~s et fonclioll . iUmems pQlIr une thécrie du concept. p. 73. 
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pris la résolullon de réfléchir 1\ ce sujet jusqu'à ce que Je trouve un fonde­
ment puremen t 8r i thm~uque cl parfa.ilemenl rigoureux des pnncipes de 
l'analyse inlinJtésimale"~ . DEDEKIND est particuüèremcnt soucIeux cte don­
ner une "rée1le définilion de l'essence de la continuité", sanS faire appel aux 
notions géométriques. Son étude commence par une réflexion sur la con(j· 
.nuité de la ligne droite, et Il trouve l'essence de la continui té dans le principe 
suivant : "Si tous les points d'une ugne drolle sont s~parés Cn deux classes 
teUes que chaque point de la première est à gauche de chaque point de 1. 
seconde. alors il existe un ct un seul point qui produit celte séparation de tous 
les points en deux classest!2!o. Ce principe Vil fournir le procédé de construc­
tion des irrationnels. 

En effet, selon ce principe, l'ensemble des nombres rationnels n'cst pas 
continu, il contien t des lacunes. Considérons, par exemple, la séparation des 
rationnels en deux classes, ln première classe conuendra lous les rationnels 
dont le carré est plus petit que 2, et la seconde classe contiendra tous les 
rationnels dont le carré est plus grand que 2, alors aucun rationnel ne produil 
cette diviSion. Celle séparauon. appelée coupure, définit un irrationnel, celuI 
qui pemlet de combler la lacune. Dans ses Leçons d'arirhmilique, TANNERY 

écrit : uOn dira qu'on a défini un nombre irrationnel toules les fOI!!. qu'on 
aura défIni un moyen de panager tous les nombres rationnels en deux caté­
gories jouissant des propnétés SUivantes : L n y a des nombres d~ms chaqut: 
catégorie; chaque nombre de la premIère catégorie est plus petit que chaque 
nombre de 1. seconde. I l. Dans la première catégorie, Il n 'y a pas de nombre 
plus grand que tous les autres nombres de ln même c8tégone ; dans la secon­
de catégorie, il n'y a pas de nombre plus petil que IOUS les autres"". 

Comment juslIrJer qu'une coupure pUisse être appe l ~e un nombre '] 
Cassirer cOIlunenle la consltUcuon de DEDEKIND cn écrivant : "les coupures 
sonl des nombres parce!: qu·ellcs informent une multiplicité rigoureusement 
articulée et telle qu'une règle concepluelle y détcnnine la posi tiun relalive 
des élémenlS qu'elles con lO ennenl"" . En effet, le nouveau système de 
nombres englobe et s'articule à l'ancien, puisqu'une Séparalion en deux. qui 
ne vérifie pas la seconde propriété de Tanncry définit un nombre rationnel, el 
qu'ainsi. nOus pouvons détenniner la situation réciproque cntre les nouveaux 
nombres e l les anciens. De plus, il y a idenuté entre la foncllon du nouveau 
nombre e l son Olode de définition , il relie entre eux les. nombres de l' anelen 

25, Dedekmd, Slnr8k~it wrd irrariOl,aJe ZaJrfe", lrild. anglaise dans Essa:rs un (hl! 
Theory of numberJ. pp. 1-2. 
26. [ledektnd, op cil. , p. Il. 
27. Tannel)', UÇ"'" d'arilhmiliql,e, p. ~20 , 
28. CASSlREk, Op.CiL, p. 78. 
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système pour as~ure r une cOfltÎnuÏlé. el li est relation. Autrement dit, le nou­
veau nombre Hem les anciens nombres el nous pouvons ainsi le tenir. La dif­
ficullé CS! qu ' il faul avoir en mains 1. IOlalllé de l'nnc,en syslème pour lenir 
un seul nouveau. 

La conSirucUon proposée par CANTOR en 1872, où un irralionnel esl défi­
ni à panir de suites de ralionnels, amoindri l celte diffïcuhé"'. Dans De l'infi­
IIi nUllhémarique, CounJRAT est ime qu'elle esl "moins générale que lu précé­
dente [œlle de DEDEKIND], el par là même plus commode, car clle dispen,e 
de considérer chaque fois la lOtalilé des nombres rationnels, et pennel de 
défin ir exactement le nombre HTIuÎonnel nux moyens de certains nombres 
ratIOnnels thOi~is et déterminés, qUI, bien qu'en nombre infini. ne SOnl 
qu'une infime mmorné dans l'ensemble des nombres rauonne""~ . Duns un 
échange épislOlaire, DWEKIND el CAJo/TOR conrTO",e", leurs définitions qui, 
si elles sont équi valenlcs malhémaliquemenl. ne recouvrent pas la même idée 
de la continuitéJ- l . En effet. même si les deux mathématiCiens Onl débarrassé 
1. définition de lu continuité de toule notion géoméuique. leurs définitions 
currespondenl il deux idées d,fféren les du cont inu géométrique : pour 
DEOEK'ND, le poinl eS I une séparalion de la droile , el pour CAl'ITOR, il en 
Iimilc d'un parcours d' icelle. 

Se défaire du géoméuique présenle nu moins deux ioconvénients. D'une 
part. rien n'assure comme le remarque DEDEKINO JJ

• que la cOlltinujté concep­
tuelle soi t "réeliement" celle de la droite géomélrique, ni même, comme le 
remarque CAr.n·oR, qu'à tout nombre irraLionne:1 corresponde un point de Ja 
droite ayant ce nombre pour abscisse H . Cet inconvénient ne pé:ut êlre su r ~ 

monté qu'en posant une thèse sur le monde. D'autre part, ommo l'écot 
POINCAIŒ, <kms La science et hypothèse, c'esllrop oubl.er l'origine de l'irr.­
uonnel : ",1 reSle il expl iquer comment on a été conduil ! lui attribuer une 
sone d'ex istence concrète"1.i. Celte dernière remarque nous ramène aux pré. 
occupations pédagogiques de LEBESGUE, car il eSi difficile d'arriver li (QU' 

citer ou à I~nir ce qui échappe à notre Vision. ce qu.i n'cst pas mOlllré. 
Dans La mesure des grandeurs , LEBESGUE propose de "remplacer en 

anlhmélique les cbapitres sur les fracti ons, sur les nombres décimaux, sur les 

29. CANTOR, Uber di~ Ausdcbnung fines SaLZe$ nus der Theorie der tngonometnshen 
Reihen, ln Mail. . Ann. vol . 5, pp. 123-132. 
30. C01.JT\.'RAT, Df' l'mfini malrhémouque, p. 64. 
31 . cette correspondance se lrou'-'C dans CAVA1ll..ES, PhiJosol'hit mo./hémntiq~, 
Appendioc. 
32. dans DEDEKIND, Was sind und was solJen d ;~ ZalUen. 
JJ. cité dans c..VAlUES, op. cil . p. 43-
34. P0 1 NCA~ lA scienu el flypolhèle, p . .50, 
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fractions décimales, sur les fractions décimales périodiques, sur les calculs 
approchés par un unique cbapitre sur 1. mesure des longueurs et les opéra­
tions sur les nombres" u. Lebesgue donne un "exposé résolument révolution­
naire" pour mesurer Jongueurs. aires el volumes, puisqu 'il pennet de passer 
directement du nombre en lier nu nombre réel sans avoir il uuliser ni fraction , 
ni nombre décimal. Par e~emple, pour mesurer un segment AB, il suffit de 
choisir un segment unité U que l'on pone sur AB jusqu'au point A, dernière 

extrémité aneinle pour dépasser B. S'il faut poner 3 fois U, on d.ra que la 
longueur de AB est 3, si A I est en B, ct qu'elle est supérieure à 3 et inférieu­
r. à 4, sinon. Puis, il fau t diviser U en 10 parties de sone à définir une nou­
velle unité VI' el on obtient. par exemple, que la longueur de AB avec l'unité 
Ul est supéneure à 37 ct inférieure Il 38. Pu;' recommencer, CIC. Ensuite. il 
faut "imaginer un symbole, qu 'on appellera nombre et qui. étant le compte­
rendu complet de cette suite indéfinie d'opüations, en pourra être di t le 
résultat". Ce nombre pourra être noté 3. 37. 376. 3760. 37602, ctc., si ce 
nombres sont ceux obtenus dans la suite d'opérations. Ainsi, l'irrationnel est 
saisi direc tement à partir du nombre dans le contexte géométrique de 
l'incommensurabUJlé. qui lui donne sens el qui pennet de mOn/ur l 'irralion ­
nel par une smte infinie de segmenl5 emboités. 

Dans un ouvrage récent, IL sens de la mesur<, Nicolas ROUCHE propose 
une réflexion éptstémologique sur la genèse de la mesure, qui se fonde, non 
sur l'histOIre, ma) '· sur J'explorauon des phénomènes quotidiens 'n. Elle le 
conduit égalemen t à rejeter plus loin les frac lions et les décimaux . Une 
réflexion épistémologique. sous-tendue par la volonlé du sen,. e't nécessàÎre 
pour fonder un enseignement où les élèves puissent (aire des mathématiques, 
el donc saisi, leurs objets. Mes urer les grandeurs pennet de mOnJur géomé­
triquement l'incommensurable, et ainsi, de saisir l'irrntionDct. 'est aussi 
proposer une vision culturelle des mathématiques. Or, comme l' écrit 
LEBESGUE, r enseignement ...... 1 n'est pas justifié par son uti li té praùque, s' il 
n'es t pas conservé par simple routine, ce ne peut-être que pour cet intérêt 
culturel qu'il s'Impose"". 

Dans Les Lois, SOCRATE estime honleu que ses concitoyens ignorent 
J'existence dc figures incommensurables. et la nature de la. relation entre les 
commensurables ct les incommensurabl_cs li. Indignons-nous avec lui. et 

35. LEoESCUE, op. cil. , p. 28. 
36. RoucHE. U s~ru dt! la m~nm ~. pp. 7-8. 
37. WESGl'E. op. Cil., p. 85. 
38. PLATON, Les lois. Œuv~.I complèus, (Orne Il. p. 911. 
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afflnnons. comme son Interlocuteur, que "la jeunesse don être instruite de 
ces matières, Cl, que d~ plus, l'élude n'en est ni dommageable, ni difficile" , 
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