
Les Problèmes 
de l'A.P.M.E.P. 

Cd/ft rubriqut propose des problèmes choisis pour "originalité de 
leur carucrère .- esthétique, subtil, ingénieu.x. voire récréatif, dom la 
solution nécessite initiatives, démarche in'Ven/h'e, recherche, effort 
hi/dlecrue/. 

EIt~ accueill.e lOus celLX qui aiml'nt Inventer, chercher de "beaux pro~ 

blèmes ..... SI possible Irou'Ver des solutions. el les invite à donnl!r libre 
çours à leur rmaginatron cr/arriee. 

PriorUé est naturellement risen'te aux énon fis composés par des 
collègues el ail dialogue ou ven Imtre eu.t par le Jel~ des répolu'es d 
des soIutimls qui saIU à etl\,'oyer à l'adresse su;vanJe (réponse à des 
problèmes différents sur jeuilfes séparées S. Vp" sans oublier \-'Olre 

nom ,u, chaqu. /.ui//e) .-
Fronçoi, W JACOMO 

21 me lu/ielle DO</II, 
75010 PARiS. 

ÉNONCÉS 

~NONCÉ N" 243 (Gérard LA VAU) 
Trouver les quadruplets d'e ntierS strictement positifs (a, b, x, y) tels quo ; 

a+b=xy 
llb=x+y 

~NONCÉ N' 244 (Marie-Laure CHAILLOUT, Sarcellos) 
Quelle relation lie les polynômes de ln variable complexe ; 

• 't" p C ,.-p p 
~2~ •• p. ,(Z- I) et 7!' - 1? 
p= l 

ÉNONCÉ ' 24S (François LO JACOMO, Paris) 
SOIent 0 , H, 1 trois points d'un plan. 
a) A quelle condition existe-HI un triangle ABC admettant 0 pour centre du 
cercle circonscrit, H pour orthocentre et 1 pour centre du cercle inscril ? 
BulJerln APMEP ft' 396 ~ A vril . Mil 1995 
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Comment construire ce triangle dans les cas particuliers où 1 est situé sur le 
segment [OH) ou sur sa médiatrice? 
b) A quelle condition eJÙste-I-i! un triangle ABC admettant 0 pour centre du 
cercle circonscril , H pour onhoccntre el 1 pour centre de l'un des cercles 
exinscnts ? 

SOLUTIONS 

ÉNONCÉ N" 225 
Soient al' az, , .. an, Il réels. strictement positifs. 
Pour 1 S k S Il, on note p~ la moypone arithméuque des produits k à k de ces 

réels : 

Pt::::: _1- ~ Giflh.. .. . ail; . 

C~ l ~jMitSn 
2 

Montrer que pour lout k compris entre 2 et n - l, Pk -oP. S Pk ct que, pour 

1 S k 5 nt la suile li 1: .:::. prA. cst décroissante. 

(u , = moyenne arilhmélique et ". = moyenne géométrique des n réels a" a, 
.. . ail)' 

SOL TlON 
Problème éminemment calculaloire qui peut être abordé de deux m.",he. : 
1) Par dénombrement, comme l'onl fait René MANZONI (Le Havre) et 
Pierre SAMUEL (Bourg la Reine). 
2) Par recurTence, comme l'a fail Marie-Laure CHAfLLOUT (Sarcelles). 
La pretruèn: méûl.Odc suppose (jxé~ Ic~ n réels al ' al .. . ail' Avec les nOla· 

uon, de P,erre SAMUEL, qui pose P (H) = TI G;, on calcule 
.. H 

p(H)pO-!') = pen' p(J) où 1 = HnH' el J = (HuH ' ) - l, si bien qu 'en som­
mant : 

Pt oP .. , - t) 1+, L aIl) 
Cil C If c::wdtl , =- t 

pi =-:-S: L bfn 
(c~) ""'m·, 

où a(/) e b(f), sommes des P(H/P(H') rnlervenanl dans PI-r Pk.1 er danl P: 
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respeclÎvemenlel vérifiant Hf"'lH· = r, valent respeclivement: 
J.-~I 2 l-, ~ 

a(l)=C"_2,P(l) s(l) et b(I)=2C u _li P( I) (1) 

en appelanl sil) la somme des p(J) pour J dJ;joinl de 1 CI Card (1) = 2k 2i. 
Le résultaI cherché se dMuil d'une comparaJson des coefficients de ces 
deux sommes. 

Je m'attarderai davantage sur la seconde mélhode. On suprose que, pour 
.ou. ensemble de (II 1) réels strictement positifs, el pour tOUl k, les relations 
ont vérifi~es. Si l'on pose Po = J el p, = 0 pour k < 0 e' k > n - 1, tI n'esl 

même as nécessaire de se limiter quant 3.wc. valeurs possibles de k, la rela­
llon devienllriviale ~ l'ex.érieur de l';n.ervalle pour lequel on nous demande 
de la démontrer Par nilleurs, celle hypothèse de récu,,"ence est clairement 
vérifiée dans le cas où 11- 1 =;:, donc dans le ca.< de deux réels al e' 01. 

On ajoute un n-ième réel a. 
Dans les nouvelfe!l moyennes, que nouS appellerons qt pour les disunguer 

des précédentes, cert",ns termes contieodron! a, d'autres non; de sorte que : 

k n - k qt=aïr Pt- 1 + - ,,- p, 
En appliquant celle même formule à q"'l e. q. 1 on peut développer: 

,/' ) ()' ,alk- I( ')" - k-I( ') qk+lqA.--1 - qJ: 2 PlPi; 1- PA- I + ! PhlPl-1 Pt 
Il n 

1 ( \' (k(lI-k) - (II - II),_ 1 
-2ap.·I-p~ +a ]: I,Pk.-.tPt-2- P,pt. - I. 

/1 " 

Comple lenu de l' hypothèse de récUrTcnce et du fail que 

p;), 
chacun des quatre IOrTheS du membre de droite est négaof ou nul, d'où le 
résultai, par récurrence sur n. 

Quant à 1. seconde qucsoon, prou"er que Ut = pl" eSl décrois.,nte, quel ­

le que soit la mé.hode adoplt. pour la première, elle en découle immédiate­

ment p , ~ pi a élé démontré ci-dessu> bIen que ela n'ail pas é.é formelle-

ment demandé. car nous aVOnS posé Po = l el prouvé : Pk iPt'l $ pi. même 
pour k = 1. 
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... 11 

Par ailleurs, Pt- IPk+' :s pi => Pk+,'" ,;; ::ttr:n d'où le r~sult"' par 
11(.1;+1) ~ I~ ) I k' 

Pl >- , 
récurrence sur k (n élaOl fixé). 

ÉNONCÉ N"227 (Igor CHARIGUINE, Moscou) 

Soient ex el ~ deux cercles Silu~ dans un même plan, et qw se coupent en 
deux pOints A et B. La langente en A lllJ cercle ~ recoupe le cercle ex en Cet 
la tangenle en A au cercle ex recoupe le cercle ~ en D. La drone (CD) recoupe 
le cercle ex en un point M distinct rle B. Montrer que la droile (MB) coupe la 
corde [AD] en SOD milieu. 
PREMIERE MÉTHODE 
Solu tIOn de R. RA YNAUD (Digne) 

lX' 
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Un. inversion de pôle A tI1lJ1s fonne 
BenB ',Den D ', 
le cercle a en la drone (B'C' ), parallèle Il la droite (AD), 
le cercle ~ en la droite (B 'D'), parallèle Il la droite (AC), 
la droite (CD) en le cercle AC'D', qui recoupe la drOIte (B 'C') en M' 
inverse de M, 
la droite (MB) on Je cercle AM'B', qui recoupe la droite (AD) en!' inver­
se de 1: AI,AI' = AD,AD', 

Pour démontrer que l .. tl. mllieu de [AD], iI.um, d. d~monlrer que D' 
est milieu de [Al'] : 

Dans le cercle AC'M'D ', les cordes [AD'] et lC'M'1 sont parallèles, donc 
DM' =AC', 
Dans le parallélogramme AC'B 'D ', AC' = D'B', Donc D'M' = D'B', 
Dans le cercle AM'B '/" la médiatrice de la corde [M'B '] coupe en D' la 
corde parallèle [A!'] , 
D' .. t donc 1. milieu d. [AI'], CQFD, 

DEUXIEMEMÉTHODE 
Solution de Jacques DAUTREVAUX (06 - St André) 

~ 

(MB) recoupe Je cercle ~ en N, 
Les égalités angulaires (modulo lt) suivantes : 

(NB. ND) = (AB, AD) = (MB, MA) 

dans B dansa 
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et (NB, NA) = (AB, AC) = (MB, MC) 
da ns ~ dans CL 

montrent que le quadri latère ANDM est un parallélogramme. Ses diagonales 
se coupent donc en un point ! milieu à la (ois des segments [MN] et [AD]. 

AUTRES SOLUTIO S 
Utilisant l ' inversion : M ,BAUVAL (Versail les) , a .BOuEZ (Paris), 
M. BOUTEILLER (Brive), Daniel CARRON (Culham , Royaume Uni), 
Maurice CRESTEY (Vinténnes), Denis GERLL (paris) el Christian GAU­
TIER (VersaiUes), Jacques LEGRAND (Biarritz) , A. MARCOURT (Ste 
Savine), Michel MARGUERJTE (Domfront), 
N' utilisant pas {'inversion : Migue l AMSNGUAL COVAS (Majorque, 
Espagne), Jean-Louis A YME (St Derus de la Réunion), René BENOIST 
(Pa laiseau), Jean -Luc BOUILLOT (Magnanvi ll e) et Robert TAUVY 
(Vallery), Jacques BOUTELOUP (Rouen) , Marie-Laure CHAILLOUT 
(Sarcelles), Alai n CORRE (Yoounde, Cameroun), Edgard DELPLANCHE 
(Créteil), ChnslIan DURS (Limoges), Denis GERLL (Paris) et Christian 
GAUTTER (Versailles) , Gro upe Géométrie de J'I REM de Bordeaux, 
PhJ lippe JACQUEMIER (Revel), Jacques LEGRAND (Biarritz), René 
MANZONI (Le Havre), Cbarles NOTARI (Mon taut), Eric OSWALD 
(Bonnevi Ue), Serge PAICHARD (Laval), Marguente PONCHAUX (Lille), 
Roger QUENTON (Draguignan), Jean-Paul ROUX (Un ieu.), André VrRl­
CEL (Villers lès ancy). 
REMARQUES 

Fau t-,l rehabili ler l' inversion' Maurice CRESTEY, ancien ln,pecteur 
Général. écril : «Je me senS presque obligé de demander que l' on "ewll. bien 
m'excuser d'avoir tra ité )'essenliel du .sujet en 1I1il jsaol une inversion , au 
risque de passer pour un dinosaure. Mais lorsque Je prtparrus le bac, puis le 
concours d'entrée à SI Cloud, l'inversion étai t un outil très utilisé en géomé­
trie. Après tant d'années. je sais encOre m'en servir. Après tout, il y a enCore 

des lecleuTS du BlllIet;n qui sont de mil génération. Quant aux plus jeunes. 
dont la géométrie n' a pas consti tué la plus grande partie de la fennation. il 
n'est pas mauvais qu' il s s.c per~uadent qu'on n. abandonné un CJuLi I bien per­
formant», 

De fait.. plus de 30% des solutions uti lisent l' inversion. mais la seconde 
méthode l 'emporte avec environ 40%, Parmi les très nombreuses répon>es, 
on découvre aussi une grande diversité d'autres mélhodes possibles. 

Denis GERLL (Paris) et Christian GAUTIER (Versailles) proposent 
conjointement deux méthodes ; l'une par inversion. l'aulre par sim ilitude. SI 
(CD) recoupe ~ en P, el (BP) recoupe (AC) en J_ "élude de la similitUde 
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"an,formonl le [naogle ABC en DBA. donc le cercle a n ~. permel de 
conclur. que ABfJ sonl cclCycliques. que (Il) est paral1~le il (DC) t que I.di-

te simili tude tran,forme J en 1 (et P en Ml, donc que lA = JA = ID _ 
ID JC lA 

Celle même Slmllilude est utilisée par Philippe JACQUEMlER (Revel) 
pour prouver que DMAN est un parallélogramme. par Jacques LEGRAND 
dans l'une de ses deu. solutions pour prouver que (MB) esl parallèle à (donc 
confondu avec) la médiane de BAD, ainsI que , par le groupe de géométrie de 
l 'lREM de Bordeaux qui ajoule que (AB) est la symédiane du triangle ACD 
(car l'tnlerseclion K de (AB) et (CD) est barycentre de D el C affecté, des 
coefticiellls AC" cl AD'), donc que, grâce il une similitude inverse de centre 
M transformanl P en A, (MI) ",1 médiane du triangle AMD. 

Edgard DELPLANCHE (Crétei l) rajoule à celn les propriélés du qu.dri­
I.tère harmonique ACED, E étant l'intersection de (AB) avec le cercle cir­
conscrit il ACD. Entre autres, le fail que l'angle (BC, BD) = 2(AC, AD), donc 
que M esl confondu avec B si et seulement si 1., deux cercles sont orhogo­
naux : ce lan est signalé par une demi-douzaine d'autres lecteurs. Certains 
distinguent plusieurs cas selon la position de M par rappon à A, B voire C. 
Signalons que M es t confondu avec C , i le rapport des f.yons 

~= 2 cos (A D. AC). 

René MANZONI (Le Havre) remarque que le symélnque y du cercle Il 
F par flIppon à (AD) passe par 

E 

\ 

o~ ,. 

~ 
l 

,,\. ? 
"'-1./.. z 
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M : si 0 0 , O~ et Oy dési · 
fi gnen l le s cen tres des trois 

1 
cercles el F le symétrique de 

., 0 0 par rappon à A, [AM I, 

[ABI ct [ADI sonl ortho go­
nau~ à 1 OPal, 1 0aO~1 e t 

) 
1 [ O~011 respectivement, e t 

,1 ) le, points M. B et le milieu 
1/ de [AD) se déduisen t par 
() une translation de vecleur 

FA des projections de F 
sur [OyO"I. [O.Opl et 
[Opo.,l lesquels ,ont sur sa 

droite de Simson. 
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André VIRICEL (Vi ll ers lès Nancy ) , enfin, prouve que SI 

AZ = Aë + AD , le triangle ACZ est semblable À O.,AO~, donc que les 

angles (AC, AZ) et (MB, MA) sont égaux, d'où il déduit que la similitude 
transformant le triangle AMD en DAC transfonne (AB) en la médiane (AZ) 
de DAC. 

Conains (Miguel Amengual Cavas - Majorque, Espagne; Marguerite 
PONCHAUX - Lille ; Jean-Paul ROUX - Unieux) on recOurs 11 l'analytique, 
la trigonométrie ou les nombre complexes, Par ai lleurs, Christian DUFIS 
(Limoges) met en avant le rôle symétrique joué par les cercles a et Il. prou­
vant notamment que [ND] et son homologue Sur a [QC] se coupent SUI la 
droite (AB) . Marie-Laure CHAILLOUT (Sarcelles) signale que les puis-

sances de 1 par rappon aux cercles a et ~ sOnl opposées (LA ' = - lA, ID), 
ENO CEND226 

Déterminer l'ensemble des fonctions définies sur lR, continues en un 
point et vérifiant, a étant un paramètre.&1 : 
';I(x. y) E JR2,f(,t + y) + f(x - y) = af(x)f(y) , 

SOLUTION de Pascal CHANTRlAUX (38-Meylan) 
1 - Considération. prélimlnalres 
Si a = O. en prenanl y = 0, on obtienl 2f(x) = 0 pour tout x réel, d'où la seule 
sol ution x H O. 

Si a ~ 0 alors. en posant g (x) =!!. f(x ) pour tout x E IR. on est ramené à la 
2 

recherche de l'ensemble E de. fo nctions g définies sur IR et continues en un 
point, qu.i vérifient la condition : 
';1 (x. y) e IR2 g (x + y) + 8 (x - y) = 2g (X)8 Cy) (1), 
On vérifie facilement Que les fonctions : 
- constantes x H 0 et .t 1-+ ] 

- x H co.r.t, plus généralement, x H cos(kx) avec k > 0 
- X H ch (x ) et, plus gén6raJement, x H ch (kx) avec k> 0 
sOnt dans E. Nous allons montrer qu' il n'yen a pas d'autre. 
2. Recherche d.l'ensemble E. 
Dans toute cette partie, g est une fonction de E, non identiquemenl nu.lle. 
a) Propriith aJgibl'Ü/ue. de g. 
Avec y = 0 dans (1), on obuent 2g (x) = 2g(.<)g(0). Or g n'cst pas identique­
ment nulle, donc 

g (0) = 1 (2). 
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D'où, en prenant x = 0 dans (1), g (y) + g (-y) = 2g (y) pour tout y, ce qui 
prouve que 

g est paire (3) 
et, en prenant y = x dans (1), 

'l'x E IR 8 (2.t) + 1 = 2[g (x)], (4). 
Enfin, en remplaçant x par x + y et y par x - y dans (1), 

V(x, y) E IR' g(2.t) + g(2y) = 2g(x + y)g(x - y) (5) . 
b) Continulli de g. 
On salt qu'il e~sle un point c en lequel g eSl continue. 
D'après (5), pour tout y, g(2y) = 2g(c + y)g(e - y) -g (2c). On en d.!duit, en , 
utilisant 1. continuité de g en c, que hm g (2y) = 2 [g (c») - If (2e) d'où, 

) .... 0 

compte tenu de (4), lun g (h) = 1 . La fonction 8 es t donc continue en O . 
• _0 

Soit à présent x un r~el quelconque. Grâce à (1) et Il la continuité de 8 en 0, 
on obtienl 

li m [8 (x t h) + 8 (x - hl] = lim [2X (x) 8 (h») = 2g (x) (6) 
h~O h-O 

Grâce à (5), à 1. continuité de g en 0 et Il (4), on obtient 

hm [28('< + h)8(X - II)J= Iim [g(2x)+g(2h)] =8(2x) + 1 =2[g(xl 
h~O .~O 

En utilisant ces deux résultats pour passer à la limite dans l'Identité 
2 2 

[g(x+M-g(X -h)J =[g(x +h)+8(x - hl]-2[2g(x+h)g(x-hl] 

on obtient lim (g (x + hl - g (x - hl] '=[2g (x) 2 - ~2 [g (x»)'] = 0 d'où 
. .... 0 

Iim [g(x + h)-g(x -h)J=O (7) 
' .... 0 

La demi-somme des lignes (6) et (7) fournit Iim g (x + h): 8 (x). On a éta-
hli ..... 0 

le résultat : 
g est continue sur IR (8). 

e) 8 e.t dlt.,minie par.a valeuT m un certain point b 
La fonetton g valant 1 en 0 et étant continue en 0, il existe un réel b> 0 tel 
que g > 0 sur [0, bl. 
Montrons que b et g (b) déterminent R, . '.st-à-dire que: 
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si h est une fonction de E vérifiant h > 0 sur [0, bJ ct h(bi = g (b) 
alo~ Il = g (9). 

Soit hune teile fonclion. Elle est non identiquement nulle et vérifie donc 
tOUles les propriétés démontrées ci-dessus pour g en al el bl, Les fonctions il 
ct g étant paires et continues, pour montrer que Il et g coïncident sur IR. il 

suffi t de montrer qu'enes coïncident sur A = {;p b 1 n e IN. p E IN} qlli est 

une partie dense de [0, +oc[ (puisque b > 0). 
D'après la relatio n (4) appliquée 11 g et à 'l, avec x = bl2, 

1 2 

[8(~)l =g(b~+ I_"(b;+ I -H~)] . Or, g(~) > 0 ct Il (i) > 0 car 

~ e [0, bl donc g (~) = il (Î) . En réitérant le raisonnement à partir de ~ 

. b 
pUIS de ï etc .. qlli .ont aussi daos [0, b J on obtient, par une réculTence 

2 

facile, l'égalité 8 (:p) = Il (:') pour tOUl p entier norurel. 

Fixons p el démontrons la relation g (;p b) = h (~:, hl pM récurrence sur Il. 

Le. égahté.. 8(0) = 1 et g(;.) = h(:,) prouvent qu 'elle eSl vraie pour" = 0 

et 11 = l. Supposons qu'elle soi l vraie aux. rangs n - l et Il . 

La re lation (1) appliquée il g et Il il pennet d'écrire 

8(n;/ b)+g (n~/ b)=2 g(;pb)8(:p) 

et ,,(f);/ b)+h(n~pl b)=2h(~~b)h(:pl . 

Or, R(;.)="(;p) , g("/ b)=I1("/ b) et g(?)="(;pb) donc 
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8(" ;/ b)=Ii(n ;.1 bl. 
On n bien vérifié que g ct IJ coincident sur A, donc sur R 
d) DiterminatWn de g. 
DiscUions suivant les valeurs de g (h)." ulilisons le résultat montré en cl. 
Premier cas: 8 (b) > 1. 

On peUl donc poser k =.!. Argch [g (b)1 c'esl-à-<lire g (h) = ch (kb) avec k > O. 
b 

L. ronction x H ch( .. ) de E esl positive striclemenl sur [0, bJ el caine ide 
avec g au poinl b. C'esl donc g. 

Deuxi~me cas : Il (h) = 1 
La fonction constante :n-~ 1 de E est posilive trictement SUT LO. b] el coi'nci· 
de avec g au point b. C'est donc g. 
Troi.si~me cru : lI(h) < 1 

Par défïnilton de b, 0 < g (h) < 1. On peut donc poser k = t Am:os [g (h)1 

c'.st-à-dire que g(b) = co. (kh) avec 0 < kb < rcJ2. La fonction x H cos(k.<) 
de E esl po.itive ,tricl.menl sur [O. hl pUJsque 0 < kx < rcJ2 pour tOUI x de 
[O. hl, ct coïncide avec 8 au pOint 1>. C'esl donc g. 

5 • Conclusion 
Compte tenu des résultaIS des paragraphes 1 et 4.d), 

Si a = 0, la seule solution cst la fonction COnstante x H O. 
Si a ~ 0 alors les 50!uüons sont ; 
- les fonctions conStantes x ~ 0 et x 1-+ 2/0 

? 
- les fonctIOns x H ::. cos (t x ) avec k> 0 

a 

- les fonctions x H ~ ch (k x) avec k > O. 
a 

AUTRES SOLUTTONS 
Alain CORRE (Y.oundé - ameroun). René MANZON I (Le Havre), 
Marguerite PONCHAUX (Lille), Pierre SAMUEL (Hossegor), Micel TAN­
GUY (Quimper), M. VIOIANl (Fontaine lès Dijon), 
.. . et quatre solutions incomplètes ou fau ses .. . 
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REMARQUES 
.L·originali té de l'hypothèse de J'exercice de Mlle CHAILLOUT m'a tout 
de suite frappé. car je m' intéresse' aux équations fonctionnelles depuis plu­
sieurs années (20 au moins)>> écri t M. VIOlANl (Dijon). 
«D' habitude, précise-t-il, on suppose f coolinue partout ou même seulement 
intégrable, puis on transfère pour montrer q u'elle est C_ .• 

• D'o~ l' hypothèse originale est que f est supposée continue en un seul point, 
et Mlle CHAILLOUT, par son idée, permet de mOntrer qu ' elle est alors 
continue partouL» 
«CeUe idée va faire faire un bond dans la diminution des hypothèses de ce 
genre d'exercice . Gageons qu'en 1995 ... fleuri.ronL les exercices d'oraux 
exploi tant celle idée._ 

A cct éloge, M. VIDIANl joint un long article, solidement illustré sur les 
méthodes de résolution d'équations fonctionnelles dans l'optique des oraux 
de conCOurs d ' enlrée au. Grandes Ecoles . 

n est in téressant de discerner ce qw, dans celle équation, est en rapport 
avec la continuité de ce qui se conserve, même si l' on supprime l' hypothèse 
de continuité . Car on peul concevoir des solutions continues en aucun 

point : M . V ID IANI ci te la fonc t io n e dUi nie sur Q(ffl par 

elx + y ffl =)' + x fi et sur un supplémentaire dans !Rdu Q-espace vectO­

riel Q Iffl (dont l'ex istence est condi tionnée par l' axiome du cboix) par 

e(l) = l. La fonction cos (9(x») véri fie l' équation fonctionnelle sans être 
continue en aucun poin t. Et plus généralement IOUle fonc tion cos(cp(x) où 
<p(x + y) = cp(x) + <P(Y) vérifie l'équation fonctionnelle. 

René MANZONl (Le Havre) constate par e.emple que 
(g (x + yi - 8 (x - y»)' = 4{g , (x) - 1)(g 2(y - 1)), 

ce qui prouve qu'indépendamment de loute continuité , la fonction 8 e~ t soil 
comprise entre (-1 ) et (+ Il pour tout x, soi t supérieure il 1 pour tout x (elle ne 
peut pas être inférieure à (-1 ). CM g(x) = 2g2(x/2) - 1). 

Marguerite PONCHAUX (LiUe) prouve que les uros de g sont en pro­
gression arnhmétique et Pierre SAMUEL (Hossegor) ajoute que, s. elle 
admet un zéro b, la Concuon est périodique, de pénode divisant 4b. Mais 
l'exjstence d'un zéro au moins. quand la fonction est comprise entre (- 1) e l 

(+ 1) suppose 1. conttnLÙté. A panir de la continuité, on peUl in tégrer par rap­
port à x l 'équation Conclionnel le - comme le ra it Miche l TANGUY 
(Qwmper) - et prouver ainsi que la foncuon est dérivable, même deux fois 

dérivable el plus ... el qu'elle vérifie une équaIion différenuelle simple. 
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linc autre direction de recherche peut être de changer , 'cnscn1ble de 
dépan etlou l'ensemble d'arrivée. Ainsi, Marle-Laure CHAJLLOUT étudie 
les fonclIo", de IR-> C vérifiant cette équation. Les résultats sur 1. continuI­
té se démontrent de la même manière que pour les fonctions de IR -> IR, mais 
pour conclure que g(x) = cos CCLt). a\'cc az = II + iv, eUe prouve que sur un 
Intervalle 10, xollo panic imagInaire de g eSt de signe constant, cc qui permet 

de résoudre sans ambigulté l'équatioo /(f) = ~ Ig (x) .. Il el donc de c~lcu-

1er g (P2~) pour tout (n, p)" JN2. 

Pour les fonctions de C -> C, le résultat précédent prouve que leurs rcs­

Ulcllons à lRet iR 'ont de la fonne .1' (x) = cos (ru) et g(i.") = cos(Il)') a"ec 
(a,~) ~. La relation R (x + 1» + R (x - h) = 211 (x)g (iy) Jointe à: 
2g(x + 1.1'18 (x 1)'1: 1/ (2.,) + g (2i\") nous donne: K Ct + /\.) = OS (a., ± ~)'). 

Mais comnt~nl preCiser le ~ Igne? A pnorl, il ,e peut que sur un cn~c:mble 
de points g (.\ + iy) = cos (a..t + Il.\! CI sur un autre e nsemble , 
Il (, + ;y) = cos(a.t Il.\) · a fronLÎère entre les deux en .. mbb, on doit 
avoir, ~ cause de lu conllnuité, co,(ru + Il}) = cos(,u - ~» . donc, SOI' = O. 
,Olt v = O. SOIt a réel et a.t = (-n, soit Il réel el ~y = kit SI en un pain! de celle 
fwnlière potentielle, il )' 3vait cbangemenl de signe, par e:<emple, si. pour) 
pelit , n avait en un point .r : g(.\' + iy) = co,(ax + py) ct 
g(x - H') = co,(a.., + ~,), cela meurait en dUaut g(\, + iy) + g(t - iy) = 
28("lg(i.") Donc les solutions son t toutes de la forme 
K(X + i» = co,(a.t ,. py) avec (a., Pl E C'. 

Si maintenant. on reslrein t l'ensemble d" dtpan. Jacque; AMON 
(Limoges) montre qu'on qu'on peut lrouver des ,oluLÎons /1 de Z -> IR et 
méme de:- Z ~ Z) prenant des valeurs inrérieures à (-1 Cc ~onl teo;; 
~ (II) = (-1)' ch (.vIl. du fait que (- 1) ... ., = (-1)" ~, Elles sont les restrIctions 
à Z de l'onclOnn, de R --> C: g (x): cos «ü + rùù ~ais le problème se <om­
phljut! 'ii l'on ch~rch~ des . olullon~ de Q 4 IR. ,ont ohligatoirement conti~ 
nue". SI g (1) l, alors on rClOrnhe sur le" ~eu l cs solulionc;. 
contIOues : g (.n : ch (tr) du rail que l'équation fonctionnelle pem,et de cal · 
culer de proche en prnche g ('l') = PigCr)). p. étant un polynôme de degré q 

\ érifïanl : Pq(cosx) = cos qx. Ceci permet de truuver les q racIOt!:;. de 

P, (X) : !1 (1) ct de prou\'er yu' une seule e't réelle supérieure J l, cc qui 
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délermine ~ (~) sans .mbigullé Cl, par suile, pennel de calculer g sans ambi­

guïté sur loul Q. 
Mais il n'en va pas de même si 8(1) < 1. L'équation p.(x) - g( l) offre 

,IIors q valeurs possibles pou r g (M, à ,"voir , si g ( 1) - cosr, 

g (~) - cos (, + ~k1t) . Le choi. n' .. " pas lolalemenl arhilr.1irc, certes, muis 

on lrouve toul un tas de fonclions solulions non continues de l'équation fonc­
t,onllelle 1 

Par exemple, pour loul q impair clloul ent ier k > 0, appelons q, le plu' 

pe~l en~er >0 lei que q,q ii 1 (mad,2'), et posons qo - O. 

Considérons la foncuon qUI à x =-4- associe g(x) = cos(( 1 + 2q,q)ltX) . 

2q 

Quell< que SO LI la mamère .l'éeme .• sous la forme .../);- , la fonnule ci-<lessus 
2q 

fournit la même va leur de g(x). 

Supposons en efrel yuc > = -?- = -f..- avcc k $ k '. Appelons d le PGCO de 
1 q 2 q' 

q et (} >: q ::: d/l el q' ::: d,. ' avec If et Il ' premiers entre eux. On cherche à 
pmuverque cos(x ~ 21txqlf/) = cos(x + 2rr,xq ',.q ' ), 

qtq - q'k .q' est divisible par d. toUl comn1\! J1 est diVisible par 21. puisque 

qtq " 1 (mod.2') e l f!".q '" 1 (mod.2' ). II est donc dIVIsIble par 2'd. Or, 

l'd.' .'1 cnue r, car '1.. = Il dlvi,e l' du seu l f.i t que u{J ' = 21 -lu 'f' . Ce qu i 
ri 

proU\'C le résultat ::mnoncé . 
Dès lors . Ii suffit de réduire .~ et }' au même dénumrnaleur pour rendrt! 

évideol. lu r.lutlUo : g (x + .") + g (x - ) = 2g (x)g (y) dans 10 me,ure où le 
coefficien t 1 + ~lt.q dépend exclusivement de ce dénonllnalcur commun . 

elle fonction (comme une infin ilé d'aulres [oncuoos semblables) vérifie 
l 'équation ronctionnelle. Mais si x a un dénominateur impair, g(.t) = COs1t.r 

alors que sÎ x a pour dénominateur uoe puissance de 2 (q = 1 = q, ; 1), 

X (.11 = COS 3ltl, donc la foncllOn n'eSI nullemenr conrinuc. les deux sous­
en>omhles de Q .10'1 définIS étant 10US deux denses 
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