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Du savoir à l'élève 
ou 

de l'élève au savoir? 
Une question de sens 

N.Rouche 
Louvln-Ia-Neuve, Belgique 

Au moment où d~butent ces Journées Nationale<. tous ceux qui étOIent là 
il Y a ,.pt ans se souviennent de leur immense déception lorsque la tempête. 
sauvagement dispersé, après un jour seulement, les Journées NalionaJes 
d·a1ors. Grâce aux effons déployés par les organisateurs d 'aujourd'hUi, nous 
VOICt même de prouver que tous ensemble nous sommes plus (ons que la 
tempête, et qu'elle n. nOUS empêcher. pas de reprendre très utilement le ru 
de nos propos d' alors. 

Donc, il y n sept ans. nous étions en train de parler du problème du sens 
dans l'enseignement des matMmatiques (cf. R BKOUCHE et al. [1991 D. Nous 
avions distingué deux acceptions du mot sens. à saVOlf le sens élroil el le 
sens large. "Le premier • ..igne à chaque unité du discours un unique réfé­
rent. il évoque 1. précision, la rigueur ; le second multiplie Jes référents, tl 
correspond à 1. riche se, 11 l'imagination. 11 la capacité de suggestion. D'un 

côté On dil: 
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le sens est clair, et de l'autre : c'est plein de sens, ou le sens est profond." 
Reprenons ce thème aujourd' hui il partit de la question : " Du savoir à 

l'élève ou de l' élève au savoir. C'est là une formule à l'empone· pièce , qu' il 
nous faudra donc commenter et nuancer. Trois nuteurs nous y aideront, A. 
TREFFERs, S. STEIN et P. HILTON, tous Irois préoccupés, comme nous, du pro­
blème du sens dans l'enseignement des mathématiques. Curieusement, cha­
cun d 'CUl< a aussi proposé une formule l' empone-pièce. ous rapproc he­
rons et commenterons ces formules. ce qui au passage . nous donnera 
l'occasIon d'inlroduire la notion de type Idéal, mpruntéc à la sociologie, 
rnni5 qui pourrait bicn nOu.s. être utile aussi . 

1 Le schéma de A,TREFITRS : un exemple de type idéal 

Considérons le schéma suiv.nt, dO il A.TREl-1'I!RS, ct qui apparait dans le 
demier ouvrage de H.FRElJDENTHAL (199 11 : 

borizontal vertical 

mécanique - -
empiriste + -
structuraliste - + 
réaliste + + 

li discerne qualre façons d'enseigner les mathématiques. Ces quatre 
façons corresp ndent à une double distinctton, selon que l' on pnvilégie ou 
non dans l'cnselgnement le pomt de vue horizontal Ou le point de vue verti · 
cal. Le premier - le point de vue horizontal - est celui qui s ' .ppuie sur la réa­
lité, qui va chercher les malhémaliques dons des contextes divers (quotidien, 
physique, géographique, économique, etc.), où l'on utilise le dessin, les 
constructions, les manipulations, les perceptions, l'intuition . Le second - le 
point de vue vertical · est celui qui met en avant la théorie. tes struct.ures. la 
logique, la déduction, les démonslTations, la rigueur. Si l'on accepte, fût-ce 
proVisoirement. ces deux vues schématique ·, une double dichotomie fourn.it 
effectivement quotre façons d'enseigner. 

Si on ne pri vilégle ru le point dt vue horizontal. ni le point de vue verti­
cal , On obtient le type d'enseignement que Treffe" l'pelle mécaruque. Une 
question se pose lout de SUlle : qui peut bien en eig-ner comme cela? 
Personne ans doute, encore que celui-là n'en est pas bien lolO qui propose à 
ses élèves des colonnes de calculs hors de tOUI contexte et où l'on applique 

des règles sans lien visible avte une théorie. 
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L 'enseignemenl empmste par contre pnvtlégJe le point de vue honzontal, 
sanS trop se soucier du point de vue vert ical. C'est celu, que l'on fait lors­
qu'on organise dans la classe de. acuvnés et manipulauons dIverses, quoique 
sans prendre suffisamment le temps d ' en structurer les acquis, d'en mer des 
connais.sances organisées. L'acti vité considérée comme un bUI en soi conduit 
à ce que Rudolphe Bkouche appelle l'activisme pédagogique. 

Un enseignement est dit structuraliste lorsqu ' il est axé sur la théorie et 
SOn engendrement. sans lien visible avec un contexte. Un e:Jtemple est celui 
du discours magistral qui enchaine les axiomes, défini tions, lemmes, ù1éo­
rèmes et corollaires, en donnant parfois un e.emple u passage. 

Enfrn, est-II besoin de le dire, l'enseignement réa/isre est "le bon". C'est 
celui qui se souc,e à la fois des contextes problématiques et de ln théorie, qui 
amène les élèves à ",isir les liens entre chaque structure mathématique et I.s 
questions qui lui ont donné naissance ou en sont les domaines d'application 
(que ce soit dans les mathémauques ou ailleurs). 

Bien entendu. ce schéma en qU3lte points est une caricoture. Enseigner 
les mathématique. est une activité complexe, pleine de nuances, que chacun 
de nouS pratique de son mieux. Pourquoi voudrait-on ramener les mille et 
une façons significatives de le faire à quatre types seulement, engendrés par 
deux dichotomies brutales '1 Cel. parait réducteur et malstUn. 

La réponse est que l' idée n'est nullement de c lasser les ense'gnemenL' 
xist.nLS en quatre colonnes. Le tableau de 1'REFFERs est un exemple de ce 

que les sociologues et les historiens appellent un type idéal. Et comme nous 
alions le voir, la fonctio n d'un rype Idéal n'est pas du tout d 'enfermer la réa­
lité dans un carcan d'idées simpliste,. 

Regardons donc de plus près e que l'on désigne sous ce nom de type 
idéal. Le temps que nous passerons 11 cet examen ne sera pas perdu: 1. suite 
de cet exposé en montrera des applications intéressantes - du moins nous 
l 'espérons - aux problèmes que pose l 'enseignement des mathématiques. 

La notion de type idéal est due à Ma. WEBER (1) [ 1951] et est devenue un 
instrument de pensée universelle, très présent al1SSi dans la sociologie fran ­
çaise (ci. p, BOURDIEU et al. [1%8] et R- Aron (19481). 

Un type idéal est un concept, une construction de l'esprit qui accuse les 
carnctères les plus importanLS d'une situation réelle, qui les seMmalise en le 
poussant à l'extrême pour des raisons de clarté. L'objectif d'un type idéal 
n'est pas de représenter fidèlement la réalité, ct donc en ce sens ce n'est pas 
un modèle. On auend d'un modèle qu'il soit le plus proche l'ossible de la 
réalité qu'il représente, et l 'on j uge inopportun et gênant, même s'il est sou­
vent t par nnture inévi table, tout écart entre le modèle et la réalité. Au 

( 1) EconomISte et sociologue allemand (1864 - 1920) 
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coneraire, un Iype idéal doil d' abord Etre net, établir des distincuons logiques 
clrures, TI ne lend pas 11 reproduire la réalité, il ln .tyhse. 

Lorsque les sltuauons en quesuon sonl décrites par des slJlustiques, c 'est­
à·dire en lermes de moyennes, variances, elc., le lype idéal s'oppose au typ~ 
nlOy~n . Ce dernier gomme les différences, nlors que le lype idéal cherche à 
les accuser dans la mesure où eUes sont significatives, où le rail de les perce· 
voir contribue 11 l'intelligibilité de la situation (2). 

Un type idéal est un instrument conceptuel et linguistique qui permet de 
passer de 1. réalité, sunout quand elle est compleJle. Comme dIt Raymond 
Aron, "c'est parce que la réalité est obscure qu'il faut l'aborder avec des: 
idées claires". Un type idéal permet de poser des questions 11 la rénlité et 
d'émettre des hypothèses. Du foit qU'II ne représente pas 1. réalité, mais cn 
extrait seulement les relations intelligibles les plus prégnanles, il st sans 
cesse, lorsqu'on l'applique à des SItuations réelles, en altenle d'aJuslementS, 
de correctifs, de compléments d'explication. 

En même temps qu ' il rencontre l'eXIgence de clarté qui donne sens il 
l'activilé IOleliectuelle. le type Idéal est le signe d ' une pensée qUI respecte 1. 
réalité , qw a conscience de ne j.mms en rendre compte complètement et 
donc ne se prend pas pour plus fone qu'elle n'est. Le type idéal veut concl' 
lier, dans la mesure du possible, la netteté logique et la prudence épistémolo· 
gique. n est un instrument de pensée, non un résultat de la scieDce. n relève 
de la méthode. 

Avant de revenir à l'enseignement des mathématiques et d'évoquer dans 
ce cadre un autre type idéal, montrons au moins une fois ceUe notion sur le 
lieu de sa naissance, en faisant une brève incursion dans la sociologie et 
l'histoire. Dans l'antiquité grecque et romoine, la fnmille nu sens large (en 
latin la gens) regroupail dans un système hiérarchisé, aUlour du 
pateifamUias, du foyer et du ulte des ancêtres, l' pouse, les enfants, les 
frères el' oeurs, le. parents plus lointains, les clients el les esclaves. Dans 
son célèbre ouvrage La citi Ilnliqu. Fuslel de Coulanges [1864] donne de la 
gens une vue schématique et claire. n décrit les relations de pouvoir el de 
pratecuon d.ns la gms, ainsi que les rites, les modes de clIculation et la 
transmission de biens, etc. C'est la gells passée de l'état de fail, multiple et 
variable, à l'état de concept uruvoque. Cet ouvmge ne donne une idée tid~le 
de la g~ns ni à Athènes. ni à Sparte. ni à Rome, ni aiIJeurs. Mais au mains 
permet· il, à l'aide de com:<:tifs et de nuances r.pponées, de parler de ces 

(2) Les e.emples de Iypes idéaw< pr6enlés cl·après correspondent ~ de< slrootions 
qUI ne sonl guère susceplible, d' ~re ,aisies tad'tiquemen!. Il nous a pa", ulile 
cependant de souligner la dillinction e/lln: un I)'PI: ideal CI un /ype moyen, çil/' une 
partie des érudes de didactique de. ma'hématique, s'appuie .ur des statiSbques. 
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diverses variantes et de s'en faire un idk dIfférenciée. La cllé antique es t 
souvent cilk comme exemple de type idéal. 

2 - Un autre type idéal: explorer, extraire, expliquer 

Partons à nou\'eau d'un txemple. Voici une question. sans doute assez 
connue. appropriée à des ~èves de collège (et au si de primaire si on ne la 
pousse pas jusqu' au bout): quels types de quadrilalères peut-on obtenir en 
croissant deux bandes de papier sc.ru-lmlISptUllntes ? 

Si on pose une bande étroite sur une bande large, on obtient les types de 
quadrilatères présentés à la Fig. 1. Si on croise deux bandes d'égale largeur, 
on obtient la Fig. 2. Enfin si on pose une bande large sur une bande étrOite, 
on obtient la Fig. 3. 

Fig. ! 

Fig.2 

Fig.3 

_APMEP· ri' 397· F4..w '995 

355 

Bulletin de l'APMEP n°397 - Février 1995



Tous Jes quadnlatères obtenus sont des parullélogrammes, pUisque cha­
cun a deux paires de cÔtés parallèles. Sur la Fig. l , l'un d ' eux est un rec­
langle. Sur la Fig. 3 aussi, mais il n'est pas dans la même position. Il n' eS! 
peut-être pas immédiatement clair, au mOins pour des enfant' , que les figures 
1 et 3 fournissent des résultats équivalents. Croiser deux bandes, une large el 
une étroite, donne les même quadrilatères, a Une isométrie près, quelle que 
soit l' orientation que l 'on donne aux deux bandes sur la tsble. La Fig. 2 
donne un carré et ... à Y regarder de plus prts, deux losanges. On le vérifie en 
mesurant leurs c016, et peut-être aussi en présentant la figure dans une posi­
tion canonique, où l'on reconnaît plus facilement les losanges (Fig. 4 ). 

Fig. 4 
Mai, deux bandes d'égale largeur donneront-elles toujours un losange? 

Ce n' eS! pas éVldeDL C'est une conjecture. On lui donne un peu de vraisem­
blance supplémentaire en essayant d'autres cas, par exemple en inclinant très 
fort les deux bande, l' une vers l' autre de manière à obtenir un losange très 
allongé (Fig. 5). 

Fig. 5 
n semble, à la fin . qu'en croisant deux bandes d'igale largeur, on obli,n­

n~ toujours un losange. Mais il faudrait maintenant prouver celle proposi. 
tion. Pour ela. il peut être utile d'en donner un énoncé nou\'eau , qui le rat­
tache aux concepts mathématiques de parallélogramme et de hauteur: 10ul 

parallélogramme qui a us haldeurs iga/~s est lin losange . Comment prou­
ver celle propriété? Sur la figure 6, on a dessiné les hauteurs [AB] et [ADJ. 
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-Observons les triangles rectangles ACB et AED. Les angles BCA et AED -SOOl toUS deux ég.ux (3) ~ l'angle CFE , par la propriété des angles corres­
pond.olS. Donc le deux Inangles sonl isomélrique~ du fall QU'ils 001 tous 
leurs angles el deux côtés égaux [AB) eL [AD], AlOsi, leurs hypolénuses lA CI 
el [AE] sonl égales. D'où, puisque ACFE est un parallélogramme el qu'il a 
ses côtés opposés égaux, l'égalité de ses quatre cOtés. 

B 

0\ 

Fig. 6 
Cel exemple fail VOlt trois ph~s dans le travail: d'abord une phase d'ex­

ploration, ensuile, une phase dans laquelle l'allention sc porte sur un phéno­
mène particulier que J'on énonce (on extrai t un énoncé du 10L des observa­
tions. c'est la phase d'~xtractioJI) et enfin une phase où l'on démonue 
l'énoncé, ce qui es! une raçon d'expliql/u le phénomène, en le ratlachanl à 
des connaissanccs acquises antérieurement. On dOIl à Sherman STE" 11987] 
d'avoir ainsi schémalisé les lrois phases d'un travail mathématique, et de leur 
avoir associé trois mots commençant par ex : il (es rassemhle en un seu l en 
parlant de triox. Ces tro is phases d'mlleurs sonL raremenl successives: le plus 
souvent, elles s'IOlerpénètrenl. Le mouvement spontané de la pensée altem , 
selon les besoins, les registres d'cxplorauon, d'c.tr.cuon et d'explieauon. Par 
exemple. un énoncé que l'on vient de clarilier renvoie li de nouvelles ques­
tion • une preuve cn panne prov(XJue un retour sur l' énonc~, voire sur ('explo­
ration. etc. Le mérite du triex est. face à une consigne donnée, d'eo provo· 
quer une analyse qui montre quels registres de la pensée mathémauque elle 
es' uscepublc de solliciter. 

Ain i le probl~me du croisement de deux bandes pourrait être formulé de 
façon plus restre inte, par exemple sous ln forme: CrO;stl deux bandes de 
largeur égale. QI/'es/-ce ql/e vous obsen·eo.' Expliquez. La phase d'explora. 
tion .urrut wnsi disparu el seules ,trWenl restées les phases d'énonciauon el 
de preuve. 

(3) On nous pardon.nc:ro de dlrt:. par abu~ de langage. iRaI polIr is()mbr;ql4e. 
Bult811fJ APMEP - rf 397· F~vrlttr '995 

357 

Bulletin de l'APMEP n°397 - Février 1995



Une consigne plus restreime encore serail: démonJrez que Wul parallélo. 
greamnle dont I<s deux hallleurs sont égales <sI WI losange. D'autre pan, on 
peut provoquer une xploration en ~tan t sur le plan th~orique, el dODC, sans 
proposer aucune manipulation de bandes. n suffit. par exemple, de deman­
der: quelles condilions faul-il imposer aux deux hauleurs d'un parallélo· 
gramme pour qu 'il SOlI un losange .' 

A l 'oppo~, on peut ne garder, ou à peu près, que la phase d'exploration. 
JI suffit de dire: Q" 'es'·ce que vou, voyez qrllUld vous croisez deux bandes ? 

Le triex de Stein est un type idéal parce que c'est un scbéma clair, el un 
moyen d'interroger utilement des situations réelles. VOICI des exemples des 
questions qu'il suggère: A quoi sert cbacune des !tois phases? Quelles sont 
les variantes significatives, selon qu'elles sont plus ou moins prises en charge 
par les élève. ou le professeur? Quelles relations ont-elles enlre elles? Par 
exemple, les élèves trouvent-ils dans la phase d'exploration des sources d'ar· 
guruenlS utiles pour l'explication? Dans quel schéma la motivation il démon· 
lrer est-elle la plus grande? Qu'cst·ce qui contribue 11 relancer la pen~e (4)? 
Etc., etc. 

Pour faire bonne mesure, voici un autre exemple de triex. Soit la ques­
tion. Dans un plan. de qut'ls points voir·on un slfgm~nt suivant UI1 angle 
droit? Expliql4Cz. Si on ne demande pas d'expliquer, on risque de voir le tra­
vail s'arrêter quelque part entre l'explomtion et l'explicauon. {;onsidérons la 
variante suivante: On dofUle un segment [AB] .. Où ptut se trouver le traisil­
me sommel C d'un Iriang/e rectangle ABC ? La phase d'explomtion est plus 
importanle dans ce cas, puisque le lieu des points C demandés comporte 
mruntenant deux drOItes en plus du cercle; la phase d'extraction en est d'au­
tant plus SIgnificative. Par ailleurs, la variante 
s";vante excamole l'exploration: La figure 7 
montre un cercle aveC' un de us diamètre$ et 
quelqut!$ angles inscrits ; qu 'observez-volis? 
Expliquez. Voici une autre varianle qui réduit 
l'activ i t~ de l'élève à la phase 
d'explication : Démon'"z que le lieu des points 
d'où l'on voit un segment sous un angle droit 
est le cercle dom ce segment ~st un diamètre 
(à conditiOIl d'ell exclure les deux extrém;ris 
du diomitre .. .) 

Fig. 7 

(4) Dans not.re exmple, les c!1hes qui am e.xp!rimcnl~ avec deux bandes in4aJcs 
penseronHls plus souvent que les a.utres aux condJlÎons n=SSlÙres : un para/1ilo­
grtllltnlt ne peur être un losange qUI' si su deux hau'eurs sonl égal .. 1 
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3 - Un troisième type idéal: illustration et applkation 
Dans une note en bas de page d'un ouvrage assez ancien, P .Hi~TON 

[19131 a proposé de distinguer les illuslmuons d'une théorie de ses applica­
tions. Voici cette distinction reformulée d'une façon entièrement symétrique : 
une illustralioll d'une théorie est une situation simple qui aide à comprendre 
la lbéorie; une applicatio1l d'une théorie est une situ.uon difficile que la 
théorie rude à omprendre. Hilton ajoUle que les illustrations et les .ppllca­
tions 50nlloutes; deux I~gitimes ct ont chacun un rôle à jouer, mais que ctest 
en quelque sorte une imposlUre de présenter une iIIusll'lltion en affirmant que 
c'est une applicalion. 

Nous sommes ici à nOuve.u en présence d'un type idéal. L. clarté logique 
de la distinction ne fait guère de doute. L'application à des situations récllt.< 
exige des réserves el des commenuures. En particulier, cc qui esl illustration 
pour un esprit averti peut fort b.en être application pour un débullUlL 

La distinction de Hilton s'applique déjà à des si.uations très élémentaires. 
En voici un exemple. Soient A et B deux grandeurs, par exemple du type des 
objets allongés et rectilignes que l'on peul additionn« en les disposant bout/! 
boUI, et que l'on peUl donc aussi muloplier par un nombre naturel n. 

On a les deux propriétés su. "antes : A 
1) la grandeur A prisc n Fois (c'est-à-dire 

multipliée par Il) est plus petite que la 
grandeur B prise n [ois si et seulement 
si A st plus pelÎte que B; 

2) la grandeur A prise Il foi, eS! égale à 1. 
grondeur B prise n fois. si el seulement 

B 

A 1 

B 

AIA 

B 

si A CS( égale Il B. Fig. 8 

B 

La figure 8 illustre (si besoin esl...) la première de ces deux propriélés. 
En VOici par ailleurs une applicalion: On a tku.t papier:s dont on n'arrive pas 
<l dire s'ils 0/11 ou Mil la mi.me épalss<uT. Quefaire? Réponse : on prend 500 
f.uùles de chacun des deux types de papier et on compare les hauleurs des 
deux tas. La théorie. ou la connaissance qui en tient lieu dans l'esprit de l'élè­
ve, intervlenl ici de manière cruciale pour vaincre une difficulté due aux cir­
constances ct de nature non matMmatique: les relations A = B, A < B ct 
B < A écbappent à la perception. La théorie fournit des équivalents percep­
tibles. 

distinction entre iUU5lralion el application sllmponante. car clle atti­
re l'attention sur le rôle des théories e t des concepts qu'elles meUent en 
œuvre. Une théorie es t certes un monument que l'on peut ontempler. MaIS 
elle est aussi un instrument pOUT penser plus avant, que ce SOil -el ceci est 

.mportant - dans le champ des m.thématiques elleS-mêmes ou bien en 
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dehors (5). 
Donnon donc deux exemples encore du type idéal illustration-applica-

lion. 
A u débul du calcul vectoriel , on apprend la re lation de Chasles . 

Regardons-In d'abord SIU" une droile. Si on a des points A,B, C,D.E situés de 
façon quelconque sur une drOlle, on a 

AB + BC + CD + DE =AE 
On a une égalité analogue, que l que soil le nombre de points cboisis. 

Voici quelques exemple il/llslrall l colle relation. Soicnltrois points A, B, 

C (f ig.9). On fi AB + BC =AC , mais 
B - A c 

aussi AC + CB =AB , ou encore 
~ 

AB + Be + CA = 0 et d'autres égalités annlogues. 

Et voici main tenant une application de la relation de Chasles. On veut 
dlmontrer que la composte th deux symétries ortllogonalLs d'crus parallèles 
~St wU! Irmls/a lion, comme le !iugg~re la figure JO. 

1 [1:-1 
a 

A ,OPl ,0 ' A" 
a b 

, 
b 

Figure 10 
Dans un premier temps, on se sen de l'ouul familier qu'cst la distance. 

Soit (Fig. 1 1) A un point quelconque, A' son image par ln symétrie d'axe a, et 
soit A· · l'image de A ' par la symétrie d'axe b. En désignant par d la d istance, 
on sail que, par hypothèse 
d(A,O) = d(O,A ') et d(A ',0') =d(O',A '") 

d(A , A~) = d(A.A') +d(A ',A'") 
= d(A,O) + d(O,A ') + d(A ',0') + d(O ·,A ") 
= 2d(O,A ') + 2d(A ',0') 
= 2 (d(D,A ') + dIA ', 0')) 
= 2d(0,0") 

Le point A ayanl été choisi quelconque. on a tendance il conclure que toul 
point ,,"vancc» vers la dro ite d'une même longu.1U" égale 2 d(D.D '). 

(5) Il ne faut donc pas idenUfier applicarion à applicllIio/l il la physique, à /'icOtIM-
mie, lite. 
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Mais c'est aller trop vile en besogne, car le point (quelconque) A peut se 
tmuver n'importe où dans le plan, Et lorsqu'on enchaine les deux symétries 
orthogonales, il va, selon sa position de départ, «sauter» dans un sens ou 
l'autre (Fig. 12). 

A 

Fig. 12 

A' 

A" 
t 
• 

1-
A 

, 

An 

A' 
-1 

A' : A An 
~I.~ == ====~====~'~t~ __________ ~.+ 

D faut donc identifier tous les cas de figure poSSIbles, puis faire pour hacun 
d'eux un calcul analogue à celui qui est présenté ci.dessus, mais en étant 
anentif au fait que chaque dislance peut devoir être soustraite aU lieu d'être 
.ddiuonnée. La démonsU111ion devi.nt lourde et ennuyeuse. 

Quel soulagement alors de penser à la rel.uon de Chasles et aux vecteur; 
qui. considérés sur UDe droite. ne SOnt rien d'autre que des distances munies 
d'un SIgne. Ajon;, on peut en confiance remplacer le calcul ci-dessus par le 
suivant : on sai t par hypothèse que 

AO = OA et A'O' =O'A" 

Cherchons à évaluer A A" . On a 

AO = OA ct A '0 ' = O'A" 

AA" = AA' + A'A" 

= AO + OA ' + A'O' + O'A" 

=20A' +2A'O' 

=2(0A7 + ro) 
=200' 

On n'a plus besoin d'examiner sépariment chaque ca.: ils sont tous compris 
dans un seul. 

Pour donner un troisIème exemple de l'opposition entre LllustfalÎon el 
applIcation, considérons la règle des signes pour la multiplic.uon des 
DomDres relatifs, Celle règle e.\l généralement perçue pnr les élèves wmmc 
un sommet de l'arbitraire. On s'est ingénié, depUIS des siècles, à l'illustrer de 
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diverses façons qu'il serait trop long de rappeler ici. L'une d'eUes s'appuie 'ur 
1. composition des homothéties: on trouve le rapport de la composée de 
deUJt homothéties en multipliant les rapport. des homothéties composantes 
qui sont des nombres relatifs. Même s'U s'agit là d'un fait mathématique 
importan~ il ne rait pas beaucoup plus qu'illustrer III règle des signes. Il n'en 
esl en IOUS cas pas une applicatioo, car le caractère direct ou inverse de la 
composée de deux bomothéties va de soi. et il n'est nullemen t besoin de la 
règle des signes pour l'interpréter. 

Q,r!ains rapprochent la r~gle des signes de 1. combinaison logique des 
affirmations et des n~ga !i on, : une proposition deux fois niée est affmnative, 
etc. Mais c'est là plus une métaphore qu 'une illustration, puisqu'elle n'a 
meme pas trait à des nombres relatifs . Observons pourtant que ceUe méta· 
phore a un sens. car eUe fait voir une identité de structure. 

Considérons ensuite des élèves qui ont appris à représenter diverses rela· 
tians affines dans un repère constitué de deux demi-axes positifs : par 
e.ompl. le périmètre p - 4 c d'un carré, ou le prix p = c + k" d'une course 
en tau en fonction du monlan l c de la prise en charge, du prix k au kilomètre 
et du nombre" de kilomètres parcourus. 

, , 3 01 !t 

Fig.l3 Fig.14 
SOIt alors la question suivante : Dans mr repère comme celui dt ta figure 

13. on sail rtprésenter une demi-droill par un~ equation. CommtnJ uliliser 
un r~père comm~ cdui de la figure 14 pour 
rt!présenler une droite ? 5 

Une solution assez naturelle consiste à uti­
liser quatre demi-axes posit ifs , comme le 
montre la figure IS. 

Dans ces conditions , 1. partie BA de la 1:--r;:)OI<-~r-ir~~~ ~ -1 

droite a pour équation y = 2 + lx 
3 

pour Be, on a Y - 2 + f. ~ 
3 
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ct pour CD On a T] =.f.l;-2 
3 

Quel soulagement de pouvoir recourir aux nombres relatifs, ce qu.i per­
mel de graduer une droite entière et de ne plus conserver que la première de 
ces trois o!quations, en y réinterprétant x ct >' comme des variables auxquelles 
on applique la règle des signes elles autres propriétés des nombres relatifs . 
A défaut de celles-ci, on n'obtient pas UJle représentation commode de la 
droite. 

On comprend, en regardant cette application, que les nombres relatifs. 
cotoyés depuis longtemps, soient devenus d'usage coumot après l'inlroduc­
tion de la géométrie analytique qu xvn 0 siècle. Peut-être cet exemple 
monlre-t-il aussi que la multiplication des nombres relatifs est enseignée pré­
maturément, à savoir à un âge où ron ne peut pas en .. hiber d'application 
substantielle, et où dODC on en est réduit à l'illuslrer. 

Pour conclure, à propos des illustrations et applications, reparcourons nos 
trois exemples. Qu'avons-nous voulu dire à propos des applications en affir­
mant que la théorie les éclaire? On s'aperçoit dans les Irois cas que la théorie 
étend le regard de l'espril à des régions 3u dép3I1. obscures : SOil obscures 
pour les sens (on ne pouvait comparer ni à l'œil, ru au toucher les épaisseurs 
des deux papiers), soit obscures pour l'esprit lui-même lOrSqu'il s'embarasse 
dans la quanuté des cas de figures ou d'équations. La puissance de penser 
s'accroît soudain, ce qui est peut-être la source principale de la stimulation 
intellectuelle. 

4 - Du savoir à l'élève ou de l'élève au savoir? 

Les trois types idéaux que nous venons d·euminer. joints à la distinction du 
sens élroit el du sens large, peuvent nous a ider à discuter la question posée 
dan. le tilre de cet exposé: de savoir à J'él~ve ou de J'élève au savoir, une 
question de sens. Reprenons-les un à Un dan. cette perspective. 

Le tableau de Tre(fers, dans sa concision, pourrait suggérer les fonnules 
suivantes. L'enseignement empiriste à l'étal pur est centré sur l'élève 1 ses 
activités, plus que sur les mathématiques. Il ne va ni du savoir à l'élève. ni de 
l'élève au savoir, il va si n peut dire de l'[lève à l'élève. L'enseignement 
SlrUcluralisle il ("état pur est cenlIé sur les mathématiques plus que sur l'élè­
ve : il VB du 5ilvoi ... au savoir. L'enseignement m6:anique a J'état pur va de 
rien il rien. Enfin l'enseignement réaliste à l'état pur va de ("élève au savoir. 

Arrêtons-nous un instant pour montrer à quel point ces formules sont 
trompeuses par leur laconisme. En effel, elles donnent à penser qu'il y aurait 
au dépan l'élève sans savoir, el ensuite l'élève accédant au savoir, Tel n'est 
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pas le cas. Les élèves, quel que soit leur Ilge, possède", un savoir, ct ce 
savoir fonctionne. Aussi. vaudrait-il mieux remplacer la fonnule d. l'é/~ •• à 
l'é/~ v. par du savoir de l'ilè •• au savoir de l'il~., en entendant par ceUe 
expression le savoir non négligeable, quoique peu mathématisé, que l'élève 
acqwcn. dans des contextes variés. 

La formule du savoir au savoir correspondant Il l'enseignement structurn­
liste, devrait être aussi précisée de la mem. façon: du savoir ma/Mmatique 
ail savoir mathématique. Au mjeux. elle renvOie à l'acquisItion par li~ l èYe de 
théories mathématiques dont il perçoit mal le lien .vec leurs contextes tlaIU­

reis, même s'.1 peut sc trouver il l'aide dans ces lhéones et les manier s.ns 
trop de peine 4Cen circuit fenné». Dans ce cas. il faudrait même préclser du 
savoir malJrimoriqllt du professeur au savoir mathématiqlle de l'vève. C'est 
ainsi que les choses se passent pour beaucoup de nos étudiants de licence ou 
de m3Îtnse. Au pire, ceue formule renvoie au discours magistral non compris 
par l'élève, le professeur navigant seul dans le s.voi r mathématique: on 
devrai t dere alors du savoir matltématique à rien. 

Que J'enseignement mécanique aille de ritlt à ri~1I est sans doute. des 
quatre fonnules, la seule qui oit vnument laire. Elle montre par contrasté 
que les enseignements empiriste et structuralisté ne SOnt pas négligeables, le 
pretruer toutefois profitant à plus d'élèves que le second, en raison de sOn 
moindre pouvoir stlectif. 

Enfin, pour parler de l'enseignement ré.liste, il f.udr.,l compléter la for­
mule d. Nltv. au sO\'oir en dISant du sQI'oir d~ 1'11~l'~ au savoir mathéma­
tique. ou même au savoir mathimtUique bien rntigri danj la ptrsonnalité 
'llft/I,ctuelle de l'Illve. Apprendre les mathématiques, c'est d'.bord réaliser 
que certains types de quesuons exigena d'aménager. restructurer el augmenLer 
une partie du savoir quotidien jusqu'à en farre un corps de doclrine qui s'en 
détache ct s'applique efficacement à ces questions. El bien cntendu, en cours 
de route, le lOI des questions s'enricbll lUl aussi el panni les questions nOu· 
velles, cenaines s'écanenl de la pensée quotidienne. 

Le triex - exploration. extraction, explication - nous ramène aUSSI au pro­
bl~me du sens. Car il s'.git de trois registres de la pensée qui ne sont pas 
indépendants, mws complémentaires, Quiconque. fait un peu de mathéma­
tiques <en pren.nt le mot dans son plein scns) sait qu'.1 a. par moments, 
explor<! des champs d'exemples, procédé par essais et erreurs, tenté de voir 
s'il n'avait oublié aucu.n cas. Il sait aussi qu'à d'autres moments, il est tombé 
,ur un phénomène étonn3n~ qu'il s'est demandé cc qui se passait , qu'il a 
cherché à l'exprimer ct que parfois les mots adéquats lui on t manqué, qu'i l 

s'eSI demandé si ce qu'iJ exprimait euul vrai et s'iJ devait cherthcr un contre­
exemple ou une preuve . Il sait qu'à d'autres momenL, encore .1 a cherché les 
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poi.ls Mc d~parl Cl le fil onducleur d'une démonstration, puisqu'il a 
construit celle-ci patiemmen~ rarcme.t Jusqu'au bout du premier coup, • 
avançanl prudemme'l et en se reprenanl souvenl Il sait enfi n que dans a 
pratique, ces trois activités n'ont pas été sépaœes Cl qu'elles sc sont répondu 
l'une à l'autre. Faire dcs m8tb~matiques, c'eSl bien cela. Enseigner les malh& 
mauques, c'cst apprendre aux élève à faire cela. Pour l'apprendre, ils doivent 
le faire. bien entendu. chacun à son niveau .. Et ce semit sans doute une 
erreur de croire que les élève, parce qu'ils sont inex~rimentés, ne peuvent 
pas atteindre aux trois registres de l'activité mathématique. Comme l'écnt 1. 
HADAMARD [1945], '<entre le travail d'un étudiant qui cssrue de résoudre un 
problème de géométrie ou d'algèbre et un travail d'inventIOn, on peut dire 
qu 'il n'y a qu'une différence de niveau, de degré, les deux travaux étant d'une 
nature analogue» . 

Alors, faut-il aller du savoir à l'élève ou bien l'inverse? La question parait 
truquée, du fait qu'clle centre l'attention sur le savoir. el donc sur un corps de 
doc'rine. Le triex ramène l'attention sur les mathématiques comme acLÎvité, 
comme travail. P rsonne n'apprend les math~IIlaûC( u es comme connaissances 
toutes faites. Chacun doit les recoIlStnlire pour soi , et en ce sens, la seule 
possibilité cst d'aller vers le savoir à travers sa propre activité. Une façon d'y 
amver, c'est de faire lOUt de suite des mathtmatiques, fl~mentaires cenes au 
début, à tout moment au niveau où l'on se trouve. Les mathématiques SOnl 
une science et une pratique: on accède très progressIvement à cette science 
en se plongeant tout de suite dans cette praùquc, sans la tronquer d'aucun de 
ses trois registres essenuels. 

Notre troisième type idéal distinguait illustration et application. Il nous 
ramène lui aussi à la même question : du savoir à l'élève ou de J'élève au 
savoir. Si la formule du ravoir à l'ilève veut dire : on expose la théorie le 
plus simplement et le plus clairement possible, puis On l'illustre pour la faire 
mieux comprendre, on s'aperçoit qut: l'élève n'esl présent dans le schéma que 
comme une sone de récepteur de connaissances. S'il est vrai, comme nous 
venons de le dire, qu'il doit reconstruire pour lui-même les mathématiques 
(avec l'aide nécessaire du professeur), c'est sur le Lerrain des applications, 
'csl-à-dire du quutions non triviales qu'il pourra le faire. Le terme applica­

tion n'cst à cet égard pas le meilleur. car il donne à entendre qu'on résout les 
questions non triviales l'aide d'une théorie apprise préalablement, et que 
J'on appliquera.t. Tel n'cst pas le cas. Les qucstions non triviales sont celles 
qui suscitenl la construction th~orique . Il faut donc que l' ~lève se les pose 
d'abord, ct c'esl ain i que la formule de l'i/~Vf! au sm'oir prend un sens assez 
clair. Une application, avons-nous dit, est une situation que la théorie aide à 

comprendre. On pourrait nuancer en disant: une application est une situation 
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qui pose probl~me, au pOInt de provoquer pour Sa solution une construction 
théorique adéquate. Mais s'exprimer ainsi reviendrail tI éloigner un peu trop 
le terme application de son acception commune. TI est sans doute plus clair 
de dire apprendre par situationr·probUmes que apprendre à partir des 
applications. 

Par ailleurs, 1. distinction illustration· application nOUS conduit à mieux 
cerner ce qui t stimulant dans le sens el dont il ne faut priver personne. Les 
illustrations par nature aident 11 comprendre la IMorie, mais nous apprennent 
peu de neuf. EUes ne component pas de défi, clles ne SOnt pas intriganles. 

Passons en revue nos divers exemples de situation oroblématiques et 
essayons d'analyser cc qui en fai t l'intér!l. Ces questions avaient trait 11 des 
objets familiers, ou à tOUI le moins simples. Vérifions cela en les reparcou­
rant : 
- Quels types de quadrilatère obtient-on en croi ont deux bandes? 
- D'où voit-on un segment de droite sous un angle droit? 

- Comment se fait-il que deux symétries orthogonales enchaînées donnent 
une tranSlauon ? De quelle translation s'agil-il? 

- Comment expnmer le lien entre les coordonnées des points d'une drOIte 
dessinée dans un repère 7 
Mais ce, questions Connulées simplement am~ncnt à considérer les objets 

sous un JOur lOaucndu ct IDtrigant, qui mobilise la réflexion, TI ya là un effet 
de ce que Benold Brecht appelle la distanciation. Voyons de quoi il s'agit, CD 

acceplanl de faire un petit détour par le monde du tM5tre. 
Brecbt donne pour fonction au tbéâtre de représenter les situations les 

plus communes de la vie, mais de telle sone que le spectateur, les considé· 
rant à distanc(!, les perçoive :sous un jour nouvcau-t plus profond qu'à "ordi­
naire. Cesi dans les sciences, au.quelles il s'intéressail beaucoup, qu'il avait 
vu d'abord à l'œuvre un cenain effet de distanCÎaùon, et tI voulait le transpo­
ser au théâtre. Il écri t: ICCesl ce que fonL, depuis longtemps, les hommes de 
SClence quand ils observent et amènent à observer de tels phénomènes (les 
oscillations des pendules, les mouvemenlS des atomes, le métaboltsmc de 
infusolles dans une gouue d'eau, etc.). Pour comprendre une chose, ils roOl 
comme s'ils ne la comprenaient pas ; pour découvrir une loi, ils metlent les 
processus en contradicùon avec l'Idée traditionnelle qu'on se fait d'eux; de la 
sone ils Cont ressortir Je caractère inouï et particulier du phénomène étudié. 
Ainsi , cenaines évidences oe se comprennent plus d'clics-mêmes, ce qui, à 
dire vrai , • pour eCret de les Caire vé,il.blement comprendre [ . .. ). Ce qui va 
de soi, c'est·tI·dire la fonne particulière qu'a pose dans notre conscience l'ex­

périence quoùdienne, s'abolit lorsque sOn évidence est niée par l'effet de dis-
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tancinLion et transformée ensuite en une nouvelle compréhension». 
Ceue siluation c 1 reprise d'un ouvrage de Henri Bassis (6) [1984]. Elle 

peul nous aider à trouver, pour nous-mêmes et pour nos é l ~ves, cette chose 
irremplaçable, porteuse de lant de conséquences indIviduelles el sociales, 
qu'csl le plaisir du sens. 

R~m~rci.m.nJ.: cel exposé .·élé complété el nuancé grâce aux observauoDS 
de Thé r ~e GILBERT et de Christiane HAUCHART. Qu'elles en soient toutes 
deux amicalement remerciées. 
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